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A  propos  de  ce  livre 

Ceci  est  une  copie  numérique  d'un  ouvrage  conservé  depuis  des  générations  dans  les  rayonnages  d'une  bibliothèque  avant  d'être  numérisé  avec 

précaution  par  Google  dans  le  cadre  d'un  projet  visant  à  permettre  aux  internautes  de  découvrir  l'ensemble  du  patrimoine  littéraire  mondial  en 

ligne. 

Ce  livre  étant  relativement  ancien,  il  n'est  plus  protégé  par  la  loi  sur  les  droits  d'auteur  et  appartient  à  présent  au  domaine  public.  L'expression 

"appartenir  au  domaine  public"  signifie  que  le  livre  en  question  n'a  jamais  été  soumis  aux  droits  d'auteur  ou  que  ses  droits  légaux  sont  arrivés  à 

expiration.  Les  conditions  requises  pour  qu'un  livre  tombe  dans  le  domaine  public  peuvent  varier  d'un  pays  à  l'autre.  Les  livres  libres  de  droit  sont 

autant  de  liens  avec  le  passé.  Ils  sont  les  témoins  de  la  richesse  de  notre  histoire,  de  notre  patrimoine  culturel  et  de  la  connaissance  humaine  et  sont 

trop  souvent  difficilement  accessibles  au  public. 

Les  notes  de  bas  de  page  et  autres  annotations  en  maige  du  texte  présentes  dans  le  volume  original  sont  reprises  dans  ce  fichier,  comme  un  souvenir 

du  long  chemin  parcouru  par  l'ouvrage  depuis  la  maison  d'édition  en  passant  par  la  bibliothèque  pour  finalement  se  retrouver  entre  vos  mains. 

Consignes  d'utilisation 

Google  est  fier  de  travailler  en  partenariat  avec  des  bibliothèques  à  la  numérisation  des  ouvrages  apparienani  au  domaine  public  et  de  les  rendre 
ainsi  accessibles  à  tous.  Ces  livres  sont  en  effet  la  propriété  de  tous  et  de  toutes  et  nous  sommes  tout  simplement  les  gardiens  de  ce  patrimoine. 
Il  s'agit  toutefois  d'un  projet  coûteux.  Par  conséquent  et  en  vue  de  poursuivre  la  diffusion  de  ces  ressources  inépuisables,  nous  avons  pris  les 
dispositions  nécessaires  afin  de  prévenir  les  éventuels  abus  auxquels  pourraient  se  livrer  des  sites  marchands  tiers,  notamment  en  instaurant  des 
contraintes  techniques  relatives  aux  requêtes  automatisées. 
Nous  vous  demandons  également  de: 

+  Ne  pas  utiliser  les  fichiers  à  des  fins  commerciales  Nous  avons  conçu  le  programme  Google  Recherche  de  Livres  à  l'usage  des  particuliers. 
Nous  vous  demandons  donc  d'utiliser  uniquement  ces  fichiers  à  des  fins  personnelles.  Ils  ne  sauraient  en  effet  être  employés  dans  un 
quelconque  but  commercial. 

+  Ne  pas  procéder  à  des  requêtes  automatisées  N'envoyez  aucune  requête  automatisée  quelle  qu'elle  soit  au  système  Google.  Si  vous  effectuez 
des  recherches  concernant  les  logiciels  de  traduction,  la  reconnaissance  optique  de  caractères  ou  tout  autre  domaine  nécessitant  de  disposer 
d'importantes  quantités  de  texte,  n'hésitez  pas  à  nous  contacter  Nous  encourageons  pour  la  réalisation  de  ce  type  de  travaux  l'utilisation  des 
ouvrages  et  documents  appartenant  au  domaine  public  et  serions  heureux  de  vous  être  utile. 

+  Ne  pas  supprimer  l'attribution  Le  filigrane  Google  contenu  dans  chaque  fichier  est  indispensable  pour  informer  les  internautes  de  notre  projet 
et  leur  permettre  d'accéder  à  davantage  de  documents  par  l'intermédiaire  du  Programme  Google  Recherche  de  Livres.  Ne  le  supprimez  en 
aucun  cas. 

+  Rester  dans  la  légalité  Quelle  que  soit  l'utilisation  que  vous  comptez  faire  des  fichiers,  n'oubliez  pas  qu'il  est  de  votre  responsabilité  de 
veiller  à  respecter  la  loi.  Si  un  ouvrage  appartient  au  domaine  public  américain,  n'en  déduisez  pas  pour  autant  qu'il  en  va  de  même  dans 
les  autres  pays.  La  durée  légale  des  droits  d'auteur  d'un  livre  varie  d'un  pays  à  l'autre.  Nous  ne  sommes  donc  pas  en  mesure  de  répertorier 
les  ouvrages  dont  l'utilisation  est  autorisée  et  ceux  dont  elle  ne  l'est  pas.  Ne  croyez  pas  que  le  simple  fait  d'afficher  un  livre  sur  Google 
Recherche  de  Livres  signifie  que  celui-ci  peut  être  utilisé  de  quelque  façon  que  ce  soit  dans  le  monde  entier.  La  condamnation  à  laquelle  vous 
vous  exposeriez  en  cas  de  violation  des  droits  d'auteur  peut  être  sévère. 

A  propos  du  service  Google  Recherche  de  Livres 

En  favorisant  la  recherche  et  l'accès  à  un  nombre  croissant  de  livres  disponibles  dans  de  nombreuses  langues,  dont  le  français,  Google  souhaite 
contribuer  à  promouvoir  la  diversité  culturelle  grâce  à  Google  Recherche  de  Livres.  En  effet,  le  Programme  Google  Recherche  de  Livres  permet 
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j   AVERTISSEMENT. 


Les  moindres  productions  échappées  à  la  plume 
d'un  hoiiinie  tel  o^Eulerj  doivent  inspirer  Je  plus 
Tif  intérêt  9  même  lorsqu^il  existe  des  ouvrages  p!us 
complets  dans  le  même  genre.  Son  Algèbre^  que 

Ioous  offrons  aujourd'hui^  est  et  restera  toujours 
va  excellent  modèle  à  suivre  dans  la  composition 
des  ouvrages  élémentaires. 

Ce  géomètre  multiplie  les  questions;  il  leschoisit 
telles  qu'elles  offrent  toujours  quelques  particula-* 
rilés  instructives;  souvent  à  une  solution  laborieuse, 
tnaisqui  se  présente  naturellement,  en  succède  une 
très-briève,  mais  fondée  sur  quelques  considéra- 
tions fines ^  ou  sur  quelques  expédiens  heureux  de 
calcul. 

Avant  de  s'élever  au  cas  général,  Euler  parcourt 
toccessivement  tous  les  cas  particuliers,  en  cora- 
iQençant  par  le  plus  simple ,  et  il  conduit  ainsi  ^ 
comme  par  degrés ,  le  lecteur  à  la  méthode  qu'il 
{ressent  déjà,  parcequ'il  en  a  découvert  le  germe 
feus  tout  ce  qui  précède.  On  aime  toujours ,  dit 

F  grange ,    Calcul  des   Fonctions,  â    voir  com^ 
^t  le€  méthodes  simples  et  générales  naissent 
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des   questions  particulières  et  des  procédés  li 

plus  compliqués*  On  peut  dire  que  dans  ce  livre- 

rélève   voit  faire  Tinstrument  de  toutes  pièce? 

tandis  que  dans  les  autres  il  le  reçoit  tout  faii'^ 

et  on  se  borne   à  lui   en  montrer   l'usage.  Cet*! 

marche   devait  bien  être   celle  de  l'homme  qufo 

pour  me  servir  de  l'expression  de  Lagrange ,  f. 

façonné  le  calcul  algébrique.  3 

'■il 
Il  j  a  toujours  dans  les  productions  de  ces  grad, 

maîtres^  divers  genres  de  mérite  qui  ne   passe;' 

pas  dans  les  ouvrages  de  ceux  qui  les  exploiten 

on  peut  bien  trouver  ailleurs    ce  qu'ils  ont  fai);; 

mais  dans  leurs  livres  on  trouve  toujours  beaucotiTK 

plus.  C'est  ce  qu'on  reconnaîtra  dans  cette  Algèbr^ 

toute  insuffisante  qu'elle  est ,  en  ce  sens  au  iskâ*:^ 

qu'elle  ne  comprend  pas  tout  ce  qui  doit  entl^^ 

aujourd'hui  dans  un  Traité  sur  cette  branche  i 

la  science  :  c'est  peut-être   le    seul  ouvrage   él 

mentaire  que  pourrait  entendre  sans  secours,  i 

jeune  homme  d'une  intelligence  commune  j  et  cet 

tâche  n'était  pas  au-dessous  à'Euler. 

Nous  avons  eu  sous  les  yeux  les  deux  tradu 
lions  françaises  de  ce  Traité ,  celle  de  Bernoull 
publiée  à  Lyon  en  1774^  et  celle  donnée  à  P 
tersbourg  en  1788,  et  qui  nous  a  paru  plus  co 
recte  que  la  précédente.  L'édition  que  nous  offroi 
aujourd'hui  l'emporte  incontestablement  sur  cell 
là,  du  côté  de  la  typographie,  et  nous  osons  a: 
surer  qu'elle  partage  avec  la  seconde  le  mérite  c 
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trrection  :  nous  avons  supprimé  les  Notes  des 
traducteurs  >  qui  ne  peuvent  plus  trouver  place 
celles  que  nous  avons  données  à  la  suite  du 
,  sont  appropriées  à  l'état  présent  de  cette 
ohe  de  la  science  *,  elles  auraient  été  plus  éten* 
,  si  nous  n'eussions  pas  craint  de  grossir  outre 
ire  un  volume  déjà  très-considérable  :  ces  Notes 
extraites  littéralement  de  la  seconde  édition 
Traité  d'Algèbre  que  nous  venons  de  faire 
Ltre» 

DUS  avons  cru  qu'on  ne  serait  pas  fâché  de 
^er  ici  l'Avis  et  l'Avertissement  qui  sont  en 
de  la  traduction  de  Fétersbourg^  ainsi  que 
ettre  dédicatoire  de  l'Editeur  de  Lyon ,  re- 
;  par  celui  de  Fétersbourg. 

J.  G.  GARNIEH. 
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JLj  a  Traduction  française  des  Elémens  d*AlgèK 
J'Enler,  parut  pour  la  première  fois  en  1 774^  et  f.^ 
accueillie  auec  tout  V empressement  que  poui>L<^ 
promettre  la  célébrité  de  son  illustre  Auteur  Q> 


.T 


(*)  Elle  parut  sous  les  auspices  de  D^Alembert,  à  qui  c 
fut  dédiée  ',  notre  respect  pour  sa  mémoire  nous  porte  à  n*'"^ 
peler  ici  1^  Dédicace  placée  alors  à  la  tête  de  cette  Editioi^"^ 

A  M.  D'Alembert. 

«  Il  ne  nous  appartient  ni  de  prononcer  sur  le  mérite 
»  l'Ouvrage  dont  vous  nous  avez  permis  de  faire  paraître , 
r  première  édition  française  sous  vos   auspices,  ni  â*ajoa. 
îi  aux  éloges  qu'il  a  reçus,  soit  dans  sa  langue  originale^  i 
r>  dans  la  traduction  russe  qu'on   en  a  donnée.  Le  nom  s.^ 
»  de  M.  Euler,  en  le  rendant  précieux  aux  matliématiciie>,  ' 
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Ea  clarté  et  la  profondeur  qui  y  régnent  de  traient 
fixer  V attention  de  tous  ceux  qui  s^ appliquent  à 
Vétude  du  calcul:  plus  VOuurage  fut  connu  et 
apprécié  y  plus  il  fut  recherché  j  et  les  exemplaires 
de  la  première  édition  devinrent  bientôt  extré^ 
mement  rares.  Il  était  cependant  à  désirer, 
pour  r utilité  publique ,  que  VOut^rage  pût  être 
mis  entre  les  mains  de  Jeunes  Elèi^es  auxquels 
il  aidait  essentiellement  été  destiné,    C*est  dans 


SI  annonce  à  ceux  qni  travaillent  à  le  devenir^  tout  ce  qu'ils 
T  peuvent  s'en  promettre  « 

3)  M.  Bemoulli,  digne  héritier  de  ce  nom  si  grand  danA 
1)  les  sciences  y  et  directeur  de  l'Observatoire  de  Berlin  , 
9  s'est  chargé  de  rendre  en  notre  langue  le  texte  de  M.  Euler, 
V  et  de  l'enrichir  de  quelques  Notes  historiques.  M.  Lofrrange^ 
D  dont  le  rare  génie  et  les  nombreux  succès  fixent  depuis  long* 
î»  temps  l'attention  de  toute  VEurope  savante ,  a  ajouté  au 
T»  mérite  de  VOuvrage ,  en  y  joi[];nant  un  morceau  destiné  à 
T.  compléter  le  Traité  de  l'Analyse  indéterminée. 

Tï  Tout  concourt  à  établir  vos  droits  à  Thommage  que  nou5 
T  prenons  la  liberté  de  vous  offrir.  C'est  au  philosophe ,  au 
fl  mathématicien  qui  honore  son  siècle ,  que  nous  devions  pré- 
r  senter  l'Ouvrage  d'un  homme  également  destiné  à  l'illustrer. 
^  L'ambition  s'attacha  souvent  au  rang  pour  s'appuyer  de  la 
î>  faveur  de  la  protection;  un  motif  plus  cher  nous  porte  à 
r  vous  offrir  le  témoignage  public  de  reconnaissance  que  nou» 
î»  devons  ;.ux  bontés  dont  vous  nous  avez  honorés.  En  plaçant 
p  votre  nom  à  la  tête  de  ce  Livre,  nos  sentimeas  pour  vous 
»  nous  ont  suggéré  le  choix  qu'aurait  pu  faire  le  discernement 
1  le  plus  juste ,  et  nous  nous  applaudirons  dans  notre  hommage, 
>  d'avoir  l'Europe  entière  pour  témoin  et  pour  approbateur  j^. 
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la  vue  de  concourir  à  la  sagesse  de  ce  vœu ,  que 
nous  reproduisons,  dans  une  nouvelle  édition,, 
cet  Ouvrage  si  utile.  La  -plus  grande  partie  des: 
calculs  a  étérefaitç  pamousrméme  ;  et  nous  avons 
davantage  d'avoir/ait  disparaître  nombre  de  fautez 
d^impression  échappées  aux  premiers  Editeurs  dcr^ 
la  Traduction  française.  Cette  considération,  im^ 
portante  pour  un  Ouvrage  de  ce  genre,  nous  donne 
lieu  de  penser  que  le  Public  saura  Vaccueillir  - 
d'une  manière  distinguée ,  et  nous  tenir  compte 
ainsi  des  peines  que  nous  avons  prises  pour  Iç 
lui  présenter ,  avec  un  degré  de  perfectionnemenp^ 

sensible  dans  la  partie  typographique.  fe 

■ir 
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te  ÉDITEURS  DE  L'ORIGINAL. 


OU  S  mettons  entre  les  mains  des  amateurs  de 
fAlgèbre ,  un  Ouvrage  dont  il  a  déjà  paru  une  tra- 
iction  russe  il  j  a  deux  ans. 

Les  vues  du  célèbre  Auteur  étaient  de  composer 
Livre  élémentaire^  au  mojen  duquel  on  pût  ap- 
îndre  y  sans  aucun  autre  secours ,  l'Algèbre  à 
)nd.  La  perte  de  sa  vue  lui  avait  suggéré  cette 
fée;  l'activité  de  sou  génie  ne  lui  permit  pas 
différer  long-^temps  à  la  mettre  à  exécution. 
.  Euler  choisit  ponr  cet  effet  un  jeune  homme 
'il  avait  pris  à  son  service  en  quittant  Berlin  , 
li  possédait  assez  bien  l'Arithmétique  ,  mais  qui 
l'avait  d'ailleurs  aucune  teinture  des  Mathéma-^ 
Sques',  il  avait  appris  le  métier  de  tailleur,  et  ne 
Pouvait  être  mis,  quant  à  sa  capacité,  qu'au  rang 
?es  esprits  ordinaires.  Non-seulement  ce  jeune 
liomme  a  très-bien  saisi  tout  ce  que  son  illustre 
paître  lui  enseignait  et  lui  dictait,  mais  il  s'est 
Ifciçme  trouvé  en  peu  de  temps  en   état  d'achever 


X  atertissemektJ  ^ 

tout  seul  les  calculs  algébriques  les  plus  difficiles 
et  de  résoudre  promptemeut  toutes  les  questior  I 
analytiques  qu'on  lui  proposait. 

"•'■- 
Le  fait  que  nous  citons  doit  donner  une  îdéj^i 

d'autant  plus  avantageuse  de  ]a  méthode  qui  règn 

dans  cet  Ouvrage,  que  le  jeune  homme  qui  1' 

écrit,  qui  en  a  développé  les  calculs,  et  dont  le  •- 

progrès  ont  été  si  marqués,  n'a  reçu  absoluraer^ 

d'instruction  que  de  ce  maître,  supérieur  à  la  v^ 

Tité,  mais  privé  de  la  vue. 

Indépendamment  d'un  avantage  aussi  grand;^ 
les  connaisseurs  verront ,  avec  autant  de  plaisi.i 
que  d'admiration,  l'exposition  de  la  doctrine  de*^ 
logarithmes  et  de  sa  liaison  avec  d'autres  calculs.!! 
ainsi  que  la  méthode  qu'on  donne  pour  la  réso- 
lution  des  équations  du  troisième  et  du  quatrième 
degré. 

Ceux  enfin  que  les  problèmes  de  DiopJiant^- 
peuvent  intéresser,  seront  charmés  de  trouver  ': 
dans    la    dernière    section   de  la  seconde  Partie  • 

• 

tous  ces  problèmes  présentés  d'une  manière  sui- 
vie ,  et  l'explication  de  tous  les  procédés  de  calca- 
nécessaires  pour  les  résoudre.  ' 
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SECTION    PREMIERE. 

^es  différentes  méthodes  de  calcul  pour  les 
grandeurs  simples  et  incomplexes. 


CHAPITRE     PREMIER. 

)ES   MATHÉMATIQUES    EN   GÉNÉRAL. 

V/N  nomme  grandeur  ou  quantité  y  tout  ce  qui  est  sus- 
)tible  d'augmentation  et  de  diminution. 

Une  somme  d'argent  est  donc  une  quantité  ,  puisqu'on  peut 
ajouter  et  qu'on  peut  en   ôter. 

Il  en  est   de  même  d'un  poids  et  d'autres  choses  de  cette 
ture. 

2.  On  Toit  donc  facilement  qu'il  doit  y  avoir  tant  de 
férentes  espèces  de  grandeurs,  qu'il  serait  même  difficile  d'en 
rénumération  :  et  voilà  l'origine  des  différentes  parties  des 
ithématiques^  chacune  d'elles  s'occupant  d'une  espèce  par-» 
Tome  /.  A 


^  ÊL1SMÈNS  ^ 

« 

ticulière  de  grandeurs.  Les  Mathématiques  en  général  ne  son*^. 
autre  chose  <|ae  la  science  des  quantités  y  ou  la  science  qu^ 
cherche  les  Àioyenâ  de  les  mesurer. 

3.  Or  nous  ne  pouvons  mesurer  ou  déterminer  une  quaihs 
tite  »  qu'en  regardant  une  autre  (Quantité  de  la  même  es^è^;^ 
comme  connue,  et  len  indilquant  le  rapport  de  cellen^ià  celle4lv.; 

Qu'il  s'agisse  ,  par   exemple ,   de  déterminer  la  quantiti:l 
4'une  somme  d'argent ,  on  regaaxiera  comme  connu  un  loi^-c 
un  écu ,  un  ducat  ou  quelqu'autre  monnoie  y  et  on  indiqueil: 
combien  tJe  ces  pièces  sont  co^ûtenues  dans  ladite  sômm^^.  t 

De   même  ,   s'il   était  question  de  déterminer  la  quantiti*^ 
d*un  poids,  on  regarderait  im  certain  poids  comme  connu' 
par  exemple  ,  un?  livre ,  un   quintal ,    une  once ,  et  on  in- 
diquerait combien  de  fois  il  est  contenu  dans   celui  dont  i 
s'agit. 

Veut-Qn  mesurer  une  longueur   ou   une  étendue ,    on  ai 
servira  d'une  certaine  longueur  connue ,  telle  qu'est  un  pied 

4.  Ainsi  les  détefminatiolDs  ou  les  mesures  ie  grandeun 
de  toute  espèce  ,  reviennent  à  ceci  :  Qu'on  fixe  d'abord  i 
volonté  une  certaine  grandeur  de  la  même  espèce  que  celh 
qu'on  veut  déterminer  ,  afin  de  la  prendre  pour  mesure  01 
unité;  ensuite,  que  Ton  détermine  le  rapport  qu'alagrandeu] 
prescrite  avec  cette  mesure  connue.  Ce  rapport  s'exprima 
toujours  par  des  nombres,  d'où  il  s'ensuit  qu'un  nombre  n'eâl 
autre  chose  que  le  rapport  d'une  grandeur  à  une  autre  piisc 
arbitrairement  pour  l'unité. 

5.  Il  est  évident  pâr-là  que  toutes  les  grandeurs  peUyenl 
être  exprimées  par  des  nombres ,  et  qu'on  doit  faire  consista 
ce  fondement  de  toutes  les  Sciences  Mathématiques  ,  daoj 
un  traité  complet  de  la  science  des  Nombres  et  un  examea 
soigneux  des  différentes  manières  de  calculer ,  qui  peuvent  s«i 
présenter. 
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nioe  cette  pArt:^  r  i:-f'ji— »-tjl.»  (f^j  Mjthi'nLjrïniwa, 

en  r^^i^eorc. 

ficonaideredcsc  daaa  l'Asalnc,  qHcd«  cccchm  ({ni 
et  des  fo^atit^a  .   sasâ  «'•lah.trrafâcr   èes  «<p«ces 
«  deâ  qca^::!^".   Ccic  iAs^  iti  aacies  puti«>  <!«• 
iqnea  qnoa  i"  .»:cnpe  ce  c«  espèce*. 
aitedea  Xombr«4  >;:;  parti c uLer doiu  X Aritkmêùqxie ^ 

tcieiKe  du  n,.-.:r.crii  pr-'pnme.it  dite;  mai:  cette 
î  ctead  qu'a  ce  ce.tiiiei  fa^-oa«  de  calculer  qui 
•.sî  .in^fjjrfm^.rt  da3<  la  lie  coausiiae.  L'Aoalrie  , 
':,  compcecd  ^cseralement  tooi  leï  cai  qui  pcuieot 
Uaa  la  cioctriBe  et  le  calcul  des  Xombret. 
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CHAPITRE     II. 
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Explication  des  Signes  -4-  (  Plus)  et — (Moins)  . 

8.  V^UAND  il  s*agit  d'ajouter  à  uh  nombre  donné  un  auti^ 
nombre ,  cela  s'indique  par  le  signe  -}-  qu'on  met  devant  C 
second  nombre ,  et  qu'on  prononce  plus*  Ainsi  5  +  3  signif 
qu'on  doit  ajouter  3  au  nombre  5 ,  et  tout  le  monde  sait  qu' 
en  résultera  8  ;   de  même  12  -}-  7  font  19  ;  fl5  -f-  iG  font  41  ~ 
la  somme  de  âS  -j-  41  est  66 ,  etc. 

3.   On  a  coutume  aussi  de  se  servir  du  même  signe  -j-pltH^ 
pour  lier  ensemble  plusieurs  nombres  ;  par  exemple  :  7  +  5  + 
signifie  qu'au  nombre  7  il  faut  ajouter  5  et  de  plus  encore  J_ 
ce  qui  fait  121 .  On  comprend  donc  ce  que  signifie  la  formoT 
suivante  : 

8+ 5+13+11 +  1+3+10, 

c'est-à-dire,  5i. 

10.  Tout  cela  ne  peut  qu'être  clair,  et  il  reste  à  faia 
observer  que,  dans  l'Analyse,  on  indique  les  nombres  d'uC 
manière  générale  par  des  lettres,  comme  a,  b,  c,  d,  et3 
Ainsi ,  quand  on  écrit  a +6^  cela  signifie  la  somme  des  demi 
nombres  qu'on  a  exprimés  par  a  et  i,  et  ces  nombres  peuv^- 
être  très-grands  ou  très-petits.  De  même  f^m-^b-^iMC 
signifie  la  somme  des  nombres  indiqués  par  ces  quatre  lettre 

Il  suffira  donc  toujours  de  savoir  quels  nombres  ont  â 
indiqués  par  de  telles  lettres  pour  trouver  aussitôt  ,  ]p 
l'Arithmétique ,  les  sommes  ou  les  valeurs  de  pareilles  formula 

11.  Quand   il   est  question,  au  contraire,  d'ôter  ou    ^ 
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mstraire  un  nombre  d'un  autre  nombre,  on  indique  cette 
^ration  par  le  signe— ^  qui  signifie  moins,  et  qu*on  met 
Ideyantle  nombre  à  sou3traire:  ainsi 

8—5 

dpdfie  que  le  nombre  5  doit  être  ôté  du  nombre  8  ;  ce  qui 
tant  fidt^  il  reste  3 ,  comme  personne  ne  Tignore.  De  même 
ii^7  est  autant  que  5,  et  120 — 14  est  autant  que  6,  etc. 

12.  n  peut  arriver   aussi  qu'on  ait  plusieurs  nombres  à 
ire  d'un  seul  nombre.  C'est  le  cas  de  cet  exemple  : 

5o — 1  —3—5—7—9. 

[Cda  âgnifie  :  ôtez  d'abord  1  de  5o ,  il  reste  49  >  ^^^^  3  de 

m  reste ,  il  restera  /fi  -,   ôtez-en  encore  5 ,  reste  4^  >  ôtez 

CBsidteyy  il  reste  34;   ôtez-en  enfin  g,   reste  25  ;  et   ce 

[damer  reste  est  la  valeur  de  la  formule  proposée.  Mais  comme 

nombres  1 ,  3,  5,  7,  9  sont  tous  à  soustraire,  il  revient  au 

lede  soustraire  leur  somme,   qui  est  25,  tout  à-la-fois 

Se;  le  reste  sera  a5,  comme  auparavant. 

i3.  n  est  de  même  très-facile  de  déterminer  la  valeur  de 

[potiDes  formules^  où  les  deux  signes +p/i« et -^mo/n^  se 

Kncontrent ;  par  exemple. 


12 — 3 — 5-f-a — 1  est  autant  que  5. 


ILt 


D  û  7  a  qu'à  prendre  séparément  la  somme  des  nombres 
stcll^écédés  du  signe  +  ,  et  en  ôter  celles  des  nombres  pré- 
eiiK*^  de — .  La  somme  de  lâ  et  de  â  est  i4>  celle  de  3^ 
^eDtfrti,  est  9;  or  9  étant  ôté  de  14,  il  reste  5. 
•jJ  i4-  On  s'apercevra  bien  par  ces  exemples,  que  l'ordre 
trefcjès  nombres  qu'on  écrit  est  très-indifférent  et  tout-à-fait 
•aire,  pourvu  qu'on  conserve  à  chacun  son  signe.  Rien 

l'empêcherait  de  mettre  à  la  place  de  la  formule  du  n**  pré- 
ulejWent  ceUes-ci  : 


•a—! 


1;  ou 


— 3 — 5-J-isi;  ou  a+ia— 3|||fi — 5; 
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ou  encore  d'autres  ^  et  il  faut  reinarq[uer  que  dsmê  la  pTcqpN 
iée^  le  signe  -4~  ^^^  censé  être  mis  ayant  le  premier  nor 
bre  la. 

i5.  On  n'aura  plus  de  difficultés  non  plus  quand,  po 
généraliser  ces  procédés ,  on  voudra  se  servir  de  lettres  à.- 
place  de  ncmibres  effectifs.  Il  est  clair^  par  exemple,  que 

signifie  qu'on  a  des  nombres  exprimés  par  aetd,  et  que  de  c 
nombres ,  ou  de  leur  somme ,  il  faut  ôter  les  nonibres  ez 
primés  par  les  lettres   6,  c,   e,  opérations  indiquées  par 
rigne  —qui  les  précède. 

16.  Il  importe  donc  principalement  ici  de  savoir  quel  sig 
se  trouve  '  devant  chaque  nombre.  De  là  vient  que  da 
l'Algèbre ,  les  quantités  simples  sont  les  nombres  considél 
avec  les  signes  qui  les  précèdent  ou  qui  les  affectent,  C 
nomme  quantités  positives,  celles  devant  lesquelles  se  trou. 
le  signe  +  î  et  quantités  négatives  ,  celles  qui  sont  affecta 
ou  précédées  du  signe — . 

,  17.  La  manière  dont  on  a  coutume  d'indiquer  les  bie 
d'une  personne ,  est  très-propre  à  éclaircir  ce  que  nous  vena 
de  dire.  On  désigne  par  des  nombres  positifs ,  et  moyenne 
le  signe  +  >  ce  qu'un  homme  possède  réellement  *,  au  li 
que  ses  dettes  se  représentent  par  des  nombres  négatif 
ou  par  le  moyen  du  signe  — .  Ainsi  dire  de  quelqu'* 
qu'il  a  iQo  écus,  mais  qu'il  en  doit  5o,  c'est  dire  que  s 
bien  se  monte  à  100 — 5o*,  ou,  ce  qui  est  la  même  chose  ^ 
*f-ioo— 5o,  c'est-à-dire,  5o. 

18.  Puisque  les  nombres  négatifs  peuvent  être  consîdéï 
comme  des  dettes,  en  tant  que  les  nombres  positifs  in< 
quent  des  bions  effectifs ,  on  peut  dire  que  les  nombres  x 
gatifs  sont  moins  que  rien.  Ainsi  quand  un  homme  ne  possè' 
rien  ,  et  qu'il  doit  même  5o  écus  ,  il  est  certain  qu'il  a  5o  éc 
de  moins  que  rien  ;  car  si  quelqu'un  lui  faisait  présent  de  i 
ésç^9  gpor  payer  ses  dettes  ^  il  ^  serait  «ncora  qu'au  poi 
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Hifc  n avoir  riea  ^  quoiqu'il  fût  devenu  plus  riche  qu'il  n'était. 

ig.  De  même  donc  quç.  le^  nombres  positifs  9ont  incon^ 

testablement  plus  grands  que  rien,  les  nombres  négatifs  sont 

petits  que  rien.  Or  on  obtient  des  nombres  positifs  en 

joutant   i  à  o ,  c'est-à-dire  à  rien ,  et  en  continuant  d'aug- 

\te;r    ainsi  toujours  de  l'unité.    C'est   là   l'origine  de   la 

ite  des  nombres,  qu^on  nomme  nombres  naturels;  en  voici 

premiers  termes  : 

en         0,4-1, +a,4'3,-f4>+5>+6,+7,+8,+9,-f  10, 

ft  ainsi  de  suite  à  Tinfim. 

Mais  si  au   lieu  de   continuer  ainsi  cette   suite  par  dei 
ittons  successives ,  on  la  continuait  dans  le  sens  contraire , 
retranchant  perpétuellement  l'unité,  on  aurait  la  suite ^ 
fsi  série  suivante ,  des  nombres  négatifs  : 

o, — 1, — fl, — 3,— 4> — 5, — 6, — 7, — 8, — 9,-10, 

et  ainsi  de  suite  jusqu'à  l'infini. 

Ltni  90.  Tous  ces  nombres  tant  positifs  que  négatifs  ont  le  nom 
Lon  <€oonn  de  nombres  entiers  ;  lesquels  parconséquent  sont  ou 
pins  grands  ou  plus  petits  que  rien.  On  les  nomme  nombres 
mûers ,  pour  les  distinguer  des  nombres  rompus ,  et  de  plu- 
«eurs  autres  espèces  de  nombres  dont  nous  parlerons  dans 
lia  la  suite.  Car  5o,  par  exemple,  étant  plus  grand  d'une  unité 
îp!  «ntière  que  49  >  on  comprend  facilement  qu'il  peut  y  avoir 
«ntre  ^9  et  5o  une  infinité  de  nombres  intermédiaires,  tous 
plus  grands  que  49  >  et  pourtant  tous  plus  petits  que  5o.  On 
^rj  "a  qu'à  se  représenter  deux  lignes,  l'une  longue  de  5o  pieds, 
(Ij.  1  autre  longue  de  49  pieds,  on  conçoit  aisément  qu'on  peut 
tirer  un  nombre  infini  de  lignes  toutes  plus  longues  que  49 
pieds,  et  plus  courtes  cependant  que    5o  pieds. 

ai.  Il  importe  extrêmement  dans  toute  l'Algèbre ,  qua 
'on  se  fasse  une  idée  nette  de  ces  quantités  négatives  dont 
il  a  été  question.  Je  me  contenterai  de  faire  remarquer  ici 

.4 
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dayaace  que  toutes  ces  formules^  par  exemple, 
+  1  — 1,  +  2— 2,-f-3—3,+4— 4,  etc. 
valent  o  ou  rien.  Ensuite  que 

-fa — 5  vaut — 3. 

Car  si  quelqu'un  a  z  écus  et  qu*il  en  doive  5,  non-seulem< 
il  n'a  rien ,  mais  il  doit  encore  3  écus  :  de  même 

—  5. 


i_4o}^«*^"^^*q^^{_i5.' 


22.  Les  mêmes  choses  doivent  s'observer,  quand  on  empl 
d'une  manière  plus  générale  des  lettres  au  lieu  de  nombres  ; 
aura  toujours  o  ou  rien  pour  la  valeur  de+û — a.  Veut- 
«avoir  ensuite  ce  que  signifie ,  par  ^exemple , -f- a — b,  Y 
considérera  deux  cas  : 

Le  premier  a  lieu  quand  a  est  plus  grand  que  b-,  il  f< 
alors  soustraire  £  de  a  et  le  reste  devant  lequel  on  met 
ou  l'on  supposera  le  signe  -f- ,  indique  la  valeur  cherchée. 

Le   second   cas^  est  celui  où  a  est   plus   petit  que  b  ; 
soustraira  dans  ce  cas  a  de  & ,  et  on  prendra  le  reste  négat 
en  lui  donnant  le  signe  -— . 
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CHAPITRE    III. 

De  la  multiplication  des  Quantités  simples. 

« 

fZXj  u  A  N  D  on  a  deux  ou  plusieurs  nombres  égaux  à  ajouter 
ensemble  y  on  peut  exprimer  cette  somme  d'une  manière 
abrégée  ^  par  exemple  : 


£9t  autant  que 


et  ainsi  de  suite. 


C'est  ainsi  qu'on  peut  prendre  une  idée  de  la  multiplication; 
et  il  faut  remarquer  que 

a. a)  (a  fois  a 

3. a  V  signifie  <  3  fois  a 

4. a  3  I  4  ^^^^  ^• 

^4.  S'il  s'agit  donc  de  multiplier  un  nombre  exprimé  par 
une  lettre ,  par  un  nombre  quelconque  ,  il  faut  simplement 
écrire  ce  nombre  devant  la  lettre;  ainsi 

a  multiplié  par  201  «  .    jaoa, 
b  multiplié  par  3o/         \5ob, 

etc. 

On  voit  aussi  que  c  pris  une  fois ,  ou  1  c  est  autant  que  c. 

25.  Il  est  de  plus  facile  de  multiplier  de  semblables  pro- 
duits encore  par  d'autres  nombres  ;  par  exemple  ; 
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52  fois  3a  J  (6a  '■ 

3  fois  4  *  /  foïï*  <  1  a  fr 

5  fois  707!  1 35  X,  saanj 

Et  ces  produits  peuvent  se  multiplier  encore  par  d*autrii^]|f 

nombres  à  volonté.  •    1 

i?.  a  K 

jiS.  Quand  le  nombre  par  lequel  on  doit  multiplierait 
aussi  représenté  par  une  lettre ,  on  la  met  immédiatement  '"' 
devant  Tautre  lettre  ;  ainsi  quand  il  s'agit  de  multiplier  b  par  a^"^^ 
le  produit  doit  s'écrire  ab'^  et  pq  sera  le  produit  de  la  miit«^''^ 
tiplicatioH  du  nombre  q  par  p.  Si  l'on  multipliait  ce  p^  encoriji-^^* 
par  a ,  on  obtiendrait  apq.  -^  1;^ 

37.  n  faut  bien  remarquer  qu'ici  l'ordre  des  lettres  jointes^  1 
ensemble  est  indifférent;  que  ab  est  la  même  chose  que  &,a;4!K3; 
car  b  multiplié  par  a  fait  autant^que  a  multiplié  par  b,  Pouft^ 
comprendre  ceci  on  n'a  qu'à  prendre  pour  a  et  i  des  nombres^, 
connus^  comme  3 et 4;  la  chose  sera  claire  par  eUe-mêm^^n^ 
3  fois  4  font  autant  que  4  fois  3.  i^, 

fl8.  On  n'aura  pas  )de  peine  à  voir  que  quand  il  a*a^%'A 
de  mettre  des  nombres  à  la  place  des  lettres  jointes  ensemble  ^ito! 
de  la  manière  qu'on  a  vu,  on  ne  peut  pas  les  écrire  de  lat^ç 
même  manière  l'un  à  côté  de  l'autre.  Car  si  l'on  voulait  écrire  ti«j 
34  pour  3  fois  4>  ce  serait  dire  34  et  non  pas  12.  OïlJiiij 
a  donc  soin ,  quand  il  s'agit  d'une  multiplication  de  nombre» 
ordinaires,  de  les  séparer  par  des  points:  ainsi  3-4  signifie^ 
S  fois  4>  c'est-à-dire  12.  De  même  1.2  est  autant  que  2;  > 
et  1.2.3  fait  G.  Pareillement  1.2.3.4.56  fait  i344;  tV^ 
1.2.3.4.5.6.7.8.9,10  vaut  36a88oo,  etc.  ^ 

29.    On   peut  aussi  conclure    de  là  ce   que  signifie    une  ^ 
quantité  de  cette  forme  5.7.8.  abcd.  Elle  montre  que  5  doiti:; 
te  multiplier  par  7,  et  qu'il  faut  encore  multiplier  ce  produit 
par  8  ;  ensuite  qu'il  faut  multiplier  ce  produit  des  trois  nombres j  ^^ 
par  a,  par  ft,   par  c  et  enfin  par  tf.    On  remarquera  de  plus 
^on  peut  écrire  à  la  place  de  6.7.8  sa  valeur ,  laquelle! 


'k 


vT 


Si 


d'algèbre.  a% 

jc$t  aSo;  car  c'est  ce  qui  vient  ^  quand  on  multiplie  par  8 
le  produit  de  5  par  7 ,  ou  35. 

,  3o.  On  aura  remarqué  ^{ue  nous  ayons  nommé  produits 
les  formules  qui  naissent  de  la  multiplication  de  deux  oa 
plusieurs  nombres.  H  faut  observer  aussi  qu'on  nonuneyacteur^ 
les  nombres  ou  les  lettres  isolées. 

3i .  Jusqu'ici  nous  n'avons  considéré  que  des  nombres  po- 
sitifs, et  il  n'y  a  pas  lieu  de  douter  que  les  produits  que 
nous  avons  vu  se  former  ne  soient  aussi  positifs,  savoir  : 
-f-Œ  par 4- 6  doit  donner  nécessairement -f-^^»  Mais  il  faudra 
examiner  à  part  ce  qui  doit  provenir  de  la  multiplication  de  -f-a 
;     par— 6,  et  de — a  par  —  b.  \ 

I  3â.  Commençons  par  multiplier  —  a  par  3  ou -f- 3;  or  puis- 
que—a  peut  être  considéré  comme  une  dette,  il  est  clair 
que  si  l'on  prend  trois  fois  cette  dette  ,  elle  doit  aussi  devenir 
trois  fois  plus  grande ,  et  parconséquent  le  produit  cherché 
[  est— 3fl.  De  même  ,  s'il  s'agit  de  multiplier— a  par  +  i,  on 
!  obtiendra — ba,  ou,  ce  qui  est  la  même  chose, — ab.  Nous 
tirons  de  là  la  conséquence,  qu'une  quantité  positive  étant 
multipliée  par  une  quantité  négative ,  le  produit  est  négatif; 
et  nous  prenons  pour  règle,  que+par+ fait+ oup/z/5,  et 
qu'au  contraire-f-par— ,  ou — par+  donne— ou  moins. 

33.  n  nous  reste  à  résoudre  encore  ce  cas  où  —est 
Tnjrltiplié  par — ,  ou,  par  exemple , —a  par — b.  Il  est  évident 
'  d'abord  que,  quant  aux  lettres,  le  produit  sera  a  b  ;  mais  il  est 
Iticcrtain  encore  si  c'est  le  signe -|->  ou  bien  le  signe — qu'il 
fairt  mettre  devant  ce  produit  ;  tout  ce  qu'on  sait ,  c'est  que 
ce  sera  l'un  ou  l'autre  de  ces  signes.  Or  je  dis  que  ce  ne 
peut  être  le  signe  —  ;  car  —  a  par-f-i  donne — ab,  et  — a 
par  —  4  ne  peut  produire  le  même  résultat  ,  mais  bien 
l'opposé ,  c'est-à-dire ,  -^ab;  parconséquent  nous  avons  cette 
règle  :  —  multipLé  par—  fait  -f  ,  de  même  que  +  multiplié 
par-f. 
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34.  Les  règles  que  nous  venons  de  développer  s'exprimeuî 
plus  brièvement  de  la  manière   qui   suit  r  ^:^ 

Deux  signes  égaux  ou  semblables ,  multipliés  l'un  par  l'autre, 
donnent-^;  deux  signes  dissemblables ,  ou  contraires ,  don-.^ 
nent*^.   Ainsi   quand   il   s'agit   de  multiplier   ensemtble   oti 
nombres  -f-a,  — b, — c^-j-d;  on  a  d'abord  +a  multiplié  pai 
^b,  fait^flJ;  ce  produit  par — c,fait-f-aic,  etenJSn  ce  i^j^j^ 
nier  multiplié  par  -J-  d,  donne  +  abcd. 

35.  Les  diiEcultés  à  Tégard  des  signes  étant  levées ,  nom 
n'avons  plus  qu'à  faire  voir  comment  on  doit  multiplier  en- 
semble des  nombres  qui  sont  déjà  des  produits  eux-mêmesi 
S'il  s'agit,  par  exemple,  de  multiplier  le  nombre  ab  par  kt,,* 
nombre  cd,  le  produit  sera  abcd,  et  il  provient  de  ce  qu'on" 
multiplie  d'abord  ab  par  c,  et  ensuite  le  résultat  de  cette  mut-"" 
tiplication  encore  par  d.  Ou  bien ,  s'il  s'agissait  de  multiplier ::<^, 
36  par  112  :  puisque  la  est  autant  que  3  fois  4>  ^^  n'aurak:^ 
qu'à  multiplier  36  d'abord  par  3  ,  et  ensuite  le  produit  108 
encore  par  4 ,  pour  avoir  le  produit  total  de  la  multiplicatiott  ^ 
de  12  par  36 ,  lequel  est  parconséquent  43a.  ^^^ 

36.  Mais  si  l'on  voulait  multiplier  5ab  par  5cd,  on  pour- 


rait 


it  à  la  vérité  écrire  5cd  5ab  ;  cependant  comme  il  ne  s^agit 
pas  ici  de  l'ordre  des  nombres  à  multiplier  ensemble ,  on  fera,  ^' 
mieux  de  placer ,  comme  c'est  aussi  la  coutume ,  les  nombres  ^ 
ordinaires  devant  les  lettres ,  et  d'exprimer  le  produit  de  cette 
manière  :  5,5abcdy  ou  i5  abcd;  parceque  5  fois  3  est  autant 
que  i5.  ' 

De  même,  si  l'on  avait   à  multiplier  lapçr  par  yxy,  00  ^ 
obtiendrait  12, jpqray,  ou  Sj^qrxy, 
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CHAPITRE     IV. 

De  la  nature  des  Nombres  entiers ,  eu  égard  à 

leurs  facteurs. 

37. 131  OVS  avons  remarqué  qu'un  produit  tire  son  ori^ne  de 
la  multiplication  de  deux  ou  de  plusieurs  nombres  les  uns  par 
les  autres ,  et  qu  on  nomme  ces  nombres  A%s  facteurs. 

Ainsi  ce  sont  les  nombres  a  >  6 ,  c ,  d,  qui  sont  les  facteur^ 
du  produit  ab cd. 

38.  Si  Ton  considère  donc  tous  les  nombres  entiers  en  tant 
qu*ils  peuvent  provenir  de  la  multiplication  de  deux  ou  de  plu- 
sieurs nombres  entr'eux ,  on  trouvera  bientôt  que  quelques- 
uns  ne  sauraient  résulter  d'une  pareille  multiplication  ,  et  n'ont 
parconséquent  point  de  facteurs ,  tandis  que  d'autres  peuvent 
être  les  produits  de  deux  ou  de  plusieurs  nombres  multipliés 
ensemble  ,  et  peuvent  parconséquent  avoir  deux  ou  plusieurs 
facteurs.  C'est  ainsi  que  4  ^^^  autant  que  52.12;  que  6  est  au-^ 

tant  que  2.3;    que  8  est  autant  que  12.2.2;   27  autant  que 
3.3.3;  et  10  autant  que  2.5,  etc. 

39.  Mais  d'un  autre  côté  les  nombres  2,3,  5,  7,11,  i3; 
17 ,  etc. ,  ne  peuvent  être  représentés  de  la  même  façon  par  des 
facteurs ,  à  moins  qu'on  ne  veuille  employer  pour  cet  effet 
l'unité,  et  représenter  2,  par  exemple,  par  1.2.  Or  les  nombres 
qui  sont  multipliés  par  1 ,  restant  les  mêmes ,  on  n'a  pas  jugé  à 
propos  de  compter  l'unité  parmi  les  facteurs. 

Tous  ces  nombres  donc,  a ,  3,  5^  7, 1 1 ,  i3,  17,  etc.  qui  no 


aas 
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peuvent   pas  s'indiquer  par   des  facteurs  ,  ont  ét«  nomméi    . 
nombres  simples  ou  nombres  premiers  ;  au  lieu  que  les  aulrcf  ^    | 
comme  4>  6*  8,  9,  10,  12,  14,  i5,  16,  18,  etc.  qui  peuvent^ 
être  représentés  par  des  facteurs  ,  s'appellent  des  nombres 
composés.      "  '  , 

4^*  ^6s  nombres  simples  ou  premiers  méritent  donc  une 
attention  particulière  ,  par  la  raison  qu'ils  ne  proviennent  pai 
de  la  multiplication  de  deux  on  de  plusieurs  nombres.  H  est*! 
surtout  digne  de  remarque,  que  si  Ton  écrit  ces  nombres  dans  ' 
leur  ordre  naturel  comme  ils  se  suivent  ;  '^^ 

fl,  5,  5,  7,  1 1,  i3, 17,  19,  fi3,  ag.Si,  37,  4i,  45,  47,  etc.    | 

on  n*y  remarque  point   d'ordre   régulier  ;  leurs    diiFérencei 
sont  tantôt  plus  grandes ,  tantôt  moindres  ;  et  jusqu'à  présen^ 
on  n'a  pu  découvrir  si  elles  sont  soumises  ou  non  aune  cer-^^i 
taine  loi.  b 

41  •    Les  nombres  composés  qui  peuvent  être  représéntéf 
par  des  facteurs,  proviennent  tous  des  nombres  premiens^siisry. 
dits ,  c'est-rà-dire ,  que  tous  leurs  facteurs  sont  des  noo^N^ 
premiers  ;  car  si  l'on  trouve   un  facteur  qui  ja»  soit  p^s  1»*  ^^ 
pombre  premier ,  on  peut  toujours  le  décomposer  et  le  repré» /^î« 
senter  par  deux  ou  plusieurs  nombres  premiers.  Quand  on  A  ^■^- 
indiqué ,  par  exemple,  le  nombre  3o  par  5.6,  on  voit  que  6)'^ 
n'étant  pas  un  nombre  premier  ^  mais  valant  a  .3  ,  on  auraitp» J^î 
indiquer  3o  par  5.2.3,  ou  par  2.3.5;  c'est-à-dire  par  de», tri 
facteurs  qui  sont  tous  des  nombres  premiers.  .M 

^   4^.  Si  l'on  réfléchit  maintenant  sur  ces  nombres  composéf   ' 
résolubles  en  nombres  premiers,  on  y  remarquera  une  grande 
différence  -,  on  verra  que  les  uns  n'ont  que  deux  de  ces  facteurs  ^ 
que  d'autres  en  ont  trois ,  et  que  d'autres  encore  en  ont  un  plu* 
grand  nombre.  Nous  avons  déjà  vu ,  par  exemple ,  que 
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autant  que 


etc. 


etc. 


43.  On  "conclura  aisément  de  là  comment  on  doit  déterminer 
ks  facteurs  simples  d*un  nombre  quelconque. 

Soit  proposé  pour  exemple  le  nombre  36o^  on  le  représentera 

d'abord  par  s.  1 80.  Or  180I  {^  *90  » 

Qol  19.45 > 

^^estantantque^3  ^5^ 

i5J  (3. 5, 

etc. 

Parconséqoent  k  nombre  36o  peut  être  représenté  par  les 
facteiïTs  simples  que  voici  : 

puisque  tous  ces  nombres  multipliés  ensemble  produisent  36o 

44'  Nous  voyons  donc  par  tout  cela^  que  les  nombres  pre-« 
miers  ne  peuvent  pas  être  divisés  par  d'autres  nombres ,  et  que 
d'un  autre  côté  on  trouve  les  facteurs  simples  des  nombres  com- 
posés ,  le  plus  commodément  et  le  plus  sûrement ,  en  cherchant 
les  nombres  simples^  ou  premiers,  peac  lesquels  ces  nombres 
composés  sont  divisibles.  Mais  on  a  besoin  pour  cela  de  la  divi^ 
iion  ;  nous  allODS  donc  expliquer ,  dans  le  chapitre  suivant ,  ies 
règles  de  cette  opération. 
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CHAPITRE     V. 
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Z>e  /a  di'ç^ision  des  Quantiùés  simples.    .^ 


>( 


'45.  V^UÂND  il  s'agit  de  d||pmposer  un  nombre  en  dear' 
trois  ou  plusieurs  parties  égales ,  on  le  fait  par  le  moyen  de  f 
division ,  laquelle  nous  apprend  à  déterminer  la  grandeur  d*mi 
de  ces  parties.  Quand  on  veut,  par  exemple  ;  décomposer  V*^' 
nombre  la  en  trois  parties  égales  ^  on  trouve  par  la  division  qnu^^ 
chacune  de  ces  parties  est  égale  à  4<  ^r^dt 

Voici  quelques  expressions  dont  on  se  sert  dans  cette  opénir  ^"^ 
tion.  Le  nombre  qu'on  doit  décomposer  ou  diviser^  s'appdBî*"! 
le  dividende  ;  le  nombre  des  parties  égales  qu'on  cherche  9^^ 
nomme  le  diviseur;  la  grandeur  d'une  de  ces  parties^  déternuliil^ 
née  par  la  division  y  s'appelle  le  quotient  \  ainsi  dans  l'exempl:;^ 
cité  :  '.,,^ 

la  est  le  dividende  • 

3  est  le  diviseur  y  *^ 

4  est  le  quotient.  -<^ 

46.  n  suit  de  là ,  que  si  l'on  divise  un  nombre  par  a  QHhl 
en  deux  parties  égales ,  il  faut  qu'une  de  ces  parties^  011  l/i'-il^ 
quotient,  pris  deux  fois,  fasse  exactement  le  nombre  proposé {t]t s 
et  pareillement^  que  si  Ton  a  un  nombre  à  diviser  par  S,  hki 
quotient  pris  trois  fois  redonne  le  même  nombre.  Il  fant^i^ 
en  général ,  que  la  multiplication  du  quotient  par  le  diviseu 
reproduise  toujours  le  dividende.  '^' 


47.  C'est  aussi  pourquoi  on  prescrit  pour  la  division  la  règle,!^ 

de 
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de  cbercher  un  nombre  o^.  qnotient  tel  ^  qu*étaid  multiplié  par 
le  diviseur ,  il  en  résulte  précisément  le  dividende.  Par  exemple  » 
i'33*agit  de  diviser  35  p^r  5>  on  cherche  un  nombre  qui,  mul- 
ti^é  par  5  >  produise  35.  Or  ce  nombre  est  7  ,  puisque  cinq 
fob  7  font  35.  La  façon  de  parler  dont  on  fait  usage  dans  ce 
raisonnement ,  est  celle-ci  :  5  est  7  fois  en  35  ;  et  5  fois  7  font  35. 

48.  On  se  représente  donc  le  dividende  comme  un  produit , 
(bquel  un  des  facteurs  eçt  égal  au  diviseur ,  l'autre  facteur  in- 
^Equant  ensuite  le  quotient.  Ainsi  en  supposant  qu'on  ait  63  à 
diviser  par  7^  on  cherchera  un  produit  tel  ^  qu'en  prenant  7 
{Kair  un  de  se^  facteurs^  l'autre  facteur  multiplié  par  celui- 
ci  domie^  exactement  63.  Or  7.9  est  un  tel  produit  ^  et  par- 
conséquent  0  est  le  quotient  qu'on  obtient  en  divisant  63  par  j* 

49 .  S'il  est  question  à  présent  de  diviser  en  général  un  produit 
ûh  par  ^  ^  il  est  évident  que  le  quotient  sera  b  \  parce  que  a 
nmltipUé  par  b  redonne  le  dividende  a  b.  Il  est  clair  aussi  que  aï 
Ion  avjût  à  diviser  a  b  par  b ,  le  quotient  serait  a. 

àism  en  général  dans  tous  les  exemples  de  division  qu'on 
^9!^  mrojr  fràs  )  ti  l'^n  dÎTise  le  dividende  par  le  quotient ,  on 
obtiendra  de  nouveau  k  diviseur  :  de  même  que  q4  divisé  par  4 
donne  6  ^  224  divisé  par  6  donnera  4- 

50.  Comme  tout  se  réduit  à  représenter  le  dividende  par  deux 
facteurs  ,  dont  l'un  soit  égal  au  diviseur,  l'autre  au  quotient,  on 
comprendra  facilement  les  exemples  qui  suivent.  Je  dis  d'abord 
que  le  dividende  a  bc ,  divisé  p^r  a,  donne  b  c;  car  a  multi- 
plié par  bc,  fait  abc,  parellement  abc,  étant  divisé  par  b , 
on  aura  ac;eta6c^  divisé  par  a  c  ,  donne  b.  3e  dis  aussi  que 
i^mn,  dÎTisé  par  3  m ,  fait  4  "^'t  c^i*  ^  ^  multiplié  par  4  ^  $ 
fait  la  mn.  Mais  si  ce  même  nombre  la  m  n  avait  dû  être  divi- 
té  par  la,  on  aurait  obtenu  le  quotient  m  n. 

5i.  Puisque  tout  nombre  a  peut-être  exprimé  par  1  a  ou 

un  a,  il  est  évident  que  si  l'on  avait  à  diviser  a  ou  1  a  par  1  ^ 

le  qnotient  serait  le  même  Mombre  a.  Mais  au  contraire ,  si 

B 
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le  même  nombre  a  ou  i  a  doit  se  diviser  par  a ,  le  qu( 


sera  i. 


52.  Il  n'arrive  pas  toujours  qu'on  puisse  considérer  le 
dende  comme  le  produit  de  deux  facteurs  dont  l'un  soil 
au  diviseur ,  et  la  division  alors  ne  peut  pas  se  faire  ains 
nous  venons  de  le  prescru'e. 

Quand  on  a ,  par  exemple ,  24  à  diviser  par  7 ,  on  voit  d' 
que  le  nombre  7  n'est  pas  un  facteur  de  24*,  car  7.3  b 
que  21,  et  parconséquent  trop  peu,  et  7.4  fait  28,  q 
déjà  plus  grand  que  24.  Mais  on  voit  du  moins  par-là  ( 
quotient  doit  être. plus  grand  que  3,  et  plus  petit  que  4 
donc  de  le  déterminer  exactement ,  on  emploie  une  autre  e 
de  nombres ,  qu'on  nomme  les  fractions ,  et  de  laquelle 
traiterons  dans  un  des  chapitres  suivans. 

53»  Avant  qu'on  passe  à  l'usage  des  fractions^  on  a  coi 
de  se  contenter  du  nombre  entier  qui  approche  le  plus  du 
tient  véritable ,  mais  en  faisant  attention  au  reste  :  ainsi  l\ 
7  en  24  est  3  fois ,  et  le  reste  est  3,  parceque  3  fois  7  m 
que  21 ,  et  parconséquent  3  de  moins  que  u4»  On  consic 
de  la  même  manière  les  exemples  suivans  : 

diviseur  est  6 , 

dividende  est  34 , 

quotient  est  5  , 

reste  est  4  > 

diviseur  est  g , 

41  (  9  I  dividende  est  /^i  , 

36  c  4      .  f   quotient  est  4 1 

5  (  N  reste  est  5. 

Il  faut  observer  la  règle  suivante  dans  les  exemples  où 
un  reste. 

54.  Quand  on  multiplie  le  diviseur  par  le  quotient,  et 
produit  loQ  ajouta  le  r^ste ,  il  faut  qu'on  obtienne  le 


c'est-à-dire  que  le 
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icode;  c*estla  manière  de  vérifier  la  division ,  et  de  voir  si  l'on 
i  bien  calculé  ou  non.  C'est  ainsi  que  dans  le  premier  des  deux 
^miers  exemples ,  si  Ton  multiplie  S  par  5 ,  et  qu'au  produit 
3o  on. ajoute  le  reste  4,  il  vient  34  ou  le  dividende. 

De  même  dans  le  dernier  exemple,  si  Ton'  multiplie  le  di>i- 
srar^  parle  quotient  4,  et  qu'au  produit  3S  on  ajoute  le  reste 
5,  on  obtient  le  dividende  4i  • 

55.  Il  est  enfin  nécessaire  aussi  de  faire  remarquer  ici  à  l'égard 
des  signes  +  plus ,  et  —  moins ,  que  si  Ton  divise  -^  ab  par 
•f  fl ,  le  quotient  sera  +  6 ,  ce  qui  est  évident. 

Mais  que  s'il  s'agit  de  diviser  +  a  6  ,  par  —  a ,  le  quotient 
»ra  —  A  ;  parceque  —  a  multiplié  par  —  b  ,  fait  +  a  i. 

Que  si  le  dividende  est  -—  ab ,  et  qu'-il  s'agisse  de  le  diviser 
par  le  diviseur  -|-  a  ,  le  quotient  sera  —  b  ;  parceque  c'est 
—  fr,  qui,  multiplié  par  -f-  a  ,  fait  —  ab.  Enfin,  que  s*il  ej»t 
question  de  diviser  le  dividende  —  ab  par  le  diviseur  —  i,  le 
quotient  sera  +  a;  parceque  le  dividende  '•^  ab  est  le  produit 
de  —  a  par  +  A. 

S6.  La  division  admet  donc  quant  aux  signes  +  et  —  les 
mêmes  règles  que  nous  avons  vu  avoir  lieu  pour  la  multiplica- 
tion -,  à  savoir  : 

-f-  par  +  fait  -f-  ;   +  P^'^  —  f-^*  —  > 
I  —  par  +  fait  —  ;  —  par  —  fait  -f-  ; 

ou ,  en  peu  de  mots  ,  les  mêmes  signes  donnent  plus ,  les  signes 
contraires  donnent  moins. 

Sj.  Ainsi  quand  on  divise  i8  p</  par  —  3p,  le  quotient 
est  —  6  g. 

De  plus 
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car ,  dans  ce  dernier  exemple  ,—96  multiplié  par  •{-  ( 
fait— -6.19  ab  c,  ou  -—  54  a^  c  ;  mais  nous  croyons  à  prii 
en  avoir  assez  dit  sur  la  division  en  quantités  simples  ;  noi 
tarderons  donc  pas  à  passer  à  l'explication  des  fractions ,  £ 
avoir  ajouté  encore  quelques  remarques  sur  la  nature  des  n 
bres  f  jeu  égard  à  leurs  diviseurs. 
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CHAPITRE     VI. 

Jks  propriéùés  des  nombres  entiers  par  rapporè 

à  leurs  diviseurs. 

58.  VJOMME  nous  ayons  vu  que  quelques  nombres  sont  diTi-* 
Aies  par  de  certains  diviseurs  y  pendant  que  d*autres  ne  le  sont 
,  il  est  nécessaire^  pour  parvenir  à  une  connaissance  plus  par- 
feniière  des  nombres, de  bien  imte  attention  à  cette  difiFerence, 
tut  «1  distinguant  In  nombres  divisibles  par  des  diviseurs  de 
ceux  qui  ne  le  sont  pas  ^  qtt*en  considérant  le  seste  dans  la  di- 
TÛion  de  ces  derniers.  Pour  cet  effet  y  examinons  les  diviseurs 

a,  3,  4>  5,  G,  7,  8,  9,  lo,  etc. 

59.  Soit  d'abord  le  diviseur  a  ;  les  nombres  qui  peuvent  êtr« 
divisés  par  celui-là ,  sont 

a,  4>  6>  8,  lo,  13,  i4>  iS,  i8,  flo,  etc. 

lesquels,  comme  on  voit,  croissent  toujours  de  deux  unités.  On 
appelle  ces  nombres^  quelque  loin  qu'ils  puissent  se  continuer, 
des  nombres  pairs. 

Mais  il  est  d'autres  nombres  tels  que 

1,  3,  5,  7,  9,  n,  i3,  i5,  17,  19,  etc. 

iinisont  toujoursd  une  unité  pluspetits  ou  plus  grands  que  ceux- 
Û,  et  qu'on  ne  peut  diviser  par  a,  sans  qu'il  reste  1  ;  on  nomme 
|ceux-ci  les  nomfcre^  impairs. 

Les  nombres  pairs  sont  tous  compris  dans  la  formule  gêné-» 
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raie  a  a  ;  car  on  les  obtient  tous  en  mettant  successivement  à^ 
place  de  a  les  nombres  entiers  i,a,3,4>5,6,7,  etc.  et  de**' 
il  suit  que  les  nombres  impairs  sont  tous  compris  dans  la  fb , .  ^^ 
mule  2  a  +  1  ,  parceque  a  a  +  i  est  d'une  unité  plus  gra 
que  le  nombre  pair  a  a.  -.'ii 


•  :iiUi 


6o.  Eln  second  lieu,  soit  pour  diviseur  le  nombre  3  :  les  non'" 
bres  divisibles  par  ce  diviseur ,  sont  : . , 

3 ,  6^  9,  12,  i5  ,  i8  ^  21  ^  a4>  ^^^'  -ë» 

Et  ces  nombres  peuvent  se  représenter  par  la  formule  3  a  ;  <«^c 
3  a  divisé  par  3  donne  le  quotient  a  sans  reste.  Tous  les  auferi^ffs 
nombres,  au  contraire,  qu*on  voudrait  diviser  par  3,  donner©: 
i   ou  2  pour  reste  ,  et  sont  parconséquent    de   deux  sort*  *^^ 
Ceux  qui  après  la  division,  laissent  le  reste  i,  sont 
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1,4,7,  10,  i3,  i6,  19,  etc.  '^■ 

et  sont  contenus  dans  la  formule  3  a  -f-  ^  ^  ^^^^s  l'autre  espètcif;^ 
ou  les  nombres  qui  donnent  le  reste  2,  sont 


.% 


2,  5,  8,  11,  i4, 17,  ^o>  etc. 

et  la  formule  qui  les  exprime  généralement  est  3a  4"  ^  >  ^û 
façon  donc  que  tous  les  nombres  peuvent  s'indiquer  ou  ps 
3  a,  ou  par  3  a  + 1 ,  oupar3  a  +  2.  '    '?" 

Gi .  Supposons  maintenant  que  4  *<^it  le  diviseur  en  questionji^j. 
les  nombres  qu'il  divise,  sont 

I 

4,  8,  12,  iS,  20,  24,  etc, 

lesquels  augmentent  régulièrement  par  4^  et  sont  contenus  dai, 
Xbl  formule  4  «•  Le»  autres  «ombres  ,  c'est-à-dire  ceux  qui  n 
sont  pas  divisibles  par  4>  peuvent  laisser  le  reste  1  ,  ou  êtf  !" 
de  1  plus  grands  que  ceux-là  :  comme  , , . 

i,  5,  9,  i3,  17,  21  ,25,  etc.  \ 
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ft  être  parconséquent  compris  dans  la  formule  4^+1  'ou 
bien  ils  peuvent  donner  le  reste  2  ;  comme 

a,  6,  io>  i4>  i8,  aa,  226,  etc. 

et  s'exprimer  par  la  formule  4  ^  +  ^  >  <>u  enfin  ils  donneront 
le  reste  3  ;  comme 

3,  7,  11,  i5,  19,  a3,  a7,  etc. 
et  seront  indiqués  par  la  formule  4^-1-3. 

Tous  les  nombres  entiers  possibles  sont  donc  contenus  dans 
1  une  ou  l'autre  de  ces  quatre  expressions  : 

» 

62.  n  en  est  à  peu  près  de  même  quand  le  diviseur  est  5  ;  car 
tous  les  nombres  divisibles  par  celui-là ,  sont  contenus  dans  la 
formule  5  a,  et  ceux  qu'on  ne  peut  diviser  par  5,  reviennent 
à  une  des  formules  qui  suivent  : 

5a-f-i>  5a+a,   5a  +  3,  5a  +  4î 

et  c'est  de  la  même  manière  qu'on  pourra  continuer  et  considé- 
rer de  plus  grands  diviseurs. 

63.  n  est  â  propos  de  se  rappeler  ici  ce  qui  a  été  dit  plus 
haut  de  la  résolution  des  nombres  en  leurs  facteurs  simples  ; 
car  tout  nombre  parmi  les  facteurs  duquel  se  trouve 

a  ou  3  ou  4  ou  5  ou  7 , 

ou  un  autre  nombre  quelconque  ^  sera  divisible  pxf  ces  nombres. 
Par  exemple  : 

60  étant  autant  que  a. a. 3. 5, 

I 

il  est  clair  que  60  est  divisible  par  a  et  par  3  et  par  5. 

64.  Déplus,  comme  la  formule  générale  abcd  est  non-seu- 
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leraent  divisible  par  a,  par  b ,  par  c  et  par  d ,  maïs  aussi  pa^ 

ab y  ac,  ad,  bc,  bd,  cd, 
et  par 

r   '■  abc  ^  abd ,.  acd ,   bcd  y 

€t  enfin  par  abcd,  c'est-à-dire,  par  sa  propre  valeur  ;  il  s'en- 
suit que  60,  Qu  2.,a.3.5^  peut  se  diviser  non-seulement  pa.r 
ces  nombres  simples ,  mais  aussi  par  ceux  qui  sont  composés  de 
deux  nombres  simples ,  c*est-à(rdiré,  pài*  4 ,  ^>  lô ,  i5. 

Et  pareillement  par  ceux  qui  sont  composés  de  trois  facteurs 
«impies ,  c'est-à-dire  par  lû ,  âo,  3o  ,  et  enfin  aussi  par  6a 
même. 

65.  Quand  on  aura  donc  décomposé  un  nombre,  pris  à  vo- 
lonté en  tous  ses  facteurs  npmbres  pjemiers ,  il  sera  très-facilç 
d'indiquer  tous  les  nombres  pBr  lesquels  celui-là  pourra  être  di- 
visé. Car  on  n'a  qu'à  prendre  d'abord  les  facteurs  amples  un  à 
un ,  et  ensuite  les  multiplier  ensemble  deux  à  deux ,  trois  à 
trois  ,  quatre  à  quatre ,  etc.  jittqpi'à  ce  <|u'on  arrive  au  nombre 
proposé. 

66.  Il  faut  dabord  remarquer  ici  que  toi^  nombre  est  di- 
visible par  1  ;  et  de  même  que  tout  nombre  est  divisible  par 
lui-même;  de  sorte  donc  que  chaque  nombre  a,  au  moins,  deux 
facteurs  ou  diviseurs  qui  sont  ce  nombre  même  et  l'unité  ; 
mais  tout  ûotlibre  qui  n'a  pas  d^autre  diviseur  que  ces  deux , 
appartient  à  la  classe  des  nombres  que  nous  avons  nommés 
plus  haut  nombres  simples  ou  premiers. 

Hors  ceux-là  tous  les  autres  nombres  composés  ont ,  outre 
l'unité  et  ce  nombre  lui-même  ,  d'autres  diviseurs  ,  comme  on 
peut  le  voir  par  la  table  scûvante ,  dàm  laquelle  on  a  mis  sous 
chaque  nombre  tous,  ses  diviseurs. 
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Lta  Domlx'es  compris  dans  l'avant- demi  ère  ligne  de  ce  ta- 
Ueau,  cooptent  tel diviteurs ,  etlaUttre^idésigaeles  nombres 
premiers, 

Gf.  Enfin  l'on  doit  observer  que  o ,  ou  zéro ,  peut-être  re- 
paàé  ccaanyte  un  nombre  qui  a  la  propriété  d'être  divisible  par 
tOBB  les  nombres  posdblei  ;  parceque  par  quelque  nombre  a 
qoe  l'on  ait  à  diviser  o,  le  quotient  se  trouve  toujours  être  o', 
C3Ï  il  faut  bien  remarq^aer  que  la  multiplication  d  un  nombre 
quelconque  par  zéro  ne  produit  rien,  et  qu'ainsi  o  fois  a,  ou 
0  a,  est  o. 
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CHAPITRE     VII. 


Des  fractions  en  général* 
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68.  V^UAND  un  nombre  ,  comme  7 ,  par  exemple ,  est  i 
n  *être  pas  divisible  par  un  autre  nombre  ,  supposons  par  j  ^  - 
cela  signifie  que  le  quotient  ne  peut  pas  être  exprimé  par>'  '^F 
nombre  entier,   et  il  ne  faut  point  du  tout   croire  qu*oit) 
puisse  pas  se  faire  une  idée  de  ce  quotient. 

On  n'a  qu'à  s'imaginer  une  ligne  longue  de  7  pieds  ;  persoJài 
ne  doutera  qu'il  ne  soit  possible  de  diviser  cette  ligne  en  3^^^ 
ties  égales ,  et  de  se  faire  ainsi  une  idée  de  la  longueur  d'il) 
de  ces  parties.  :V^' 

6g.   Puisqu'on  peut  se    faire  une    idée  nette   du  qao* 
qu'on  obtient  dans  des  cas  semblables,  quoique  ce  quotient |^':Jrci 
soit  pas  un  nombre  entier,  on  est  conduit  à  considérer  une  Cw^^^   . 
particulière  de  nombres  qu'on  nomme  fractions ,  ou  nomm 
rompus. 

L'exemple  allégué  en  fournit  une  pireuve.  S'il  s'agit  dc.d  ' 
viser  7  par  3,  on  se  représente  facilement  le  quotient  qui<|]^ç,^ 
en  résulter ,  et  on  l'exprime  par  ^  ;  en  mettant  le  diviseur  «J;,..,, 
le  dividende ,  et  en  séparant  les  deux  nombres  par  un  trait. 

70.  Ainsi  quand,  en  général,  le  nombre  a  doit  être  divisé  p*%-ij^ 

nombre  i,  on  indique  le  quotient  par  7-,  et  on  appelle  cette.jf' i 

çoiide  s'exprimer,  \me  fraction.  On  ne  peut  donc  donner tj,^.^ 

idée  plus  exacte  d'une  fraction  j- ,  qu'en  disant  qu'on  indiç  ""^ 
de  cette  manière  le  quotient  qui  provient  de  la  division  { jj^. 


D*   A   L  G   È  B  R  E/  f^j 

iombre  supérieur  par  le  nombre  inférieur.  Il  faut  se  souvenir 
aussi  que ,  dans  toutes  ces  fractions  ,  le  nombre  inférieur  se 
nomme  le  dénominateur  ,  et  que  celui  qui  est  au-dessus  du 
trait  s'appelle  le  numérateur. 

71.  Dans  la  fraction  citée,  |,  qu'on  prononce  sept  tiers , 
7  est  donc  le  numérateur ,  et  3  est  le  dénominateur. 

n  faut  de  même  prononcer 

f,  deujc  tiers;  |,  trois  quarts;  4,  trois  huitièmes;  -^^  douze 
centièmes  ;  mais  \  se  prononce  un  demi  y  non  pas  un  deuxième, 

72.  Afin  de  parvenir  à  une  connaissance  plus  parfaite  de  la 
nature  des  fractions,  nous  commencerons  par  considérer  le  cas 

où  le  numérateur  est  égal  au  dénominateur,  comme  dans  -. 

a  ' 

Or  puisqu'on  indique  par-là  le  quotient  qu'on  obtient  quand 
on  divise  a  par  a,  il  est  clair  que  ce  quotient  est  exactement 

:   l'unité,  et  que  parconséquent  cette  fraction  -  vaut   autant 

que  1 ,  ou  un  entier  ;  il  s'ensuit  de  plus  que  toutes  les  fractions 
qui  suivent  : 

sont  toutes  égales  entre  elles,  c'est-à-dire  qu'elles  valent  cha- 
cune 1 ,   ou  un  entier. 

73.  Nous  venons  de  voir  qu'une  fraction  qui  a  le  numérateur 
égal  au  dénominateur,  vaut  l'unité.  Il  faut  donc  que  toutes  les 
fractions  dont  les  numérateurs  sont  plus  petits  que  les  dénomi- 
nateurs, aient  une  valeur  moindre  que  l'unité.  Car  si  j'ai  un 
nombre  à  diviser  par  un  autre  qui  est  plus  grand  ,  il  me  vient 
nécessairement  moins  que  1  :  une  ligne ,  par  ex'^mple,  de 
deux  pieds  de  long ,  devant  être  coupée  en  trois  parties ,  une 
Jcule  de  ces  parties  sera  sans  contredit  plus  courte  qu'un 
pied;  il  est  donc  évident  que  f  sont  plus  petits  que  1  ,  et  cela 


98  ÉLEMENS 

par  la  même,  raison  que  le  nimiérateur  a  est  plas  petit  qtm 
dénominateur  3.  ^ 

74.  Si  le  numérateur  est  au  contraire  plus  grand  que  le  nj 
dominateur ,  la  valeur  de  la  fraction  est  plus  grande  que  Tunî 
C'est  ainsi  que  |  vaut  plus  que  1  ;  car  7  eit  autant  que  ;  et  1 
core  5.  Or  ^  est  autant  que  i ,  parconséquent  |  vaut  1  plun 
c'est-à-dire  ,  un  entier  et  encore  un  demi.  De  même  {  valen 
plus  7 ,  I  valent  1  plus  f ,  et  1  valent  2  plus  ^.  Et  en  gènétà 
suffît  dans  ces  cas ,  de  diviser  le  nombre  supérieur  par  Yïsft 
rieur ,  et  de  joindre  au  quotient  une  fraction  qui  ait  le  rm 
pour  numérateur,  et  le  diviseur  pour  dénominateur.  Si  la  fti 
tion  donnée  était ,  par  exemple ,  7^  >  ©i^  aurait  aw  quotient  3i 
7  pour  reste  ;  d'où  Ton  conclurait  que  ff  est  la  même  di 
que  3  plus  ^. 

75.  On  voit  par  là  comment  les  fractions ,  dont  les  nunâf 
teurs  surpassent  les  dénominateurs ,  se  résolvent  en  deux  ne»! 
bres ,  l'un  desquels  est  un  nombre  entier,  et  l'autre  un  nomi 
rompu  dont  le  numérateur  est  plus  petit  que  le  dénomiu 
teur.  On  nomme  ces  fractions ,  qui  contiennent  uh  ou  plusiéi 
entiers  ,  des  fractions  impropres  par  opposition  aux  firactid 
réelles  ou  proprement  dites,  qui  ayant  le  numérateur  plus  p 
tit  que  le  dénominateur  ,  sont  moindres  que  l'unité  ou  qu'l 
entier. 

7G.  On  a  coutume  de  se  faire  une  idée  de  la  nature  des  fra 
tions  encore  d'une  autre  manière  qui  éclaircit  assez  bienlachoi 
Si  l'on  considère,  par  exemple,  la  fraction  f ,  il  est  évident  qu'd 
est  trois  fois  plus  grande  que  \,  Or  cette  fraction  j  indique  uj 
des  parties  d'une  ligne  divisée  en  quatre  parties  égales  :  il  f 
done  clair  qu'en  prenant  3  de  ces  parties ,  on  aura  la  valè 
de  la  fraction  |. 

On  peut  considérer  de  la  même  manière  toute  autre  frai 
tion ,  par  exemple  —-,  si  l'on  partage  l'unité  en  1  a  parties  égf 
les,  7  de  ces  parties  équivaudront  à  la  fraction  proposée. 
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mj'  C'est  aussi  i  cette  manière  de  représenter  les  fractions, 
iks  dénominations  susdites  de  numérateur  et  de  dénomina- 
doiyent  leur  origine.   £n  effet,  dans  la  fraction  précé- 
Yi  >  le  nombre  qui  est  sous  le  trait  indiquant  que  c'est  en 
Ifarties  ^e  l'unité  doit  être  divisée  ^  ce  nombre  désigne  ou 
ces  parties ,  et  c'est  pour  cette  raison  qu'on  l'a  nommé 
leur. 

1^08 ,  comme  le  nombre  supérieur,  savoir  7,  indique  qae 

[•«vœr  la  valeur  de  la  fraction,  il  faut  prendre  ou  rassem- 

^7  de  ces  parties,  et  que  parconséquent  il  les  compte  pour 

re ,  on  a  jugé  à  propos  de  nommer  ce  nombre  qui  estau* 

jifnudntrait,  le  numérateur. 

I.  Aûsqu'il  est  aisé  de  comprendre  ce  que  c'est  que  ', 
on  sait  ce  que  signifie  j ,  nous  pouvons  considérer  les 
dont  le  numérateur  est  l'unité  ,  comme  faisant  le 
ïtJie  toutes  les  autres.  Telles  sont  les  fractions 


»-*    î>    4>   T^^>7>    »>    9>    >oi    ii>    17* 


etc. 


KâfMft^raBarfoer  -que  ces  fracdons  vont  toujours  en  dimi- 
M;  car^us  vous  divisez  un  entier  ^  ou  plus  le  nombre  de9 
fKties  égaies  dans  lesquelles  on  le  divise,  est  grand,  plus  an 
aoBtraire  diacone  de  ces  parties  devient  petite.  C'est  ainsi  que 
fe  estplospetitquc  '^;  que  ^^  est  plus  petit  que  ,-J^i  et  .-jj- 
hs  petit  que  t;^. 

79.  On  a  vu  que  plus  on  augmente  le  dénominateur  de  pa- 
âlks  fractions ,  et  plus  leurs  valeurs  deviennent  petites.  On 
Durât  donc  demander  s'il  ne  serait  pas  possible  de  faire  ce 
iDominateur  si  grand  ,  que  la  fraction  se  réduisît  à  rien?  Nous 
^pondrons  que  non;  car  en  quelque  nombre  de  parties,  in- 
ombrables  même  ,  que  vous  divisiez  l'unité ,  par  exemple  , 
ifcnguenr  d'un  pied,  ces  parties  ne  laisseront  pas  de  conserver 
ne  certaine  grandeuî,  et  ne  seront  parconséquent  jamais  abso-*** 
BBe&txien. 

80.  n  est  ^rvai  que  -si  l'on  divise  la  longueur  d'un  pied  en 
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looo  parties,  par  exemple,  ces  parties  ne  tomberont  plus  R 
cilement  sous  nos  sens.  Mais  regardez-les  par  un  bon  miôroi 
cope  ,  elles  paraîtront  assez  grandes  pour  que  chacune  puia 
être  encore  divisée  en  loo  parties  et  davantage. 

Il  ne  s'agit  cependant  pas  du  tout  ici  de  ce  qu'il  dépend  - 
nous  de  faire  ,  ou  de  ce  que  nous  sommes  capables  d*exécirl 
réellement,  et  de  ce  que  nos  yeux  peuvent  appercèvoir  ;il'^ 
question  plutôt  de  ce  qui  'est  possible  en  soi.  Or  il  est  c 
tain ,  même  dans  ce  sens ,  que  quelque  grand  qu'on  veuille 
poser  le  dénominateur  ,  la  fraction  pourtant  ne  s'évanouira  ' 
mais  entièrement,  ou  ne  deviendra  jamais  tout-à-fait  égale 

* 

81 .  On  n'arrive  donc  jamais  entièrement  à  rien ,  quelque  gp 
qu'on  fasse  le  dénominateur  -,  et  ces  fractions  conservant  iS' 
jours  une  certaine  grandeur ,  on  peut  continuer ,  sans  jàttx** 
cesser ,  là  suite  de  fractions  de  l'article  78.  Cette  propriété  a  fi 
dire  qu'il  faudrait  que  le  dénominateur  fût  infini  ou  infiniittc 
grand  ,  pour  que  la  fraction  se  réduisît  enfin  à  o,  ou  à  rien 5 
ce  mot  d'infini  signifie  en  effet  ici  qu'on  ne  parviendrait  j 
mais  à  une  telle  fraction  dans  là  suite  des  fractions  précédent:* 

82.  On  se  sert  pour  représenter  cette  idée,  qui  esttrès-ftrf 
dée,  du  signe  00,  lequel  parconséqueht  signifie  un  nombre- a 
fîniment  grand  ;  on  peut  donc  dite  que  cette  fraction  j;  esti 
rien  réel ,  par  la  raison  même  qu'une  fraction  ne  saurait  se  r» 
duire  à  rien,  aussi  long-temps  que  1&. dénominateur  n'a  pas'© 
augmenté  à  l'infini. 

83.  Il  est  d'autant  plus  nécessaire  de  faire  attention  à  cet 
idée  de  l'infini ,  qu'elle  est  déduite  des  premiers  fondemens  i 
nos  connaissances,  et  qu'elle  sera  de  la  plus  grande  important 
dans  ce  qui  suivra. 

•  .  .  • 

Nous  pouvons  ici  déjà  en  tirer  des  conséquences  aussi  bell 
que  dignes  de  notre  attention. 

La  fraction  ^  indique  le  quotient  de  la  division  du  divideïk 
1  par  le  diviseur  00.  Or  nou5  sarofls  qu'eu  divis^ut  le  diviser 
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par  Je  quotient  ^ ,  qui  est ,  comme  nous  avons  vu ,  autant 

10, on  retrouve  le  diviseur  oo  :  voici  donc  une  nouvelle  no- 

lierinfini  que  nous  acquérons;  nous  apprenons  qu*il  pro- 

delà  division  de  i  parc;  et  Ton  est  parconséquent  fondé 

i,qae  i^  divisé  par  o^  indique  un  nombre  infiniment  grand 


Il  est  nécessaire   encore  ici  de   dissiper  Terreur  assez 
Bine  de  ceux  qui  prétendent  qu'un  infiniment  grand  n'est 
eptible  d'augmentation. 

Celle  opinion  ne  saurait  subsister  avec  les  principes  solides 

nous  venons,  d'établir  Y  car  ^  signifiant  un  nombre  infi- 

grande  et  f  étant  incontestablement  le  double  de  3,  il 

tdaff  ipïim  nombre ,  quoique  infiniment  grand  ^  peut  deve- 

tacoredeux  ou  plusieurs  fois  plus  grand. 
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CHAPITRE     VIII.  J. 

Des  propriétés  des  fractions.  >.< 


4'  • 


85.  J^  O  u  S  avons  vu  plus  haut  que  chacune  des  fractions 

* 

a      3       A      i.      <      1      i     «»tr 

.  ,    '  .*  tt 

fait  u|i  entier,  et  que  parconséquent  elles  sont  taiit6s4g^4#^<^ 
tr'eiles.  La  même  égaJité  règne  dans  les  £ractioii&fui;8i]ifia|';; 

£     ±     1      1      L2     L*     ptr  iî 

t>     a>     3^     4>      6   >     T^J     ^'•^«  ♦  ^J 

chacune  d'elles  faisant  deux  entiers;  car  le  numérateur  de. 
cune  ,  divisé  par  son  dénominateur^  donne  â.  De  même 
ce?  fractions 

i     *    1    i».     li    il    Atr 

sont  égales  entr* elles ,  puisqu'elles  ont  3  pour  valeur  coi 

86.  On  peut  pareillement  représenter  la  valeur  d'une  fiflL 
tion  quelconque ,  d*une  infinité  de  manières.  Car  si  Ton  nM| 
plie  tant  le  numérateur  que  le  dénominateur  d*une  fraction  §• 
un  même  nombre ,  que  Ton  peut  prendre  à  volonté  ,  Ci  ■ 
fraction  n'en  conservera  pas  moins  la  même  valeur.  C'est  | 
cette  raison  que  toutes  ces  fractions 


%y     4»    6>    ï>     lo^     \%  y     i4>     16'    !»•     •<»>    ^'•^' 

sont  égales  entr' elles ,  chacune  valant  f .  De  même 
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des  fractions  égales^  dont  chacune  vaut  ^.  Les  fraotiona 

i      A     -i.      12     il      ii     iS      «fr 

pareillement  toutes  une  mêpie  valeur;  et  on  peut  conclura 
en  général^  que  la  fraction  r  peut  être  représentée  par  les 

Âons  suivantes  dont  chacune  équivaut  à  r  ;  savoir  : 
a     aa    Za     J^a     Sa     6  a 

î>  Tb*  Tb'  4b'  55*  6^' 

Sj.Pôurs'ai  c<mvaincreonn'aqu'i  écrire  pour  la  valeur  delà 

7  une  certaine  lettre  c,  en  entendant  par  cette  lettre  c 

ifKrticnt  delà  division  de  a  par  b  ;  et  se  rappeler  que  la  mul-« 
ion  du  quotient  c  par  le  diviseur  b ,  doit  donner  le  divi- 
Car  puisque' c  multiplié  par  b  donne  a ,  il  est  clair  que 
^Ké  par  a  b  donnera  aa ,  que  c  multiplié  par  3  b  don» 
ia,  etqu*ainsi  en  général  c  multiplié  par  mb  doit  don- 
ma.  Or  changeant  maintenant  ceci  en  un  exemple  de 
1,  et  divisant' le  produit  ma  par  mb  Y  un  des  facteurs, 
que  le  quotient  soit  égal  à  l'autre  facteur  c  ;  mais  771  a 

par  m  6  donne  aussi  la  fraction  — r ,  laquelle  est  par-* 

lent  égale  à  c;  et  voilà  ce  qu'il  s'agissait  de  prouver  ; 

a 
c  ayant  été  adopté  pour  la  valeur  de  la  fraction  r,  il  est 


ma 


que  cette  fraction  est  égale  à  la  fraction  — g ,  quelque 
que  Ton  donne  à  m. 

.  Nous  avons  vu  que  toute  fraction  peut  être  écrite 
une  infinité  de  formes ,  sans  cesser  d'avoir  la  même 
;  et  il  est  indubitable  que  de  toutes  ces  formes,  c'est 
qui  sera  entre  les  plus  petits  nombres,  dont  on  sai-« 
W  /.  C 


■\ 
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sira  le  mieux  la  signification.  Par  exemple^  on  pourrait  mettif 
au  lieu  de  |  ^  les  fractions  suivantes , 


t>  >    9 


>y^ 


mais  il  n*est  pas  douteux  que  f  ne  soit  toujours  de  eûtes 
expressions  celle  dont  il  est  le  plus  facile  de  se  faire  une  idée* 
se  présente  donc  ici  la  question  de  réduire  une  fraction;,  coi 
-^  I  qui  n'est  pas  exprimée  par  les  plus  petits  nombres  possibleé, 
à  sa  forme  la  plus  simple  ou  à  ^e^  moindres  termes^  c'est-i. 
dire  dans  notre  exemple  ^  à  |.  >|. 

• 

89.  Il  sera  facile  de  résoudre  cette  question^  si  Ton  009^ 
sidère  qu'une  &action  ne  laisse  pas  de  conserver  sa  valeur 
quand  on  multiplie  ses  deux  termes  ^  ou  son  numératefir ^i 
son  dénominateur^  par  un  même  nombre.    Car  de  là  il 
qu'aussi  en  divisant  le  numérateur  et  le  dénominateur  d* 
fraction  par  un  même  nombre ,  cette  fraction  doit  cp 
la  même  valeur.  Gela  se  voit  encore  plus  clairement 

moyen  de  la  formule  générale  — r  \  car  si  l'on  divise  tanlR^ 

numérateur  m  a  que  le  dénominateur  m  b  par  le  nombre  m^ 

obtient  la  fraction  ~,  laquelle,  cotùme  on  Fa  prouvé  ci-desll  ' 

.    « 

cft  égale  à  — r.  ;:3 

■  "fs 

90.  Afin  donc    de  rédoire  une  fraction  proposée  k^f^^ 
moindres  termes ,  il  s'agit  de  trouver  un  nombre  par  I4 
le    numérateur    et    le  dénominateur    puissent    être    dh 
Un  nombre  de  cette  espèce  se  nomme  un  commun  divisa 
et  aussi  long-temps  qu'on  peut  indiquer  un  comiiiun  diVl» 
entre  le  numérateur  et  le  dénominateur ,  il  est  certain  qqt 
fraction  peut  être  réduite  à  une  expression  plus  petite  ;  9 
quand  on  voit  au  contraire  qu'à  l'exception  de  l'unité  ^aiM 
autre  commun  diviseur  ne  saurait  avoir  lieu  ,  c'est  signe  ^ 
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fraction  se  trouve  déjà  sous  la  forme  la  plus  simple  qu'il  est 
)Ie. 

91.  Pour  rendre  ceci  plus  clair  ^  considérons  la  fraction  ,^. 

îous  Yoyons  d'abord  que  les  deux  termes  se  divisent  par  a ,  et 

l'il  en  résulte  la  fraction  ^  :  ensuite  ,  qu'on  peut  de  nouveau 

par  a ,  et  réduire  la  fraction  à  ]-|  ;  et  celle-ci  ayant  en^ 

â  pour  commun  diviseur^  il  est  clair  qu'on  peut  la  ré-> 

à  -^ .  Mais  à  présent  l'on  s'apperçoit  facilement  que  la 

iteur  et  le  dénominateur  sont  encore  divisibles  par  3  ; 

it  donc  cette  division  on  obtient  la  fraction  j ,  laquelle  est 

le  à  la  fraction  proposée ,  en  même  temps  qu'elle  en  est 

re]q)res8ion  la  plus  simple  ;  car  â  et  5  n'ont  que  le  commun 

1  ^  qui  ne  peut  réduire  les  deux  termes. 

9t.  Cette  propriété  qu'ont  les  fractions  de  garder  une  va-« 
invariable ,  soit  qu'on  divise  ou  qu'on  multiplie  le  numé-« 
et  le  dénominateur  par  un  même  nombre  ;  cette  pro- 
têt dis-je ,  est  de  la  plus  grande  importance  et  fait  le  prin- 
fondamental  de  tout  ce  qu'on  enseigne  sur  les  fractions, 
ne  peut  guère  y  par  exemple ,  ajouter  ensemble  deux  &ac- 
\,  on  les  soustraire  l'une  de  l'autre ,  avant  que^  moyen-^ 
cette   propriété,    on  les  ait  réduites  à  une  commune 
fiénomination.   C'est  de  quoi  nous  parlerons  dans  le  chapitre 
[ftnrait. 

93.  Nous  finirons  celui-ci  par  la  remarque,  qu'on  peut  aussi 
li^ésenter  tous  les  nombres  entiers  par  des  fractions.  Par  exem- 
!,  6  est  autant  que  j,  parceque  6  divisé  par  1  fait  6;  et  on 
de  la  même  manière  exprimer  ce  nombre  G  par  les  frac- 
ij^^  ^  ^  ^  ^  ^  ^  et  une  infinité  d'autres  qui  ont  la  même 
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CHAPITRE     IX. 


De  t  addition  et  de  la  soustraction  des fractio]^ 


94*  JLiORSQVE  les  fractions  ont  des  dénominateurs  égaux  ^  il  | 
a  aucune  difficulté  à  les  ajouter  et  à  les  soustraire  \  car  7^ 
f  valent  *,  et  ^  —  7  valent  |.  On  n'opère  dans  ce  cas ,  ;|Éi 
pour  l'addition  ^  soit  pour  la  soustraction^  que  sur  les  nuoi 
rateurs ,  et  on  met  sous  le  trait  le  dénominateur  conïmun;  al 

i-J.-8 îl. LL  4..a2.font-i-• 
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95.  Mais  quand  les  fractions  n'ont  pas  m^ême,  dénomiçatof 
il  est  toujours  possible  de  les  transformer  en  d'autres  fractiidj^ 
qui ,  sous  les  mêmes  valeurs ,  aient  une  commune  dénomiai 
tion.  Par  exemple  ,  quand  on  propose  d'ajouter  ensemble  1 
fractions  7  et  j ,  il  faut  considérer  que  l  est  autant  que  f  ^  « 
que  j  équivaut  à  f  ;  nous  avons  donc  à  la  place  des  deux  fi4 
tions  proposées  ces  deux  autres  |  +  ^ ,  dont  la  somme  fait; 
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eux  fractions  étaient  jointes  par  le  signe  moins  ^  comma. 
on  aurait  |  -^  î  ou  J. 

e  exemple  :  Soient  les  fractions  proposées  '  -f*  1  î  puisque 
i  même  chose  que  | ,  on  peut  lui  substitaer  cette  va* 
tdire  | -f-Tfoi^t  r ««  ^  h 

>osez  qu'on  demande  encore  ce  que  donnent}  et  \  ajou- 
îmble,  je  dis  que  c'est  ^\  car  ^fait^^^  et  ^fait—. 

B  peut  arriver  qu'on  ait  un  plus  grand  nombre  de  fractions 
re  à  un  même  dénommateur  ;  par  exemple  >  4  >  f  >  ?  >  ?  >  i  • 

réduit  alors  à  trouver  un  nombre  qui  soit  divisible  par 
s  dénominateurs  de  ces  fractions.  6o  est  ici  le  nombre  qui 

propriété ,  et  qui  devient  parconséquent  le  dénomina- 
mmun.  Nous  aurons  donc  y^  au  lieu  de  J-  ;  f|  au  lieu  de  •; 
ieu  de  ^  *,  jl  au  lieu  de  7,  et  JJ  au  lieu  de  \:  S'il  «'agit 
snt  d  ajouter  ensemble  toutes  ces  fractions  ij-,  JJ,  ^i-, 
;  on  ne  fait  qu'^qouter  tous  les  numérateurs,  et  on  donne 
}mme  le  dénominateur  commun  60  ;  c'est-à^-dire  qu'on 
Jr,ou3  entiers  et  1^, ou  3 7-. 

Tout  se  réduit  ici ,  nous  le  répétons ,  à  transformer  deux 
•ns  dont  les  dénominateurs  sont  inégaux ,  en  deux  autres 
es  dénominateurs  sont  égaux.  Pour  faire  donc  cette  opé- 

d'une  manière  générale  ,  soient  r  et  -j  les  fractions  pro- 
.  Qu'on  multiplie  d'abord  les  deux  termes  de  la  première 
,  on  aura  la  fraction  r-y  égale  à  r  ;  qu'on  multiplie  eu- 
es deux  termes  de  la  seconde  fraction  par  i^^  on  en  aura 

bc 
leur  équivalente  exprimée  par  -r-z  ;  et  voilà  les  deux  dé- 

tteurs  devenus  égaux.  Maintenant  si  l'on  demande  quelle 
onune  des  deux  fractions  proposées ,  on  peut  répondre 

t  que  c'est  — r^ —  ;  et  s'il  est  question  de  la  différence  j 
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cm  dit  qu'elle  est  — 7^ — ~.  S'il  s'agissait,  par  exemple, 

fractions  $  et  f ,  on  obtiendrait  à  leur  place  |^  et  7I ,  don 
somme  est  ~V  >  et  dont  la  différence  est  ^, 

98.  C'est  par  cette  préparation  qu'on  peut  découvrir  0 
deux  fractions  proposées  la  plus  grande  ou  la  plus  petite  ; 
on  n'a  qu'à  réduire  ces  deux  fractions  au  même  dénominat< 
Prenons  pour  exemple  les  deux  fractions  1  et  y  ;  si  on  les 
duit  au  même  dénominateur^  la  première  devient  f~,  e 
seconde  -^ ,  et  il  est  évident  à  présent  que  c'est  la  secon 
ou  i ,  qui  est  la  plus  grande ,  et  que  c'est  de  ^  qu  elle  surpi 
la  première. 

Soient  proposées  encore  les  deux  fractions  7  et  f ,  on  a 
à  leur  place  celles-ci ,  |^  et  \l  ;  d'où  l'on  peut  inférer  q 
surpasse  4  '>  mais  seulement  de  ^^^ 

99.  Lorsqu'il  est  question  de  soustraire  une  fraction  c 
nombre  entier ,  il  suffit  de  convertir  une  des  unités  de  ce  nom 
entier  en  une  fraction  qui  ait  même  dénominateur  que  c 
qu'il  faut  soustraire,  le  reste  se  fait  sans  difficulté.  Qu'il  s'agi 
par  exemple^  de  soustraire  f  de  1 ,  on  écrira  \  au  lieu  de  1 
on  dira  \  ôté  de  |  reste  j.  De  même  ~  soustrait  de  1 ,  reste 

S'il  s'agissait  de  soustraire  ^  de  deux ,  on  écrirait  1  et 
lieu  de  a,  et  on  verrait  d'abord  qu'il  doit  rester  après  la  8 
traction  1  \. 

100.  n  arrive  aussi  quelquefois  qu'ayant  ajouté  eus» 
deux  ou  plusieurs  fractions ,  on  obtient  plus  d'un  entier ,  i 
à-dire ,  un  numérateur  plus  grand  que  le  dénominateur  ; 
un  cas  qui  s'est  même  déjà  présenté  et  auquel  il  faut 
attention. 

Nous  avons  trouvé ,  par  exemple ,  (  n®.  9G  )  que  la  somm 
cinq  fractions  ^,  f>  |>  t  ®t  y  était  ^,  et  nous  avons  fai 
server  que  cette  somme  signifiait  3  entiers  et  |^  ou  Jl 
même  f  -f  i  ou  1^  +  ^^  font  fi  ou  x  i^.   Il  n'y  a  qu'à  fa 
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division  réelle  '^u  numérateur  par  le  dénominateur ,  Toir  com- 
bien d'entiers  viennent  au  quotient,  et  tenir  compte  du  reste. 

On  fera  de  même  à  peu  près  pour  ajouter  ensemble  des  quan- 
tités composées  de  nombres  entiers  et  de  fractions  ;  on  ajoutera 
d'abord  les  fractions ,  et  si  leur  somme  fait  un  ou  plusieurs 
entiers  ,  on  les  ajoute  aux  autres  entiers.  Qu'il  soit  question  , 
par  exemple ,  d'ajouter  3  |  et  s  y ,  on  prend  d*abord  la  somme 
de  7  et  ^  ^  ou  de  I  et  ^.  Elle  est  ^  ou  i  ;|  ;  donc  la  somme  totale 
este  ^ 
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€  H  A  P  I  T  R  Ë     X. 

la  muhiplicaùion  et  de   la    division  des  ' 

fractions.  \ 

ioi.  Xja  règle  pour  la  multiplication  d'une  fraction  par  un    i 
nombre  entier  ,  est  de  ne  multiplier  par  ce  nombre  que  le 
numérateur,  et  de  ne  rien  changer  au  dénominateur;  ainsi 


2'^         (i:\         f^oui  entier; 
fois  ^  *  >  ftnr 


if  I  *  - 


«    '  »  12  on    1  -1,  --  -  * 


On  peut  cependant ,  au  lieu  de  cette  règle ,  employer  aussi 
celle  de  diviser  le  dénominateur  par  le  nombre  entier  donné  ; 
et  il  est  bon  de  s'en  servir,  quand  cela  se  peut ,  parcequ*on 
abrège  par-là  le  calcul.  Qu'il  s'agisse ,  par  exemple ,  de  multi- 
plier j  par  3  ;  si  l'on  multiplie  le  numérateur  par  le  nombre  en- 
tier, on  obtient  ^,  lequel  produit  se  rédidt  à  |.  Mais  si  au  lieu 
de  multiplier  le  numérateur ,  on  divise  le  dénominateur  par  le 
nombre  entier ,  on  trouve  immédiatement  4  ou  2  -f  pour  le  pro- 
duit cherché.  De  même  {J,  multipliés  par  G ,  donnent  ^  ou  3  ^. 

102.  En  général  donc ,  le  produit  de  la  multiplication  d'une 

fraction  t  par  c  est  -r- ,  et  on  peut  remarquer  que  quand  le 

nombre  entier  est  précisément  égal  au  dénominateur  ,  le  pro^ 
duit  doit  être  tâgal  au  numérateur. 
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Et  en  général ,  si  Ton  multiplie  la  fraction  rfsa  le  nombre  b  ; 

le  produit  doit  être  a ,  comme  on  Ta  déjà  fait  sentir  plus  haut; 

car  puisque  r  indique  le  quotient  de  la  division  du  dividende  a 

par  le  diviseur  J,  et  qu'on  a  démontré  que  le  quotient  mul- 
tçlié  par  le  diviseur^  doit  donner  le  dividende ,  il  est  clair  que 

T  multiplié  par  b ,  doit  produire  a. 

io3.  Nous  avons  vu  conunent  on  doit  multiplier  une  fraction 
par  un  nombre  entier  y  voyons  à  présent  aussi  comment  il  faut 
dwiser  une  fraction  par  un  nombre  entier;  cette  recherche  est 
nécessaire  avant  que  nous  passions  à  la  multiplication  des  frac- 
tions par  des  fractions.  Or  il  est  clair  que  si  j'ai  à  diviser  la  frac-* 
tkm  ipar  a ,  il  doit  me  venir  \  ;  et  que  le  quotient  de  f  divisé 
par  3  est  f.  On  doit  donc  diviser  le  numérateur  par  le  nombre 
«ûfier,  sans  changer  le  dénominateur.  Ainsi  les  fractions 


-^  \  divisées  par  ^  3  }  font 

ïll  (4 


etc. 


104.  Cette  règle  peut  être  pratiquée  sans  difficulté ,  lorsque 
le  numérateur  est  divisible  par  le  nombre  proposé  ;  mais  fort 
wuvent  il  ne  Test  pas  ;  il  faut  donc  observer  qu*on  peut  trans- 
fcnner  une  fraction  en  un  nombre  infini  d'autres  fractions  ayant 
Béme  valeur,  et  que  dans  pe  nombre  il  ne  peut  manquer  d'y  en 
»oir  de  telles  que  le  numérateur  puisse  être  di\isé  par  le  nombre 

ier  donné.  S'il  s'agissait ,  par  exemple ,  de  diviser  ^  par  a ,  on 
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changerait  la  fraction  en  f  ;  et  divisant  maintenant  le  num^ 
rateur  par  a ,  on  aurait  aussitôt  f  pour  le  quotient  cherché. 

£n  général  ^  s'il  est  question  de  diviser  la  fraction  ?  parc^oix 

oc 
la  transformera  en  celle-ci  -r- .  et  divisant  ensuite  le  numéra-' 

.  oc 

teur  ac  par  c ,  on  écrira  r-  pour  le  quotient  cherché. 

io5.  Nous  voyons  donc  que  dans  le  cas  où  une  fraction  |^ 

doit  être  divisée  par  un  nombre  entier  c ,  on  n*a  qu'à  multiplier  If* 
dénominateur  par  ce  nombre  ^  et  laisser  le  numérateur  tel  qu  %\ 
est.  C'est  ainsi  que  f  divisé  par  3  fait  ^,  et  que  ^  divisé  par  îj 
fait^. 

Ce  calcul  devient  cependant  plus  facile  quand  le  numérateu!' 
lui-même  est  divisible  par  le  nombre  entier  ,  comme  nous  1*»^ 
vons  supposé  à  l'article  io5.  Par  exemple  ~  divisé  par  3  serait  ' 
suivant  notre  règle ,  ^g  ;  mais  par  la  première  règle,  qui  est  ap- 
plicable ici ,  on  a  î^  ^  expression  qui  équivaut  à  ;^ ,  mais  qui  eii 
plus  simple.  <i 

io6.  On  sera  maintenant  en  état  de  comprendre  comment] 

faut  multiplier  une  fraction  t  par  une  autre  fraction  -j.  Onn*. 

qu'à  considérer  que  -^  signifie  que  c  est  divisé  par  d  \  et  en  pai,| 

il  ?• 

tant  de  là  ^  on  multipliera  d'abord  la  fraction  t  par  c  ,  ce  qi^ 


■Vf 


ac 


produit  le  résultat  -r-;  après  quoi  on  divisera  par  c2  ce  qi 


b 


ac 


\ 


donne  -r-^.  Nous  tirons  de  là  la  règle  suivante  :  que  pour  mnlt^: 

plier  deux  fractions ,  on  n'a  besoin  que  de  multiplier  séparémei  "* 
les  numérateurs  et  les  dénominateurs.  Ainsi  les  fractions  :  \ 

*  ">  C  i  'i         r  ^  ou-  >v 

y /multipliées par <T  >font<T7.  çj 

4  )  (rï  ;      C4^<>^n-       .. .,  ^ 

•  etc.  \ 
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J07.  Il  nous  reste  à  montrer  comment  on  doit  diviser  une 
fraction  par  ime  autre.  Il  faut  remarquer  d'abord  que  si  les  deux 
fractions  ont  le  même  nombre  pour  dénominateur  y  la  division 
na  lieu  qu'à  Tégard  des  numérateurs  ;  car  il  est  évident  >  par 
exemple*,  que  ^  sont  contenus  autant  de  fois  dans  ^  ,  que  5 
l'est  dans  g ,  c'est-à-dire ,  3  fois  ;  et  pareillement  pour  diviser 
n  par  ^  ,  on  n*a  qu'à  diviser  8  par  g ,  ce  qui  donne  |.  On  aura 
de  même  /^  en  fj ,  3  fois  ;  rfo  en  ^y  7  fois  ;  f^  en  ^ ,  ^  fois;  etc. 

108.  Mais  quand  les  fractions  n'ont  pas  leurs  dénominateurs 

igaoz  y  il  faut  avoir  recours  à  la  manière  dont  nous  avons  dit 

qa'on  les   réduisait  au  même  dénominateur.   Qu'on  ait^  par 

*    a  c  , 

exemple ,  la  fraction  t  à  diviser  par  la  fraction  -^  y  on  les  ré- 

cid 
duira  d'abord  au  même  dénominateur  y  et  Ton  aura  n  à  di- 

ic        .  , 

viser  par  7-^;  et  il  est  clair  à  présent  que  le  quotient  doit  être 

indiqué  simplement  par  la  division  de  ad  par  bc;  ce  qui  donne 

ai 

Vc 

Voici  donc  la  règle  :  il  faut  multiplier  le  numérateur  du  di- 
vidende par  le  dénominateur  du  diviseur,  et  le  dénominateur  du 
dividende  par  le  numérateur  du  diviseur  ;  le  premier  produit  sera 
le  numérateur  du  quotient ,  et  le  second  produit  sera  son  déno- 
minateur. 

1  og .  Ainsi ,  en  suivant  cette  règle  pour  diviser  |  par  \ ,  on  aura 
le  quotient  f|  ;  la  division  de  |  par  ^  produira  |  ou  -^ ,  ou  1  et 
^  ;  et  celle  de  ^  par  ^  donnera  ~J  ou  j, 

110.  On  a  coutume  aussi  d'énoncer  comme  il  suit  la 
règle  de  division  de  deux  fractions  :  Si  Ton  renverse  la  frac- 
tion par  laquelle  il  s'agit  de  diviser ,  de  façon  que  le  dénomi- 
nateur se  mette  à  la  place  du  numérateur ,  et  que  celui-ci  s'é- 
crive sous  le  trait,  et  qu'ensuite  on  multiplie  la  fraction  qui 
est  le  dividende  ,   par  cette  fraction  renversée ,  le  produit 
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sera  le  quotient  cherché.  Ainsi  ^  divisé  par  ^  est  autant  que? 
I  multiplié  par  f ,  ce  qui  fait  y  ou  i  -j.  De  même  f  divisé  par 
f  est  autant  que  |  multiplié  par  J ,  ce  qui  produit  j^  ;  î|  divisé 
par  ^  fait  autant  qUe  f  J  multiplié  par  f  ,  dont  le  produit  est 
HSouf 

On  voit  donc  en  général  que  diviser  par  la  fraction  {,  re- 
vient'à^  multiplier  par  |  ou  s  ;  que  la  division  par  -j  revient  à 
la  multiplication  par  7  ou  par  3 ,  etc. 

111.  Le  nombre  100  divisé  par  {  donnera  donc  200  ;  et  1000 
divisé  par  |  fait  3ooo.  De  plus,  s'il  s*agit  de  diviser  i  par  rh*  >  l© 
quotient  est  1000;  et  en  divisant  1  par  ioo'oô5>^  vient  100000. 
Cela  aide  à  comprendre  qu'en  divisant  par  o ,  il  doit  en  ré- 
sulter un  nombre  infiniment  grand;  car  la  division  de  1  par  la 

'  petite  fraction  ^oooo'ocooo  produit  déjà  le  nombre  très-grand 
1000000000. 

112.  Tout  nombre  divisé  par  lui-même  donnant  l'unité ,  on 
sent  bien  qu'une  fraction  divisée  par  elle-même  doit  aussi  donner 
le  quotient  1  ;  la  même  vérité  suit  de  notre  règle  ;  car  pour  divi- 
viser  |  par  |-,  il  faut  multiplier  |:  par  | ,  et  on  obtient  ^  ou  1  ; 

et  s'il  «'agit  de  diviser  rpar  r,  05  multiplie  y  par  -  ;    or  le 

le  produit  -r  est  égal  à  1. 

1 13.  Nous  avons  aussi  à  expliquer  encore  une  expression  dont 
l'usage  est  fréquent.  On  demande ,  par  exemple ,  ce  que  c'est 
que  la  moitié  de  |  ;  cela  veut  dire  qu'on  doit  multiplier  ^  par  7. 
De  même  si  l'on  demande  ce  que  sont  les  f  de  J ,  on  multi-^ 
pliera  f  par  | ,  ce  qui  produit  ~  ;  et  |  de  ^^  ou  f^  de  |  font  ^. 

11 4-  Enfin  il  faut  observer  ici  à  l'égard  des  signes  +  et  — , 
les  mêmes  principes  que  nous  avons  établis  plus  haut  pour 
les  nombres  entiers.  Ainsiles fractions 


« 


^  /multipliées  par/      [  >  donnejxt  J  ^^  V 

-0 


a4 
la 


+  {\  ou  1 
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CHAPITRE     XL 
Des  nombres  quarrés. 

1 15.  J^E  produit  d*im  nombre  multiplié  par  le  même  nombre  l 
se  nomme  un  quarré;  et  par  cette  raison  on  appelle  racine 
quarrée  ce  nombre  considéré  relativement  à  un  tel  produit. 

Par  exemple ,  quand  on  multiplie  la  par  12  ^  le  produit  est 
un  quarré  dont  la  racine  est  12. 

Le  fondement  de  cette  dénomination  est  pris  dans  laGéo^ 
mètrie,  où  l'on  trouve  Te  contenu  d*un  quarré  en  multipliant 
8OQ  côté  par  lui-même. 

116.  Tous  les  nombres  quarrés  se  trouvent  donc  parla  muI-« 
tiplicadon,  c'est-à-dire^  en  multipliant  la  racine  par  elle-*, 
même. 

C'est  ainsi  que  1  est  le  quarré  de  i  ,  parce  que  1 ,  multi- 
plié par  1  fait  1  ;  et  pareillement ,  que  4  est  le  quarré  de  2  *,  et 
9  le  quarré  de  3  *,  que  2  est  la  racine  de  4  «  et  3  celle  de  g. 

Nous  considérerons  en  premier  lieu  les  quarrés  des  nombres 
naturels,  et  nous  donnerons  d'abord  la  petite  table  qui  suit^ 
dans  laquelle  plusieurs  nombres  ou  racines  se  trouvent  sur  la 
première  ligne ,  et  leurs  quarrés  sur  la  seconde. 


INombresl  i|  aj  5|  4|  5|  6|  7|  8|  .q|  io|  ii|  12)   i5 
[Quarrés  |  i|  4[  9|ib'|25|56|49|G4|8i|iQo|i2i|i44|i69 


117.  On  remarquera  d'abord  sans  peine  dans  ces  nombres 
[furrés  rangés  ainsi  par  ordre  ^  mie  belle  propriété  \  à  savoir 
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que  >  si  Ton  soustrait  chacun  de  cea  quarrés  de  celui  qui  suit 
immédiatement^  les  restes  augmentent  toujours  de  a^  et  for^ 
ment  la  suite  que  voici  : 

3,5,7,9,  >i>  i3,  i5,  17,  i9,3iyetc.  *) 

qui  est  celle  des  nombres  impairs.  - 

118.  Les  quairés  des  fractions  se  trouvent  pareillement,  en  . 
multipliant  une  fraction  donnée  par  elle-même.  Par  exemple  »y' 
le  quarré  de 

r  ■ 

mm  • 

î?  est  <  i  '' 

f-2-  "-^ 

etc. 

€  '  ■ 

On  voit  assez  qu'il  suffit  de  diviser  le  quarré  du  numératetuf '^^ 
par  le  quarré  du  dénominateur ,  et  que  la  fraction  qui  exprioi^ 
cette  division  doit  être  le  quarré  de  la  fraction  donnée.  C'eijf'?' 
ainsi  encore  que  ^  est  le  quarré  de  J  ;  et  réciproquement  qojBîj'^ 
\  est  la  racine  dejj.  '^'^^ 

119.  Quand  on  veut  trouver  le  quarré  d'un  nombre  mixte ,  on 
composé  d'un  nombre  entier  et  d'une  fraction ,  on  n'a  qu'à  Jtj^'fis 
réduire  à  une  seule  fraction ,  et  prendre  ensuite  le  quarré  dB^f 
cette  fraction.  Qu'il  s'agisse ,  par  exemple ,  de  trouver  le  quant  ^^- 
de  a  ï  ;  on  exprimera  d'abord  ce  nombre  par  | ,  et  prenant  M^&9^ 
quarré  de  cette  fraction ,  on  a  ^ou  6  ^  pour  la  valeur  duqumf  ^f 
de  a  ^.  De  même  pour  prendre  le  quarré  de  3  ^ ,  on  dira  3  J  fif  ïg, 
autant  que  ^;  donc  le  quarré  est  égal  à  '-nr»  ou  à  10  ét^^ 
Voici  pour  chaque  quart  d'augmentation  les  quarrés  des  nonn'^ 
bres  compris  entre  3  et  4-  '        .      ^-^ 


Nombres 

3 

3 

3 

f|3 

114 

Quarrés. 

|9 

lO- 

9 

'  5 

13 

Hi4 

7'.1  i6 

•  ■■) 
'  '  1 

On  peut  conclure  de  cette  petite  table  ^  que  si  une  raciofi 
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)ntient  une  fraction  y  son  quarré  ne  manque  pas  d'en  contenir 
3e  aussi.  Soit ,  par  exemple ,  la  racine  i  /^  ;  son  quarré  est 
^^  où  â  i^  \  c'est-à-dire  un  peu  plus  grand  que  le  nombre 
ntier  a. 

lao.  Passons  aux  expressions  générales.  Quand  la  racine  est 
i,  le  quarré  doit  être  aa\  si  la  racine  est  aa^  le  quarré  est 
|aa  ;  ce  qui  donne  à  conn^tre  qu'en  doublant  la  racine  ^  le 
{narré  devient  4  fois  plus  grand.  De  même  ^  si  la  racine  est  3a, 
ie  quarré  est  Qcui  ;  et  si  la  racine  est  4^^  le  quarré  est  i6aa.' 
Mais  si  la  racine  est  a&  ^  Je  quarré  est  aabb;  et  si  la  racine  est 
abc  y  le  quarré  est  aabbcc. 

lai .  Ainsi ,  quand  la  racine  est  composée  de  deux  ou  de  plu* 
aieurs  facteurs ,  il  faut  multiplier  ensemble  leurs  quarrés  ;  et  ré^ 
dproquement,  si  un.  quarré  est  composé  de  deux  ou  de  plusieurs 
facteurs  >  dont  chacun  est  un  quarré ,  on  n'a  qu'à  multiplier  en- 
semble les  racines  de  ces  quarrés^  pour  avoir  la  racine  corn-* 
plète  du  quarré  proposé.  Ainsi  y  comme  i23o4  est  autant  que 
4.i6.36,  la  racine quarrée  en  est  3.4-6  ou  48  ',  et  en  effet  4S 
se  trouve  être  la  racine  quarrée  de  t3o4  >  parceque  48-48  fait 

laa.  Voyons  aussi  ce  qu'il  faut  observer  dans  cette  matière  à 
l'égard  des  signes  -f-  et  — .  Et  d'abord  il  est  clair  que  si  la  racine 
a  le  âgne  -|-  ^  c'est-à-dire  ^  si  elle  est  un  nombre  positif  y  son 
quarré  doit  nécessairement  être  de  même  un  nombre  positif, 
parceque  -f-  par  -f-  fait  -f  :  le  quarré  de  -f  «  fera  +aa.  Mais 
â  la  racine  est  un  nombre  négatif^  comme  — a  ^  le  quarré  n'en 
devient  pas  moins  positif^  puisqu'il  est  -^aa  ;  nous  pouvons  donc 
conclure  que  -|-aa  est  le  quarré  tant  de  -|-a  que  de  —a,  et 
qoe  parconséquent  on  peut  indiquer  pour  tout  quarré  deux 
ladnes ,  l'une  positive  et  l'autre  négative.  La  racine  quarrée  de 
s5,  par  exemple^  est  également  -f"5  et  — 5,  parceque  —5 
nidtiplié  par  -—S  donne  a  5  aussi  bien  que  -f^  p^  ~h^* 
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CHAPITRE     XII. 


Des  racines  ^narrées  et  des  nombres  irratioi 
nels   qui  en   résultent. 

lois.  VJb  qiie  nous  avons  dit  dans  le  chapitre  précédent 
vient  principale  me  ut  à  ceci  :  Que  la  racine  quarrée  d'un  nontl 
proposé  n'est  autre  chose  qu'un  nombre  tel  que  son  quarré  soit 
égal  au  nombre  proposé ,  et  qu'on  peut  mettre  devant  ces 
cines  tant  le  signe  positif  que  le  signe  négatif. 

1  a4-  Ainsi  quand  un  nombre  proposé  est  quarré ,  et  qn' 
retenu  dans  la  mémoire  un  nombre  suiHsant  de  nonibres  qu; 
a  est  facile  de  trouver  la  racine  de  celui  qui  est  donné.  Si  c' 
igS,  par  exemple,  qui  soit  ce  nombre  proposé 
sa  racbe  quarrée  est  i4- 

On  traite  de  même  avec  facilité  les  fractions  ;  il  est  clair 
■  exemple  ,  que  ~  est  la  racine  quarrée  de  ^  ;  on  n'a ,  pour 
convaincre  qu'à  prendre  la  racine  quarrée  du  numérateur. 
Celle  du  dénominateur. 

Si  le  nombre  proposé  est  un  nombre  mixte  ,  comme 
on  le  réduira  à  une  seule  firaction  ;  laquelle  est  ici  ^  ,  et  ob 
sur-le-champ  que  c'est  -^  ou  3  ^,  qui  doit  être  la  racine  qui 
de  13  ^. 

laS.  Mais  quand  le  nombre  proposé  n'est  pas  u 
comme   la  par  exemple,  il  n'est  pas  possible  non 
extraire  la  racine  quarrée  ,  ou  d'indiquer  un  nombi 
nmltiplié  par  lui-même  ,  il  donne  le  produit  la.  Ce  que  noua 
vons  cependant ,  c'est  que  la  racine  quarrée  de  i  a  doit 
plus  grande  que  5  ,  paiceque  5.3  ne  font  que  9;  et  plus  p 
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qae*4>  parceque  4-4  ^^^^  i6>  c'est-à-dire  plus  de  iq.  Noua 
jarons  même  aussi  que  cette  racine  est  plus  petite  que  3  >  ;  car 
nous  ayons  vu  que  le  quarré  de  3 1  ou  ^  est  1 2  ^.  EnBn  nous  pou- 
Tons  déterminer  cette  racine  d'une  manière  encore  plus  appro- 
chée^ en  la  comparant  avec  3  f:  ;  car  le  quarré  de  3  —  ou  de  7- 
«st-^^^on  12  et  Yxi  »  parconséquent  cette  fraction  est  encore 
«m  peu  plus  grande  que  la  racine  qu'on  demande  ;  mais  de  très- 
peu  ,  puisque  les  deux  quarrés  ne  diffèrent  entr'eux  que  de  ^tt- 

ia6.  On  pourrait  soupçonner  que  puisque  3 1  et  3  ,^  sont  des 
I  nombres  plus  grands  que  la  racine  de  la  ,  il  serait  possible  d'a^ 
I  jouter  à  3  ime  fraction  un  peu  plus  petite  que  —- ,  et  précisé- 
ment telle  que  le  quarré  de  la  somme  fut  égal  à  13.        ^ 

Essayons  donc  3^,  puisque  7  est  un  peu  moindre  que 
^.  Or  3  I  est  autant  que  ^ ,  dont  le  quarré  est  ^,  et  parcon- 
séquent plus  petit  de  JJ  que  le  quarré  de  12 ,  qu'on  peut  expri- 
mer par  ^/ .  n  est  donc  prouvé  que  3  |-  est  plus  petit ,  et  que  3 
Yç  est  plus  grand  que  la  racine  cherchée.  Essayons  donc  un 
nombre  un  peu  plus  grand  que  3  ^,  mais  pourtant  plus  petit  que 
5  77 ,  par  exemple  3  n--  C®  nombre  qui  vaut  }4  >  a  pour  quarré 
Y/^.  Or  en  réduisant  12  à  ce  dénominateur,  on  trouve  ~~  plus 
grand  que  '-ytt  ^  ttt  >  *1  s'ensuit  donc  que  3~r  est  encore  trop 
petit.  Substituons  donc  à  ■—  la  fraction  7*  ,  qui  est  un  peu  plus 
grande  i  et  voyons  encore  ce  qui  résulte  de  la  comparaison  du 
,  quarré  dé  3  -^  avec  le  nombre  1 2  proposé  :  le  quarré  de  3,^ 
est"^~,  or  12  réduit  à  la  même  dénomination  ^  fait  ^Jf  ; 
ainsi  3  ~  est  encore  trop  petit  ,  tandis  que  3  ^  s'est  trouvé 
trop  grand. 

1 27.  On  peut  comprendre  facilement  que  quelque  fraction  que 
l'on  joigne  à  3 ,  le  quarré  de  cette  somme  doit  touîours  conte- 
nir une  fraction ,  et  ne  peut  jamais  devenir  exactement  égal  au 
nombre  entier  la.  Ainsi ,  quoique  nous  sachions  que  la  racine 
qoarrée  de  12  est  plus  grande  que  3  ^  et  moindre  que  3  n», 
nous  sommes  cependant  forcés  de  convenir  que  nous  ne  sommes 
fas  en  état  d'assigner  une  fraction  intermédiaire  entre  ces  deux- 
Jà,  et  telle  en  même  temps  qu'ajoutée  à  3,  elle  exprime  exac- 
Tomel.  D 


5o  ifLÉMENI 

tement  U  racine  qnarrée  de  19.  Avec  tout  cela  cependant*'" 
ne  peut  pas  dire  que  la  racine  quarrée  de  13  aoit  indéterraiirfr"'-- 
par  elle-même  et  inaisignable  ;  il  suit  seulement  de  ce  que 

avons  rapporté ,  que  cette  racine ,  quoiqu'elle  ait  nécess 

ment  une  grandeur  déterminée,  ne  saurait  être  ex^iriDiée  pIT' 

des  fractions.  "^t.t      . 

laS.  Il  est  donc  une  espèce  de  nombres  qui  ne  aontaacuj  *^ 
ment  assignables  par  des  fractions,  et  qui  sont  cependant  J^^^^_ 
quantités  déterminées  ;  la  racine  quarrée  de  1  a  nouî  en  a  offs  '"""-^ 
nn  exemple.  On  nomme  cette  nouvelle  espèce  de  nombres ,  dé'^  '  "*  ~" 
nombres  irrationnels;  ils  se  présentent  toutes  les  fois  qu'a'*    ""^ 
cherche  la  racine  quarrée  d'im  nombre  qui  n'est  pas  un  quarr^ 
C'est  ainsi  que  a  n'étant  pas  un  quairé  parfait ,  la  racine  quairé  ■   ^ 
de  a ,  ou  le  nombre  qui  multiplié  par  hii— même,  produit a"'"^*  ^^ 
est  une  quantité  irrationnelle.  On  nomme  aussi  ces  nombres  ffl'***^* 
quantités  sowdes  ondes  incommensurables.  7"^  ^ 

lag.  Ces  quantités  irrationnelles,  quoiqu'elles  ne  puisseittpt.       ^^ 
•'exprimer  par  des  fractions ,  sont  cependant  des  grandeurs  dôl  f 

on  peut  se  faire  une  idée  juste.  Car  quelque  cachée  que  noi^ 
paraisse ,  par  exemple  ,  la  racine  de  i  a ,  nous  ifignorons  W^''^^ 
cependant  que  c'est  un  nombre  qui ,  multiplié  par  lui-mêÂt,:,^     «  < 
produit  exactement  la  ;  et  cette  propriété  est  suffisante  pm 
nous  donner  une  idée  de  ce  nombre ,  d'autant  qu'il  dé^tj^"^*^ 
denousd'^procberdeplusenplus  de  sa  Valeur.  (f'*''   '^    ' 

i3o-  Comme  on'  est  sulfisamment  au  fait  de  la  »gmGd| 
tion  des  nombres]  irrationnels  doiit    il   est  question  ,  on  « ,  r 

convenu  d'un  certain  signe  ,  pour  indiquer  les  racines  quar^ 
des  nombres  qui  ne  sont  pas  des  quarréa  parfaits.  Ce  s 
cette  figure  i/,  et  se  prononce  ainsi  :  racine  quarrée. 
|/i  a  signifie  la  racine  quarrée  de  1  a ,  ou  le  nombre  qui  m^ 
tjplié  par  lui-même,  fait  la.  De  mËme  ^a  indique  la  racll 
quarrée  de  a;  yZ  celle  de  3;  (/'  la  racine  quarrée  de  -J 
«t  en  générale  y'a  indique  U  racine    quarrée  du  nombre  1^ 
Toutes  les  fois  qu'on  voudra  indiquer  û  ncine  quarrée  d'«ï   ^    \ 
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nomlx'e  qui  ii*e9t  'pas  on  qnarré,  on  n*aani  qa*à  se  servir  du 
ligne  ^  mis  en  avant  de  ce  nombre. 

i3i .  Li'eaqplicadon  que  nous  avons  donnée  des  nombres  irra- 
tiomielsy  nous  met  aussitôt  sur  la  voie  pour  appliquer  à  ces  nom- 
bres les  calculs  usités.  Car  sachant ,  par  exemple ,  que  la  ra- 
cine quarrée  de  n ,  multipliée  par  elle-même ,  doit  produire  s  ; 
nous  savons  aussi  que  la  multiplication  de  |/a  par  ^a  doit 
produire  nécessairement  fl  ;  que  de  même  ctUe  de  |/3  par  |/3 
doit  donner  3  ;  que  1/5  par  1/5  fiût  5  ;  que  ^^  par  |/f 
Eût  j  ;  et  que  généralement  |/a  multiplié  par  |/a  produit  a. 

i3a.  Mais  quand  il  s'agit  de  multiplier  ^a  par  |/6y  le 
produit  est  ^ab  ;  parce  que  nous  avons  montré  plus  haut 
que  si  un  quarré  a  des  facteurs,  sa  racine  doit  être  composée 
des  racines  de  ces  facteurs.  C'est  pourquoi  Ton  trouve  la  racine 
qnarrée  du  produit  ab  ,  laquelle  est  ^ab ,  en  multipliant  la 
radne  qaarrée  de  a  ou  |/a ,  par  la  racine  quarrée  de  6  ,  ou  par 
\/b,  n  est  clair  par  là  que  si  b  était  égal  à  a,  on  aurait  ^  cza 
-pour  le  i»x)duit  de  ya  par  yb.  Or  yaa  est  évidenuuent  a^ 
parceque  aa  est  le  quarré  de  a. 

i33.  S'il  s'agit  de  la  division^  et  qu'on  ait  \/a ,  par  exemple , 

à  diviser  par  yb ,  on  obtient  ]/  r  ;  et  il  peut  arriver  ici  que  dans 

le  quotient  l'irrationnalité  s'évanouisse.  C'est  ainsi  qu'ayant  à 
diviser  |/i8  par  1/8,  on  obtient  le  quotient  i'^,  lequel  se  ré- 
duit à  v^f ,  et  parconséquent  à  l ,  parceque  -J  est  le  quarré 
def 

i34<  Quand  le  nombre  devant  lequel  on  a  mis  le  signe  radi- 
cal l/,  est  lui-même  un  quarré,  on  en  exprime  la  racine  de  la 
manière  accoutumée.  Ainsi  |/4  est  autant  que  a ,  I/9  autant 
que  3  ,  v56  autant  que  6,  et  1/12  fautant  que  ^  ou  3  ^.  On 
voit  que  ,  dans  ces  cas  ,  Tirrationnalité  n'est  qu'apparente  ,  et 
qu'elle  disparaît  d'elle-même. 

i35.  H  est  facile  aussi  de  multiplier  nos  nombres  irrationnels 
par  les  nombres  ordinaires.  Par  exemple ,  a  multiplié  par  i  5 
&it  a  y  5,  et  5  fois  y  a  fait  3  (/a.  Dans  ce  second  exemple 
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cependant  comme  3  est  autant  que  ^q  J  on  peut  exp 
aussi  3  fois  v^a  par  \/q  multipliant  y^Q,  ou  par  v^i8.  De  i 
52  |/a  est  autant  que  y 4^ ,  et  3  y'a  autant  que  ^/ga.  ] 
général  b  i/a  a  la  même  valeur  que  la  racine  quarrée  di 
ou  y^abbj  d*où  Ton  infère  réciproquement ,  que  quai 
nombre  qui  est  précédé  du  signe  radical  contient  un  qui 
on  peut  prendre  la  racine  de  c%  quarré  et  la  mettre  en  i 
du  signe  ,  conune  6n  ferait  en  écrivant  b  \j^a  au  lieu  de  \^ 
On  comprendra  aiaément  d'après  cela  les  réductions 
suivent  : 

^/lal      I  v/3.4    I  la  1/3 

l/i8l  jl/a.Q  l  *  .  .  13  l/a 
,  y  /  )®^  (  yc  /  )  ®*t  autant  que  }  "^  . 
l/a^/      \  1/6.4   (  ^      la  1/6 

v^2 1     1 1/2.16 1  14  1/2 

1/75  J      (^/3.a5/  15  1/3. 

i36.  La  division  est  fondée  sur  lés  mêmes  principes.  |/a 
visé  par  j/i,  fait  -—r  oul/^  r-  Et  pareillement 


est  autant  que <  y-f  )ou (  i/n  > ou 


De  plus 

y  ai  1»^^    f    1^* 

3  f  Vq    f     J 

jpj>est  autant  qne<7^    >ou<|/f 

et  ainsi  de  suite. 
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\if»  Il  ii*j  a  rieir  à-  remarquer  de  particulier  à  Tégard  de 
et  de  la  soustraction  ^  parcequ'on  ne  fait  que  lier  les 
p9r  les  signes  +  et  — .  Par  exemple'^  |/i  ajouté  à  |/3 
|/a  -f- 1/5  ;  et  \/5  soustrait  de  yS  s'écrit  \/5  —  \/5. 
fiSS.  Enfin  nous  ferons  observer  que  ,  par  opposition  à  ces 
irrationnels  ,  on  nomme  les  autres  nombres ,  tant 
que  fractionnaires ,  des  nombres  rationnels. 
D  toutes  les  fois  qu'on  parle  de  nombres  rationnels ,  on 
par  là  des  nombres  entiers^  ou  bien  aussi  des  fractions. 
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CHAPITRE    XIII. 

Des  Quantités  impossibles  ou  imaginaires  ,  é/Ur. 
dérivent  de  la  m^êm^e  source. 

iSg.  J.1  ous  avons  déjà  vu  plus  haut  que  les  quarrés  df^' 
nombres  tant  positifs  que  négatifs  ^  sont  toujours  positifs  o  '^ 
affectés  du  signe  +  'y  ayant  fait  observer  que  — a  multiplié  pi  *^ 
—a  fait  +aa  ,  tout  comme  le  produit  de  +a  par  +a.  C't 
pourquoi ,  dans  le  cbapitil^  précédent  j  nous  avons  supposé  qo" 
tous  les  nombres  dont  il  s'a^sait  d'extraire  les  racines  quarréei'*: 
étaient  positifs. 

140.  Lors  donc  qu'on  a  à  extraire  la  racine  d'un  nombre  né 
gatif,  où  ne  peut  que  se  trouver  fort  embarrassé,  puisqa* 
n'existe  aucun  nombre  assignable  dont  le  quarré  soit  un  nombi  ' 
négatif.  Car  proposez,  par  exemple,  d'extraire  la  racine  de  — -/ 
c'est  demander  un  nombre  tel  que ,  multiplié  par  lui-même ,  V 
produit  soit  — 4  j  ^^  ce  nombre  cherché  n'est  ni  -fa  ni  — a,  pai^ 
ceque  le  quarré   tant  de  -f-  ^  que  de  -^a ,  est  -f-4  ^^  ^^^  P^ 
-4- 

141  •  n  faut  donc  conclure  que  la  racine  quarrée  d'un  nom^ 
bre  négatif,  ne  peut  être  ni  un  nombre  positif,  ni  un  nombre  né^ 
gatif ,  puisqu'aussi  les  quarrés  des  nombres  négatifs  prennent  I 
signe  plus,  Parconséquent  il  faut  que  la  racine  en  question  ap' 
partienne  à  une  espèce  tout-à-fait  particulière  de  nombres  ' 
puisqu'elle  ne  peut  être  comptée  ni  parmi  les  nombres  positiâ 
ni  parmi  les  nombres  négatifs. 

i4a.  Or  nous  ayons  remarqué  plus  haut  que  les  nombres  pc 


^ 
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(nt  tous  plus  grands  que  rien  ou  o ,  et  que  les  nombres 
iis  sont  tous  plus  petits  que  rien  ou  o  ;  de  façon  que  tout  ce 
jorpasse  o  s'exprime  par  des  nombres  positifs  ,  et  que  tout 
4^m  est  moindre  que  o  s'exprime  par  des  nombres  négatifs. 
Nous  voyons  donc  que  les  racines  quarrées  de  nombres  négatifs 
L  ne  sont  ni  plus  grandes  ni  plus  petites  que  rien.  Cependant  on  ne 
Pé  peut  pas  dire  qu'elles  soient  o  ;  car  o  multiplié  par  o  fait  o  ^  et 
[11  pcurconséquent  ne  donne  pas  un  nombre  négatif. 

F       143.  Or  puisque  tous  Les  nombres  qu'il  est  possible  de  s*ima- 

I      îner  ^  sont  ou  plus  grands  ou  plus  petits  que  o ,  ou  sonto  méme^ 

I         est  clair  qu'on  ne  peut  pas  même  compter  la  racine  quarrée 

I  \  nombre  négatif  parmi  les  nombres  possibles,  il  faut  donc 

d     igue  c'est  un  nombre  impossible.  C'est  de  cette  façon  que 

nui     ipmines  conduits  à  l'idée  de  nombres  qui,  par  leur  nature^ 

sont  A.  ^possibles.  On  nomme  ordinairement  ces   nombres  des 

quantités   imaginaires ,  parcequ'elles  existent  purement  dans 

l'imagination. 

i44'  Toutes  les  expressions,  comme  ]/ — 1  ,  l/— 2,  l/— 3," 
|/— 4  >  ®*^-  ^^^^  parconséquent  des  nombres  impossibles  ou 
imaginsdres ,  puisqu'ils  indiquent  des  racines  de  quantités  néga- 
tives. Et  c'est  de  pareils  nombres  qu'on  soutient  avec  raison 
qu'ils  ne  sont  ni  rien,  ni  plus  que  rien,  ni  moins  que  rien  ;  ce 
qui  fait  principalement  qu'on  est  obligé  de  les  déclarer  im- 
possibles. 

1/0.  Avec  tout  cela  cependant  ces  nombres  se  présentent  à 
l'esprit,  ils  ont  lieu  dans  noire  imagination,  et  nous  ne  laissons  pas 
d'en  avoir  une  idée  suffisante  -,  puisque  nous  savons  que  par 
1/ — ^4>  P^^  exemple ,  on  entend  un  nombre  qui ,  multiplié  par 
lui-même,  fait  — 4-  C'est  aussi  pourquoi  rien  ne  nous  empêche 
d'appliquer  le  calcul  à  ces  nombres  imaginaires  ,  et  de  les  em- 
ployer. 

146.  Notre  première  notion  dans  la  matière  que  nous  trai- 
tons, est  que  le  quarré  de  1/--3,  par  exemple,  ou  le  produit 
de  \/ — 3 par  y — ^3, est— 3;  que  celui  de  j/— 1  par|/— 1,  fait 
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—1  ;  et  en  général  qu'en  multipliant  |/— ^  par  V^ — a ,  ou  en 
prenant  le  quarré  de  {/ — a ,  on  obtient  — a, 

147.  Maintenant,  comme  — a  signifie  autant  que +fl multi- 
plié par  —1 ,  et  que  la  racine  quarrée  d'un  produit  se  trouve  en 
multipliant  ensemble  les  racines  des  facteurs,  nécessairement  la 
racine  de  a  ïnultipliée  par  — 1 ,  ou  y — a,  est  autant  que  \/a 
multipliée  par  l/— i.  Or  i/a  est  un  nombre  possible  ou  réel^ 
parconséquent  ce  qu'il  y  a  d'impossible  dans  une  quantité  ima- 
ginaire ,  peut  toujours  se  réduire  à  i/ — 1 .  Par  cette  raison  donc 
1/"— 4  est  autant  que  y  4  multipliée  par  ]/ — 1 ,  et  autant  que 
aj/ — 1  /à  cause  de  y 4  égal  à  2.  Par  la  même  raison  l/^— 9  se 
réduit  à  1/9.1/ — 1,  ou  à3j/ — 1;  et  1/ — 16  signifie  4V/ — i- 

148.  De  plus,  comme  v'a multipliée  par  yb  fait  l/ai,  Ton 
aura  — y  6  pour  la  valeur  de  |/ — 2  multipliée  par  J/ — 3',  et 
— 1/4  0^  — 2>  po^^  '^  valeur  du  produit  de  y — 1  par  1/ — 4* 
On  voit  donc  que  deux  nombres  imaginaires ,  multipliés  Tun  par 
l'autre ,  en  produisent  un  réel  ou  possible. 

Mais  au  contraire  un  nombre  possible  multiplié  par  un  nom- 
bre impossible,  donne  toujours  de  l'imaginaire  :  |/ — 3  par  1/+5 
fait  y — 15. 

149.  Il  en  est  de  même  à  l'égard  de  la  division  ;  car  v/a  divisé 
par  y'b  faisant!/^  -,  il  est  clair  que  l/— 4  divisé  par  (/ — i 
fera  V+4  ^^  ^  >  que  l/— 3  divisé  par  1/4-3  fera  v/— 1  ;  et 
que  1  divisé  par  {/ — 1  donne ,  ou  — — ,  ou  i— i— li^ 

ou  enfin  — |/—  1 ,  parceque  1  est  autant  que  l/+i . 

i5o.  Nous  avons  observé  plus  haut  que  la  racine  quarrée  d'un 
^  nombre  quelconque  a  toujours  deux  valeurs  ,  l'une  positive , 
etl'autre  négative;  que  y/' 4  ,  par  exemple,  est  également +a  et 
- — 2,  et  qu'en  général  on  peut  adopter — |/a  comme +i/a  pour 
la  racine  quarrée  de  a.  Cette  remarque  a  lieu  aussi,  quand  il 
«agit  dénombres  imaginaires  :  la  racine  quarrée  de  — a  est  ég*. . 


^1 
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!ement  + 1/— û  et  — J/— a  ;  mais  il  faut  se  garder  de  confondre 
les  signes  4~  ®t  —  qui  sont  devant  le  signe  radical  (/^  et  le  signa 
qni  ne  vient  qu'après  le  signe  radical  ^. 

i5i.  H  nous  reste  enfin  à  lever  le  doute  qu'on  pourrait  avoir 
sur  I  utilité  des  nombres  dont  nous  venons  de  parler  ;  car  en  effet 
ces  nombres  étant  impossibles ,  il  ne  serait  pas  étonnant  qu'on 
les  crut  tout-à-fait  inutiles  et  l'objet  seulement  d'une  vaine  spé- 
cnladon.  On  se  tromperait  -cependant  \  le  calcul  des  imaginaires 
est  de  la  plus  grande  importance;  souvent  il  se  présente  des  ques* 
tkms  desquelles  on  ne  saurait  dire  sur-le-champ  si  elles  renfer- 
ment quelque  chose  de  réel  et  de  possible  ou  non.  Or  quand  la 
solution  d'une  pareille  question  nous  conduit  à  des  nombres  ima- 
ginaires ,  nous  sommes  certains  que  ce  qu'on  demande  est  im- 
possible. 

Afin  d'éclaircir  ce  que  nous  venons  de  dire  par  un  exemple , 
nj^sons  qu'on  propose  la  question  de  diviser  le  nombre  1  a  en 
deœt  parties  ,  telles  que  le  produit  de  ces  parties  fasse  40.  Si  l'on 
.résout  cette  question  par  les  règles  ordinaires,  on  trouve  pour 

les  parties  cherchées  6-j-|/«— 4  ^  6 — 1/ — 4  '»  ^^^  ^^®  nombres 
sont  imaginaires  :  on  conclut  donc  par  cela  même  qu'il  est  im- 
possible de  résoudre  la  question. 

On  saisira  facilement  la  différence ,  en  supposant 'que  la  ques- 
tion ait  été  de  diviser  la  en  deux  parties  qui,  multipliées  en- 
semble y  fassent  35  \  car  il  est  évident  que  ces  parties  sont  7 
et  5. 
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CHAPITRE     XIV. 
Des  nombres  Cubiques. 

\Jv  A  N  D  un  nombre  a  été  multiplié  deux  fois  par  lui-même  y' 
ou  qu'il  est  trois  fois  facteur  dans  le  produit ,  ou  ,  ce  qui  re-^ 
tient  au  même  ^  que  le  quarré  d'un  nombre  a  été  multipIiâ^ 
encore  une  fois  par  ce  nombre ,  on  a  un  produit  qui  se  nomma 
un  cube  ou  un  nombre  cubique.  C*est  ain^i  que  le  cube  de  a 
est  aaa,  vu  que  c'est  ce  qu'on  obtient  en  multipliant  a  par  soi- 
même  ,  ou  par  a  ^  et  ensuite  ce  quarré  aa  encore  par  a. 

On  voit  par  là  que  les  cubes  des  nombres  naturels  doivent  se 
«nivre  dans  l'ordre  que  voici  : 

Nombres!  ila|5|4|5|6|7|8|9|io 
Cubes     I  1  I  8  |27|84|i25l2i6|343|5i2i729|iooo 

i53.  Si  nous  considérons  les  différences  de  ces  nombres  cu^ 
biques ,  comme  nous  Pavons  fait  pour  les  quarrés,  en  soustrayant 
chaque  cube  de  celui  qui  le  suit,  nous  obtenons  la  suite  de  nom- 
bres que  voici  : 

7,19    37,61,91,1117,169,217,271; 

nous  ne  remarquons  d'abord  aucune  régularité  dans  cette 
suite  ;  mais  si  nous  prenons  les  différences  de  ces  nombres ,  nou» 
voyons  se  former  la  série  suivante  : 

12  ,  18,  24,  3o,  36  ,  4^,  48>  54; 
dans  laquelle  les  termes  augmentent  toujours  évidemment  de  6 


d'algèbre.  Sg 

i54'  Après  la  définition  que  nous  ayons  donnée  du  cube ,  il  ne 
pas  difficile  de  trouver  les  cubes  des  nombres  &actionnai- 
2»  ;  on  verra  que  |  est  le  cube  de  ~  ;  que  ^V  est  le  cube  de  7 ,  et 
«t  que  ^  est  celui  de  |.  £n  effet  on  n*a  qu'à  prendre  séparément 
le  cube  du  numérateur  et  celui  du  dénominateur^  on  aura  H 
pour  le  cube  de  la  fraction  ~. 

i55-  Si  c'est  d'un  nombre  mixte  qu'il  s'agit  de  trouver  le 
cnbe ,  il  faut  d'abord  le  réduire  en  une  seule  fraction ,  et  pro- 
céder ensuite  comme  il  a  été  dit.  Pour  trouver ,  par  exemple ,  le 
cnbe  de  1  J- ,  il  faut  prendre  celui  de  } ,  qui  est  ^,  ou  3  et  •} .  De 
aême  le  cube  de  i  ^^  ou  de  la  fraction  seule  J,  est  '^  ou  i  et 
îî,  et  le  cube  de  3  ^ou  de^f  est^,  ou  34  ^. 

i56.  Puisque  aaa  est  le  cube  de  a ,  celui  du  nombre  ab  sera 
mabbb  \  d'où  l'on  voit  que  si  un  nombre  a  deux  ou  plusieurs  fac- 
tears ,  on  peut  trouver  son  cube  en  multipliant  ensemble  les  cubes 
it  ces  facteurs.  Par  exemple  ^  comme  1  â  est  autant  que  3 . 4  >  on 
Bioltiplie  le  cube  de  3  ^  qui  est  27 ,  par  le  cube  de  4  (pii  est  64 ,  et 
on  obtient  1728 ,  cube  de  12.  On  voit  de  plus  que  le  cube  de  sa 
est  iaaa,  et  parconséquent  8  fois  plus  grand  que  le  cube  de  a  ; 
et  de  même^  que  le  cube  de  3a  est  ajaaa  ,  c'est-à-dire  qu'il  est 
27  fois  plus  grand  que  le  cube  de  a. 

iSy.  Faisons  attention  aussi  aux  signes  -f-  et  — .  Il  est  clair 
d'abor^que  le  cube  d'un  nombre  positif +a,  ne  peut  qu'être  po- 
sitif de  même  y  c'est-^-dire  -^aaa.  Mais  s'il  s'agit  de  prendra 
le  cube  d'un  nombre  négatif  — a ,  on  verra  qu'en  prenant  d'a- 
bord le  quarré^  lequel  est  -f  aa^  et  multipliant  ensuite ,  selon  la 
règle ,  ce  quarré  par  —a  ,  le  cube  cherché  devient  — aaa.  Il 
n'en  est  donc  pas ,  à  cet  égard ,  des  nombres  cubiques  comme  des 
BomlH'es  quarrés  ^  puisque  ceux-ci  se  trouvent  toujours  positifs. 
Le  cube  de  —1  est  **-i  ,  celui  de  —a  est  —8 ,  celui  de  —3  est 
*-a7  j  et  ainsi  de  suite. 


1» 
• 


6o  ELÉMENS 


■  «fci 


CHAPITRE     XV. 

Des  Racines  cubiques  et  des  Nombres  irratiori'^ 

nels  qui  en  dérivent^ 

"■"V  * 

1 58.  JLy  E  même  qu'on  peut,  comme  on  a  vu,  trouver  le  cube  d'un 
.nombre  donné  ,  on  peut  réciproquement  aussi ,  étant  donné  uxt 
nombre  quelconque ,  trouver  le  nombre  qui,  multiplié  deux  fois 
par  lui-même ,  produit  le  nombre  proposé.  Ce  nombre  cherché 
s'appelle  relativement  à  l'autre ,  la  racine  cubique.  Ainsi  la  ra- 
cine cubique  d'un  nombre  donné  est  le  nombre  dont  le  cube  est 
égal  à  ce  nombre  donné. 

iSg.  Il  est  donc  facile  de  déterminer  la  racine  cubique,  quand 
le  nombre  proposé  est  réellement  un  cube ,  comme  nous  en 
avons  vu  des  exemples  dans  le  chapitre  précédent.  On  sait  bien 
que  la  racine  cubique  de  i  est  i  -,  que  celle  de  8  esta;  que  celle 
de  37  est  3;  que  celle  de  64  est  4,  et  ainsi  de  suite.  Et  pareille- 
ment que  la  racine  cubique  de  —37  est  —3  ;  et  que  celle  de 
-^laS  est— 5.  * 

De  plus ,  que  si  le  nombre  proposé  est  rompu  ,  comme  -^ , 
la  racine  cubique  doit  être  -  ;  et  que  celle  de  f^  est  *.  Enfin  , 
que  la  racine  cubique  d'un  nombre  mixte  a —  doit  être  |  ou  1 }; 
parceque  2  ~  est  autant  que  ^. 

160.  Mais  si  le  nombre  proposé  n'est  pas  réellement  un  cube,  ^ 
sa  racine  cubique  ne  pourra  pas  non  plus  s'exprimer  ni  en  nom- 
bre entier  ni  en  nombre  fractionnaire.  Par  exemple ,  4^  n'est 
pas  un  nombre  cubique  ;  je  dis  donc  qu'il  est  impossible  d'assi- 
gner un  nombre ,  soit  entier  soit  fractionnaire  ,  dont  le  cube 
fasse  exactement  43.  Ce  qu'on  peut  assurer  cependant,  c'est  que 
la  racine  cubique  de  ce  nombre  est  plus  grande  que  3 ,  vu  que  le. 
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cube  de  3  ne  fait  que  227 ,  et  que  cette  racine  est  plus  petite  que 
4,  parceque  le  cube  de  4  est  64*  Nous  savons  donc  que  la  racina 
cubique  cherchée  est  nécessairement  contenue  entre  les  nombres 
3  et  4. 

161 .  Si  Ton  veut  donc ,  puisque  la  racine  cubique  de  43  sur- 
passe 3 ,  ajouter  à  3  une  fraction  ;  il  est  sur  qu'on  pourra  de  plus 
en  plus  approcher  de  la  vraie  valeur  de  cette  racine;  mais  on  ne 
pourra  cependant  jamais  assigner  un  nombre  qui  exprime  exac- 
tanent  cette  valeur;  parceque  le  cube  d*un  nombre  mixte  ne 
peut  jamais  être  parfaitement  égal  à  un  nombre  entier ,  tel  qu*est 
43.  Si  l'on  supposait,  par  exemple ,  que  3 1  ou  ^  fut  la  racine  cu- 
bique cherchée  de  43^  on  se  tromperait  de  {;  car  le  cube  de  ^ 
ne  ùàt  que  ^J^  ou  4^  |. 

iGa.  D  est  donc  clair  par  là  que  la  racine  cubique  de  43  ne 
peut  en  aucune  manière  s'exprimer  soit  par  des  nombres  entiers, 
soit  par  des  fractions.  Cependant  on  a  une  idée  distincte  de  la 
grandeur  de  cette  racine  ;  cela  engage  à  se  servir ,  pour  l'indi- 
quer, du  signe  y",  qu'on  écrit  en  avant  du  nombre  proposé,  et 
qu'on  prononce  racine  cubique ,  aEn  de  la  distinguer  de  la  racine 

quarrée,  qu'on  nomme  simplement  racine;  Ainsi  y  43  signifie 
la  racine  cubique  de  43 ,  c'est-à-dire ,  le  nombre  dont  le  cube 
est  43 ,  ou  qui  multiplié  deux  fois  par  lui-même ,  fait  43. 

i65.  Il  est  clair  aussi  que  de  telles  expressions  ne  peuvent  ap- 
partenir aux  quantités  rationnelles,  et  qu'elles  constituent  plutôt 
une  espèce  particulière  de  quantités  irrationnelles.  Elles  n'ont 
même  rien  de  commun  avec  les  racines  quarrées  ,  et  il  n'est  pas 
possible  d'exprimer  une  telle  racine  cubique  par  une  racine 
qnarrée^  comme  par  exemple  par  v/ia  ;  car  le  quarré  de  |/i* 
étant  iQ  ,  son  cube  sera  la  v^ia,  parconséquent  encore  irra- 
tionnel et  tel  qu'il  ne  peut  être  égal  à  43. 

1 64.  Que  si  le  nombre  proposé  est  effectivement  un  cube ,  nos 

3 
expressions  deviennent  rationnelles  :   i/i    est  autant  que  i  ; 
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|/8  est  autant  que  a  ;  1/^7  autant  que  3;  et  en  général  \/aà 
est  autant  que  a  ,  û^ 

i65.   S*il  est  question  de  multiplier  une  racine  cubiqa 

comme  y  a  par  une  autre  telle  que  }/b ,  le  produit  doit  êtr/j  | 

\/'ab  ;  car  nous  savons  que  Ja  racine  cubique  d'un  produit  4 
se  trouve  en  multipliant  ensemble  les  racines  cubiques  des  fafyt 
teurs.  On  voit  par  cela  même  que  s'il  s'agissait  de  la  diviâoii  4^  J 

j/cpar  yb^  le  quotient  serait  l/r* 


166.  On  comprend  aussi  que  a  y  a  est  autant  que  V*S^ 

parceque  2  équivaut  à  ]/8  ;  que  3  K^  est  autant  que  yvpik^ 

et  6i/a  autant  que  yabbb.  Ainsi  réciproquement  ^  si  le  nomb^^c 

qui  suit  le  signe  radical  a  un  facteur  qui  soit  un  cube  ,  on  pçri^ 

}e  faire  disparaître  en  mettant  sa  racine  cubique  devant,  il^lf 

3  3        ^. 

eigne.  Par  exemple  ,  au  lieu  de  y  64a  on  peut  écrire  41/^  $'é 

5  3  ,  ^  3  '^ 

5i/a  au  lieu  de  v^iaSa.  Il  suit  de  là  que  ^16  est  autant  ifé 
a  j/2 ,  parceque  1 S  est  autant  que  8 .  a.  '^2, 

167.  Quand  un  nombre  proposé  est  négatif^  sa  racine  CQllii|. 
que  n'est  pas  sujette  aux  difficultés  que  nous  avons  rencontr^li 
en  traitant  des  racines  quarrées.  Car  puisque  les  cubes  de  nonbt. 
bres  négatifs  sont  négatifs^  réciproquement  aussi  les  racines  e^t ' 

biques  de  nombres  négatifs^  sont  négatives.  Ainsi  (/*— >8  signitt^i 

3  3  i\ 

—2,  et  ]/'^27j  est au;tant,qiie  —3.  Donc  aussi  .l/-r-ia  est .^^^e 

m^me  chose  que  — l/ifi,  «t  i/— a  peut  s'expiimor  tpar  -^^p-V»^ 
D'où  l'on  voitiquele^gne— ^  ^  s'il  ^se  trouve  en  avant  di^  Àgae  dl^ 
la  racine  etïbique  ^  peut  se  mettre  sous  ce  signe  et  réciproque» '^ 
ment.  Nous  ne  sommes  donc  pas  conduits  ici  à  .des  nomfanl  ^ 
impossibles  ou  imagmaires  ^  comme  cela  nous  est  arrivé  en  conr 
aidérant  les  racines  quarrées  des  nombres  négatifs.  ^ 
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CHAPITRE     XVI. 


Des  Puissances  en  général. 

i€8.  JLiE  produit  qu*on  obtient  en  multipliant  on  nombre 
phisienrs  fois  par  lui-même ,  se  nomme  une  puissance.  Ainsi  un 
quarré  qui  provient  de  la  multiplication  d*un  nombre  par  lui- 
même,  et  un  cube  qu'on  obtient  en  multipliant  un  nombre  deux 
£>is  par  lui-même ,  sont  des  puissances.  On  dit  aussi  dans  le 
premier  cas  ,  que  le  nombre  est  élevé  au  second  degré  ^  ou  à  la 
seconde  puissance  ;  et  dans  l'autre  cas ,  que  le  nombre  est  éle?i 
an  troisième  degré  ou  à  la  troisième  puissance. 

169.  C'est  qu'on  distingue  ces  puissances  l'une  de  l'autre  par 
le  nombre  de  fois  que  le  nombre  proposé  est  facteur  dans  le  pro« 
duit  Par  exemple^  un  quarré  se  nomme  la  seconde  puissance^ 
parcequ'un  certain  non^re  donné  a  étépris  deux  fois  en  facteur  ; 
si  un  nombre  a  été  multiplié  deux  fois  par  lui  *  même  ^  ou  s'il  est 
trois  fois  facteur^  on  nomme  le  produit  la  troisième  puissance , 
laquelle  signifie  donc  la  même  chose  qu'un  cube.  Multipliez 
un  nombre  trois  fois  par  lui-même ,  vous  aurez  sa  quatrième 
puissance,  ou  bien  ce  qu'on  nomme  communément  le  quarré- 
quarré  ou  le  bi-quarré  ;  et  il  n'est  pas  difficile  à  présent  de  com- 
prendre ce  qu'on  entend  par  la  cinquième ,  sixième ,  septième  ^ 
etc.  puissance  d'un  nombre.  J'ajoute  seulement  que  ces  puis- 

Isttices  cessent  après  le  quatrième  degré  d'avoir  d'autres  noms 
particuliers. 
170.  Pour  éclaircir  tout  cela  encore  mieux ,  nous  remarque- 
ions  d'abord  que  les  puissances  de  1  restent  constamment  les 
mèwfis  i  porceque^  qu«lqu^  tt9»bre  U^  foi»  qu'on  multiplie  ce 
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nombre  i  par  lui-même ,  le  produit  se  trouve  toujours  é 
Nous  commencerons  donc  ici  par  indiquer  les  puissaaces  d 
de  3.  Yoici  l'ordre  qu'elles  suivent . 


Puissances 

1 

a 
3 

4 
5 

6 

7 
8 

9 

lo 

11 

19 

i3 

i4 

i5 
i6 

ï7 
i8 


du  nombre  s, 

s 

4 

8 
i6 
3â 

64 
ia8 

256 

5ia 

1024 
2043 

4096 

819a 

i6384 

32768 

65536 

13107a 


du  nombre  3. 

3 

9 
37. 

.81 
243 
729 

2187 

656i 

19683 

59049 

177^47 
53i44i 

1594323 

4782969 

14348907 

43046721 

129140163 

387420489 


262144 

Mais  ce  sont  surtout  les  puissances  du  nombre  10  qui  soi 
marquables;  car  sur  ces  puissances  se  fonde  toute  notre  a 
métique.  En  voici  quelques-unes  rangées  par  ordre,  en  com; 
çant  par  la  première  puissance  : 


en 


itnf 


imt 


:nie 


jnt 


:me 


10,  100,  1000,  10000,   100000,1000000,  etc. 
171.  Si  Ton  veut  maintenant  envisager  la  chose  d'une 
nière  plus  générale ,  on  verra  que  les  puissances  d'un  noj 
quelconque  a  se  suivent  dans  cet  ordre  ; 

aa,  au,  aaa,  aaaa ,  aaaaa,  aaaaaa,  etc. 
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Km  on  se  tardera  pas  à  s'appercevoir  de  l'inconvénient  qui 
cette  façon  d'écrire  les  puis5ance9  ,  et  qui  consiste 

œ  qu'il  faudrait ,  pour  exprimer  de  grandes  puissances , 
la  même  lettre  très-souvent  ;  le  lecteur  même  n'aurait  pais 

RDS  de  peine  ^  s'il  était  obligé  de  compter  toutes  ces  lettres 
nvoir  quelle  puissance  on  a  voulu  indiquer.  La  centième 
ice ,  par  exemple ,  ne  s'écrirait  pas  commodément  de 

te£açon-Ià^  et  il  serait  encore  plus  difficile  de  la  recon- 

17a.  Afin  d'éviter  cet  inconvénient,  on  a  imaginé  un  moyen 
}J0ï  {dos  commode  d'exprimer  de  telles  puissances  ,  et  qui  mé- 
^i  à  canse  de  son  usage  étendu ,  d'être  expliqué  soigneuse- 
:  savoir,  pour  exprimer^  par  exemple,  la  centième  puis- 
i,  on  écrit  simplement  le  nombre  100  au-dessus  de  celui 
on  veuf  exprimer  la  centième  puissance ,  et  un  peu  vers  la 
^.  Aînâi  n^^y  qiii  signifie  a  élevé  à  100 ,  indique  la  centième 
ice  de  a.  Il  ne  faut  pas  oublier  qu'on  donne  le  nom  d'ex- 
aa  noiiibre  écrit  au-dessus  de  celui  dont  il  indique  la 
ou  le  degré ,  et  qui  est  100  dans  le  cas  que  nous  avoïis 


1^5. 13*â^rès  cette  convention  ,  a*  signifie  donc  a  élevé  à  a , 

kksècotide puissance  de  a,  ce  qu'on  indique  aussi  quelquefois 

'oîj'parceque  ces  deux  expressions  s'écrivent  et  se  compren- 

àvèc  la  même  facilité.  Mais  déjà,  pour  exprimer  le  cube 

la  troisième  puissance  aaa  ,  on  écrit  a^  conformément  à 

iwnvdle  règle ,  afin  de  gagner  de  la  place.  De  même  a^  signifie 

iqoatrièiÀe  ,  û?  la  cinquième ,  et  a*,la  sixiènié  puissance  de  a. 

174  £a'mi  mot  toutes  les  puissances  de  a  se  représenteront 

à  y  a»,  dPy  a*,  d^  c^,  a',  a*,  aS,  a>«,  etc. 

iron  Voit  que ,  suivant  cette  notation  ,  on  aurait  très-bien  pu 

a*  an  lien  d^  a  pour  le  premier  tetme  de  la  série  ,  afin 

ieox  faire  appercevcnar  VK)rdre.  Eu  effet  a*  n^est  autre 


€6  ELEMENT 

chose  que  a^  vu  que  cette  unité  indique  que  la  lettre  a  ne^t^ 
•'écrire  qu'une  fois.  Une  pareille  suite  de  puissances  se  noilft 
aussi  une  progression  géométrique ,  parceque  chaque  terme  i 
-'■^égal  au  précédent  multiplié  par  le  facteur  constant  a. 

175.  Comme  dans  cette  même  suite  de  puissances  ^  chag 
terme  se  trouve  en  multipliant  par  a  celui  qui  le  précède,, 
qui  augmente  Texposant  de  1 ,  on  peut  aussi ,  au  moyen  <E^ 
terme  donné ,  trouver  celui  qui  le  précède ,  en  divisant  par 
parceque  c'est  diminuer  l'exposant  d'une  unité.  Cela  nous  m 
prend  que  le  terme  qui  précède  le  premier  terme  a*,  doit  4;i 

nécessairement  -  ou  1  ;  or  de  la  loi  des  exposans  on  concbi! 

•ans  peine  que  ce  terme  qui  précède  le  premier,  doit  êti»> 
On  peut  donc  déduire  de  là  la  propriété  remarquable  qput^ 
est  constanunent  égal  ai,  quelque  valeur,  grande  ou  peti;! 
qu'ait  le  nombre  a,  et  même  quand  a  n'est  rien^  c'e§t-à-^ 


que  même  G* 


fait 


I. 


176.  Nous  pouvons  continuer  encore  notre  smte  de  pùiM 
ces  en  rétrogradant ,  et  même  de  deux  nianières  différente 
l'une  en  divisant  toujours  par  a;  l'autre  en  diminuant  Tex;^ 
sant  d'une  unité.  Et  nous  ne  pouvons  doutçr  que  suivant  Xf 
ou  Vautré  façon ,  les  termes  ne  soient  parfaitement  égaux.  MSi 
allons  présenter  cette  série  rétrograde  sous  l'une  et  l'autre  totM 
en  avertissant  que  c'est  aussi  à  rebours,  c'est-à-dire,  enallaÛ 
la  droite  vers  la  gauche ,  que  l'on  doit  la  lire .  ! 


1 

1 

1 

1 

1 

I 

1 

aaâaaa 

aààad 

aaaa 

€ian 

au 

a 

1 

1 

1 

1 

1 

a« 

aV  a-6 

a-* 

a-4 

û-3 

ûT"* 

a"' 

»t  1 


177.  Nous  voici  parvenus  à  connaître  des  puissances  dE 
les  exposans  sont  négatifç^  et  à  pouvoir  assigner  esçteioeAt; 
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j  de  ces  puissances.   Nous  résumerons  ce  qui  précède  , 
!  tableau  suiyant  ». 


û» 


.— ft 


ou 


a 


'  J^st  autant  que(2S       o^  * 

1 


û^ 


a» 


là  de  suites  '' 

S.  n  est  clair  aussi  par  «te-qu'om  vient' de  dire /que  let 

uioes  snccessiYes  ,  entières  et  positivée^  de  ai  ^  «eront 

a^iS*  û*A^   a^y,  o^M,  a^i*,  etc. 

atrouTâa  de.  ^toêtneles  pttwsances  des  fractions  :  par 

çle,  celles  dé  t  sont 


a* 


a4     a^.    û^ 


...        .....  ».• 

'9.  EnEn  nous  avons  à  Considérer  aussi  les  puissances  dea 
bres  négatifs.  Or  supposoni-donné  le  nombre  — a  ;  ses  puisr 
es  se  saiyront  dans  cet  ordr^< 

«s-a,  +(tztt,  — o^,  +û^,  "•«*>  +û^  etc. 

a  voit  donc  qu'il  n'y  a  que  les  puissances  dont  les  expo- 
sent des  nombres  impairs  ,=  qui  deviennent  négatives  ,  et 
s  contraire  toutes  les  p^issai^ces  qui  ont  un  nombre  pair 
'exposant^  sont  positives.  En  effet  les  puissances  troisième^ 
tiiéme,  septième*,  neuvième,  etc.  ont  toutes  le  signe —  ;  et 
>Qissanc.es  seconde  ,  quatrième  ,  sixième  ^  huitième  ^  etc.; 
affectées  du  signe -f' 
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CHAPITRE    icVII. 


Vu  calcul  des  Puissances. 

j8o.  1.1  OUs  n'avons  rien  à  observer  de  particulier  par  rappoi 
à  l'addition  et  à  la  soustraction  des  puissances  ;  car  on  ne  & 
qu'indiquer  ces  opérations  moyennant  les  signes  -f-  et  *-^  quao 
les  puissances  sont  différentes  entr'elles.  Par  exeliiple^  ô^  ^A 
fBSf  la;  ao^^Diiiè  dâ«  W  second»  «t  de  la  troisiàmaè  pui^ance  de  c 
0g^  ^ — o^  i9st  cb  ^i.réste  en  soustrayant  la  qnatnèsae  puisBazic 
de  a  de  la  cinquième  ;  et  l'on  ne  peut  indiquer  plus  briévemei 
ni  l'un  ni  l'autiré  réâPultÀ.  Que  sll  s'dgit  dé  puissances  de  \ 
même  espèce  bu  d^  même  4egr&i  il -est  clair  qu'i}  itestpos  tk 
cessaire  de  les  lier  par  des  signes  :  a^-f-çr'  fait  sl(^^  etc. 

181.  Mais  la  multiplication  des  puissances  exige  qu'on  faa 
attention  à  différentes  cUcDses. 

D'abord  quand  il  s'agit  de  multiplier  par  a  une  puissance  que 
^t^qott  die^it:,  on  bBlittât  Isil  p»titddââcé  siiivabité  >  c'^eM^-dirS  cUI 
âbtttFexjRisant  ekd'tmé  unité  pins  grand.  Ainisia^  tàâhiiffli^fll 
faita^;  eta»  multipliépar  a,  faitû4.  Et  de  nàètté,  ^éfidfflfj 
git  de  multiplier  par  a  les  puissances  de  ce  nombre  ^  qui  ont  4 
exposans  négatifs ,  on  ne  fait  qu'ajouter  1  à  l'exposant.  .  " 
cT'  mtdbplié  par  è^,  pi^int  â^  bU  i  ;  ce  qtâ  ai:  èfàùûA 
.  ^ ,  _...         •   '-^  1—   ■■  .  ■  ''■•        ■■>.'-'    -*^ 

évident  que  oT^  est  égal  i  ..  >  et  qup  le^prodc^t*  de.  o^'f! 


-  étant  -,  il  est  par  conséquent  égiàl  à  1.  Par  des  raiscm^Md, 

^^bbleâ  <r*  ^uldpiii  par  a,  iTàiii'â^i  pu  ^\  et  À^'*  W^: 
^vs  a,  donne  «rs ,  et  ainsi  de  pite«' 
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i8s.  Ensnite ,  ê*û  est  question  de  multiplier  une  puissance 
de  a  par  aa  on  par  la  deuxième  puissance ,  je  dis  que  l'expo- 
«nt  devient  plus  grand  de  s.  Ainsi  le  produit  de  a*  par  eâ  est  a^; 
celui  de  a^paro'esta^;  celui  de  o^  par  o^  est  a^  ;  et  plus  généra* 
kment  encore  ,  a"  multiplié  par  a*  fait  o^"^.  Pour  ce  qui  est  des 
ci^osans  négatifii ,  on  aura  a>  ou  a  pour  le  produit  de  tf~'  par 

6*;  car  cf  ^  é^ant  égal  à  -,  c'est  comme  ai  Ion  avait  à  diviser 


aa 


espar  a;  parconséquent  le  produit  cherché  est  —  oi;   a.    De 

a     ' 


tttme  cr*  multiplié  par  a*,  fait  o^  ou  i  ;  et  o^  multiplié  par 
(f,  fait  a-*- 

i83.  n  n'est  pas  moins  évident  que  «  pour  multiplier  une 
pnusance  quelconque  de  a  par  c^,  il  faut  en  augmenter  l'expo- 
antde  tnns  unifiés;  et  que,  parconséquent,  le  produit  de  a"  par 
0*  est  c^*^.  Tontes  les  fois  donc  qu'il  s'a^t  de  multiplier  en- 
lemble  deux  puissances  de  a ,  on  voit  que  le  produit  sera  do 
ttème  une  puissance  de  a ,  et  tel  que  son  exposant  sera  )a 
somme  de  ceux  des  deux  puissances  données.  Par  exemple, 
O^amltiplié  par  a9  fera  a^,  et  c^*  multiplié  par  a7  fera  a'9^  etc. 

184.  En  partant  de  là,  on  peut  déterminer  as^fiz  facilement 
des  puissances  très-éleyées.  Pour  trouver,  par  exemple,  la 
■mgtHjnatrième  puissance  de  a ,  je  multiplie  la  douzième  puis- 
mce  par  la  douzième  puissance ,  parceque  a,^  est  autant  que 
multiplié  par  q^\  Or  nous  avons  vu  plus  haut  que  a'*  fait 
;  fe  dis  donc  que  c'est  le  nombre  16777216 ,  ou  le  produit 
4og6 ,  qui  exprime  la  puissance  cherchée  a,^, 

i85.  Passons  à  la  division.  Nous  remarquerons,  en  premier 

i,  que  pour  diviser  une  puissance  de  a  par/z ,  il  faut  sous- 

dre  1  de  l'exposant,  ou  le  dijninuçrdp  l'unité.  Ainsi  a^  divisé 

a,  fait  c*  ;  a*  ou  1  divisé  par  a  est  autant  que  a"*  ou 

''>fln?  divisé  par  a,  fait  a""^. 
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186.  Si  c'est  par  a*  qu'il  faut  diviser  une  puissance 
de  a ,  il  faudra  diminuer  l'exposant  de  a  -,  et  si  c'est  p 
faut  soustraire  trois  unités  de  l'exposant  de  la  puissance 
sée.  Ainsi^  en  général^  quelque  puissance  de  a  que  ce  soit 
gisse  de  diviser  par  une  autre  puissance  quelconque  de  a 
est  toujours  de  soustraire  l'exposant  de  la  seconde  de  1' 
de  la  première  de  ces  puissances.  C'est  ainsi  que  a^^  d 
a^,  donnera  a*  ;  que  a^  divisé  par  à' y  donnera  a"*  ;  et 
divisé  par  a*,  donnera  a""^, 

187.  Par  ce  que  nous  avons  dit  plus  haut,  il  est  facile 
prendre  comment  on  doit  trouver  les  puissances  des  pu 
et  de  voir  que  cela  se  fait  par  la  multiplication.  Quand 
che  y  par  exemple  ^  le  quarré  ou  la  seconde  piiissan( 
on  trouve  a^  ;  et  de  la  même  manière  on  trouve  a" 
troisième  puissance  ^  ou  le  cube  de  a4;  on  voit  que  pou 
le  quarré  d'une  puissance ,  il  n'y  a  qu'à  doubler  son  e 
que  pour  en  prendre  le  cube  ,  il  faut  tripler  cet  exp 
ainsi  de  suite.  Le  quarré  de  a"  est  a*"  ;  le  cube  de  a 
la  septième  puissance  de  a"  est  a/^,  etc, 

188.  Le  quarré  de  a*,  ou  le  quarré  du  quarré  de  a 
on  voit  pourquoi  on  nomme  la  quatrième  puissance,  Iç 
ouïe  quarré-quarré. 

Le  quarré  de  a'  est  û^  ,  c'est  ce  qui  a  fait  donner  à  I 
puissance  le  npm  de  quarré-cube. 

En{ln  le  cube  deo^  étant  aS,  on  appelle  les  neuvièr 
aances  cwie^-cuie^.  On  n'a  pas  introduit  d'autres  déno 
de  cette  espèce  pour  les  puissances,  et  même  les  deu]^ 
m  sont  pas  fort  en  usage. 
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CHAPITRE    XVIII. 


Des  Racines    relaùivemenù    à   ùouùes    les 

Puissances  en  général. 

1S9.  JL/E  ce  ^éla  racine  quarrée  dun  nombre  donné  est  un 
tel  que  son  quarré  est  égal  à  ce  nombre  donné,  et 
la  racine  cubique  d'un  nombre  donné  est  un  nombre  tel 
son  cube  est  égal  à  ce  nombre  donjié  ;  il  suit  qu'étant 
un  nc^nbre  quelconque,  on  peut  toujours  en  indiquer  des 
téOes  que  leur  quatrième  ou  leur  cinquième  puissance , 
fidqu^autre  à  volonté  y  soit  égale  au  nombre  donné.  Alin  de 
ronieux  ces  différentes  espèces  de  racines ,  nous  nom- 
la  racine  quarrée,  racine  deuxième ;\a.rsicme  cubique-, 
troisième  ;  parceque ,  d'après  cette  dénomination ,  on  peut 
lommer  racine  quatrième ,  celle  dont  le  quarré-quarré  est  égal 
im  nombre  donné  ;  et  racine  cinquième,  celle  dont  la  cinr 
fiiènie  puissance  est  égale  à  im  nombre  donné  ,  etc. 

ijo.  De  même  que  la  racine  quarrée  ou  deuxième  s'indique 
fîT  le  signe  i/,  et  la  racine  cubique  ou  troisième,  par  le  signe 

/,  on  représente  la  racine  quatrième  parle  signe  v^;lara- 

dnetânquième  par  le  signe  ^  et  ainsi  de  suite.  Il  est  clair 
çie,  suivant  cette  notation,  le  signe  de  la  racine   quarrée 

devrait  être  ^Z.  Mais  comme  de  toutes  les  racines ,  c'est  celle-ci 
çn  se  présente  le  plus  souvent,  on  est  convenu,  pour  abréger, 
d'omettre  le  nombre  a  du  signe  de  cette  racine.  Ainsi,  quand 
dans  un  signe  radical  il  ne  se  trouve  pas  de  nombre ,  il  faut 
tonjours  supposer  que  c'est  la  racine  quarrée  qu'on  a  voulu 

4 
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191 .  Nous  allons ,  pour  nous  expliquer  encore  mieux  1 
tre  sous  les  yeux  les  différentes  racines  du  nombre  a,  ayec 
significations. 


est  la 


\a 


racine  de 


'_î. 


tvtie' 


la 


ïifiiC 


et  ainsi  de  suite. 

De  sorte  que ,  réciproquement , 

a 

/mi-^ptiissance  de 
5 

et  ainsi  de  suite.  • 

1 92.  Que  le  nombre  a  soit  donc  grand  ou  petit ,  on  compren) 
quel  sens  on  doit  attacher  à  toutes  ces  racines  de  différens 

degrés. 

n  faut  remarquer  aussi  que  si  l'on  prend  pour  a  Tunité , 
toutes  ces  racines  restent  constamment  1  ,  pjaurceque  tontes  liy 
puissances  de  1  ont  pour  valeur  Tunite.  Que  si  le  nombre  a^ 
plus  gran^  que  1 ,  toutes  ses  racines  aussi  surpasseront  Tunitét. 
£nfin ,  que  si  ce  nombre  est  plus  petit  que  1 ,  toutes  ses  racines 
aussi  seront  moindres  que  Tunité. 

193,  Quand  le  nombre  a  est  positif,  on  comprend,  par  çp 
qui  a  été  dit  plus  baut  des  racines  quarrées  et  cubiques ,  qa« 
toutes  les  autres  racines  aussi  pourront  être  indiquées  réelle-^ 
ment ,  et  seront  des  nombres  réels  et  possibles* 
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Mais  A  le  nombre  a  est  négatif^  il  faut  que  ses  racines  deu- 
pème,  «piatrième  ^  sixième  ,  et  en  général  toutes  celles  xl*ua 
kgré  pair^  deviennent  des  nombres  impossibles  ou  imaginaires  ; 
prceqoe  tontes  les  psissances  d'un  degré  pair ,  tant  des  nom- 
bres positifs  que  des  nombres  négatifs,  sont  toujours  affectées 
èi  s^e  plus.  Au  lieu  que  les  racines  troisième ,  cinqui^nie  » 
septième ,  et^  en  général,  toutes  les  racines  impaires,  deviennent 
iégatives^  maie  rationnelles  ;  parceque  les  puissances  impaires 
ée  nombres  négatifs  ^  sont  aussi  négatives. 

i^  Enfin  nous  avons  li  aussi  une  source  inépuisable  de 
loofeDes  espèces  de  quantités  sourdes  ou  irrationnelles;  car 
tODtSiles  fois  que  le  nombre  a  n*est  pas  réellement  une  puis- 
tdle  que  le  signe  radical  en  indique  une  ,  ou  semble  en 
nne  ^  il  est  impossible  d'exprimer  cette  racine 
toît  en  nombres  entiers ,  soit  par  des  fractions ,  etparconséquent 
eette  racine  doit  alors  être  rangée  dans  la  classe  des  nombres 
fa'on  nomme  irrationnels. 
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CHAPITREXIX. 

iDe  //z  manière  d' indiquer  les  Nombres  irraùion^ 
nels  par  des  exposans  fractionnaires^ 

ig5.  J-i  OU  S  venons  de  faire  voir  dans  le  chapitre  précédent, 
que  le  quarré  d'une  puissance  quelconque  se  trouve  en  doublant 
1! exposant  de  cette  puissance ,  et  qu'en  général  le  quarré  ou  la 
seconde  puissance  de  a"  est  û*".  De  la  résulte  cette  inverse;  :  sa- 
voir, que  la  racine  quarrée  de  la  puissance  a*"  est  a",  et  qu'on- 
la  trouve  en  prenant  la  moitié  de  l'exposant  de  cette  puissance  , 
ou  en  divisant  cet  exposant  par  a. 

196.  Ainsi  la  racine  quarrée  de  ci*  est  a*  ;  celle  de  efi  est 

a*;  celle  de  a®  est  a?  \  et  ainsi  de  suite.  Et  comme  c'est  là  une 

vérité  générale ,  on  voit  que  la  racine  quarrée  de  o^  doit  néces- 

3  », 

«aîrement  être  a* ,  et  que  celle  de  c?  est  a^.  Parconsequent  on 

aura  de  même  a*  pour  la  racine  quarrée  de  a}  \  d'où  Ton  voit 

que  a^  est  autant  que  ]/a  \  et  cette  nouveUe  manière  d'indiquer 
la  racine  quarrée ,  demande  qu'on  y  fasse  attention. 

197.  Nous  avons  montré  aussi  que ,  pour  trouver  le  cube 
d'une  puissance  'comme  a",  il  fallait  multiplier  son  exposant 
par  3 ,  et  que  parconsequent  ce  cube  ét^it  a^". 

Ainsi  quand  il  s'agit  de  trouver,  en  rétrogradant,  la  racine 
troisième ,  ou  cubique  ,  de  la  puissance  a^» ,  ou  ne  fait  que  di- 
viser cet  exposant  par  3 ,  et  on  conclut  que  la  racine  cherchée 
est  a".  Par  conséquente* ,  ou  a  ,  est  la  racine  cubique  de  a'  ;  ^ 
û*  est  celle  de  a^  ;  «^  est  celle  de  a»,  et  ^si  de  suite. 

igS.Biennempêched'appliquer  ces  principes  aux  cas  oùVex^^ 
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{>osant  ne  serait  pas  divisible  par  3^  et  de  conclure  que  la  racine 

*cii]»qQe  de  a*  est  a» ,  et  que  celle  de  c*  est  à^  ou  a  "»^.  Par- 
conséquent  aussi  la  racine  Z^%  ou  cubique  ,  de  a  ^  ou  bien  de 

r  1  3 

«S  doit  être  a'.  D'où  Ton  yoitque  c^est  la  même  chose  que  v/a. 

^99-  H  en  est  de  même  des  racines  d*un  degré  plus  élevé.  La 

I 
lacine  quatrième  de  a  sera  à^,  laquelle  expression  a  donc  même 

agnification quel/ a.Laradne  cinquième  de  a  sera  a**,  ce  qui  est 

parconséquent  l'équivalent  de  v^a;  et  ces  vérités  s'étendent  sans 
difficulté  à  toutes  les  racines  d'un  degré  plus  élevé. 

SCO,  On  pourrait  donc  se  passer  entièrement  des  signes  ra- 
dicaux usités  y  et  employer  à  leur  place  les  exposans  fraction- 
naires que  nous  venons  d'expliquer  ;  cependant  comme  on  est 
accoutumé  à  ces  signes  depuis  long-temps ,  et  qu'on  les  ren- 
contre dans  tous  les  écrits  analytiques ,  on  aurait  tort  de  vou- 
loir  les  bannir  tout-à-£ût  du  calcul.  Mais  on  a  raison  aussi  de  se 
servir  beaucoup ,  comme  l'on  fait  aujourd'hui ,  de  l'autre  no- 
tation ,  parceqû'elle  répond  avec  évidence  à  la  nature  de  la 

chose.  En  effet  on  voit,  9ur-le-champ,  que  a*  est  la  racine  quar- 
ts 
rée  de  a ,  parcequ'on  sait  que  le  quarré  de  a» ,   c'est  -  à  -  dire , 

a^  mulriplié  par  a^  est  égal  à  a'  ou  a. 

201.  On  voit  par  ce  qui  a  précédé ,  comment  on  doit  inter- 
préter tous  les  autres  exposans  rompus  qui  peuvent  se  présen- 

4- 

ter.  Que  si  Ton  a  ,  par  exemple  ,  aJ  ,  cela  signifie  qu'il  faut 
prendre  d'abord  la  quatrième  puissance  de  a,  et  en  extraire  en- 

suite  la  racine  cubique  ou  troisième  ;  de  sorte  que  a^  est, 
dans  la  notation  radicale,  i/o*.  Que  pour  trouver  la  va- 
leur de  a+  ,  il  faut  prendre  d'abord  le  cube  ou  la  troisième 
puissance  de  a,  qui  est  a^,  et  en  extraire  après  cela  la  racine 

quatrième  \  de  façon  que  a4  est  la  même  chose  que  j/a  .  De 

A  5 

même  cf  est  autant  que  (/a^î  etc. 
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SOS.  Quand  la  fraction  qui  représente  l'exposant  surpasse  Fim 
nité  y  on  peut  indiquer  eacore  d'une  autre  jcnanière  la  v^eu^lji^ 

la  quantité  proposée.  Supposez qpe  ce  soit  a^;  cette  quantité  étfL^ 

vaut  à  a*    ^,  qui  est  le  produit  de  a*  par  a».  Ora»  étantég^Lp 

à  J/a ,  on  voit  que  a*  est  autant  que  a*  v/a.  De  même  a"5*  ;S>Ê 

û^^î  est  autant  que  a?  \,  a\eta^,  c'est-à-dire,  a^^*,fflgnîS^ 

c?\/c?.  Ces  exemples  suffisent  pour  faire  concevoir  la  graziff 
utilité  des  exposans  fractionnaires.  >^^^^ 

flo3.  Leur  usage  s'étend  aussi  aux  nombres  rompus.  Qu*JLj 
ait  -— ,  on  sait  que  cette  quantité  est  égale  à  — r  ;  or  nous  av^,: 

VU  plus  haut  qu'une  fraction  de  la  fornie  —  peut  s'es^imiei 

1  ,  •> 

pair  ar^  \  ainsi  pour  -—-pnpewt  se  servir  de  l'expression  iS     >. 

r 

De  même  -^ —  est  autant  que*  a     3 .  Soit  proposée  encore  I^a 
va 

.       fl*  a* 

quantité  -^j —  ;  qu'on  la  transforme  en  celle-ci  :  —,  qui  est  le 

produit  de  a*  par  a     '^  ;  or  ce  produit  équivaut  à  a4 ,  ou  ea- 

4  '  . 

£n  iiaya.  L'usage  rendra  faciles  de  semblables  réductions. 

204.  Enfin  nous  observerons  que  chaque  racine  peut  se  re-^ 
présenter  d'un  grand  nombre  de  manières.  Car  y  a  étant  la 

même  chose  que  a* ,  et  |  pouvant  être  transformé  en  toutes  ces 
fractions,  | ,  -J ,  |,  rs>Tï  ^^^'  >  il  ^^t  dair  que  \/a  est  autant 

4  tf  8 

que  i/û*,  et  que  yc^ ,  et  que  j/a* ,  et  ainsi  de  suite.  Pareille^ 

ment,  u  a  qui  signifie  a' ,  sera  égale  ài/  a*  et  ài/û^ ,  et  à  \/cr. 
Et  l'on  voit  de  même  que  le  nombre  a,  ou  a* ,  pourrait  s'indir 
quer  par  les  expressions  radicales  qui  suivent  : 

y  a*,  ]/a\  yc^,  yc^,  etc. 
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ioS.  Cette  propriété  est  d'un  bon  usage  dans  la  multiplica* 
etdiiif  b  dlti^OB.  €tf  tt  Ton  a^  par  exemple,  à  multî- 

y  a  par  \/a ,  on  écrit  y(^  pour  i/a ,  et  ;/  o*  au  lieu  de 

t;  de  cette  Bçcb  on  bbtient  de  part  e\  d'autre  le  même  signe 
I,  et  la  mnltiplication  se  faisant  maintenant,  donne  le  pVo- 

t^^.  Uè  iMmt  rêsvStttt  bë  dédiiit  de  ce  que  a^  multiplié 
r«  ùât  tfi^i  ;  car  4  -f-i  est  J,  et  pârconséquent  le  produit 

en  effet  j  a^ou  ytr. 
Si  s'agissmt  de  diviser  y  a  ou  à^  par  y'a  on  as  ,  on  aurait 

fsetiest  A*     s ,  oViXip^,  c*êst-à^lirt,  à^  oh  ^  ki. 
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CHAPITRE    XX, 

* 

^Çw/  traite  en  général  des  différentes  mardi 
de  calculer  et  de  leur  liaisonm 

floG.  Il  ous  avons  exposé  jusqu'ici  différentes  opératioE 
calcul  :  laddition  /la  soustraction ,  la  multiplication  et  la 
^on>  l'élévation  des  puissances  y  et  enfin  Textracticui  des  rac 
Il  ne  sera  donc  pas  hors  de  propos  de  remonter  à  Torigine  d 
différentes  manières  de  calculer  et  d'expliquer  la  liaison  qi 
entr' elles,  afin  qu'on  puisse  s'assurer  s'il  est  possible  ou  non 
existe  encore  d'autres  opérations  de  cette  espèce.  Cette  re 
che  ne  pourra  que  répandre  plus  de  jour  sur  les  matières 
nous  avons  traitées. 

Nous  nous  servirons,  dans  ce  dessein,  d'un  nouveau  signe  ( 
peut  employer  à  la  pla(5é'del*expfessi6n  si  souvent  |:epété< 
autant  que  ;  ce  signe  est  celui-ci  =,  et  se  prononce  est 
Ainsi  quand  j'écris  a=i ,  cela  signifie  que  a  est  autant  q 
ou  que  a  est  égal  à  &  :  de  même ,  par  exemple , 

35  =  35. 

207.  La  première  façon  de  calculer  qui  se  présente  à 
esprit,  est  sans  contredit  l'addition,  par  laquelle  on  ajoute 
nombres  ensemble  pour  en  trouver  la  somme.  Soient  don 
b  ces  deux  nombres  proposés ,  et  qu'on  indique  leur  somn 
la  lettre  c,  on  aura 

Ainsi  quand  on  connaît  les  deux  nombres  a  et  & ,  l'additio 
séigne  à  trouver  le  nombre  c. 
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ao8.  Conservons  cette  relation 

a+b=c, 

isreoFersons  la  question  en  demandant  comment,  les  nom- 
ci  et  c  étant  connus ,  on  doit  trouver  le  nombre  b. 

0  5*agit  donc  de  savoir  quel  nombre  il  faut  ajouter  au  nom- 
ha^ponr  qu'il  en  résulte  ce  noxubre  c.  Soit,  par  exemple^ 
csS  et  c=:8  ;  de  sorte  qu'il  faudrait  que  l'on  eût 

5+b=8; 

ifiîtdair  qti*oa  trouvera  b  en  soustrayant  3  de  8.  Ainsi,  en  gé« 

léà ,  pour  trouver  6,  il  faudra  soustraire  a  deç,  d*où  pro« 

rient  ,  ^' 

Jrsc — a; 

cireaajoatant  de  nouveau  a  de  part  et  d'autre ,  on  a' 

c'est- à- cBre  =  c,  comme  en  l'avait  supposé.  Telle  estdon« 
Tori^é  de  la  soustraction. 

■ 

so^.Jinsi  la  soustraction  a  lien,,  quand  on  renverse  la  qnes* 
txmqiii  donne  lieu  à  l'addition.  Or  il.peut  arriver  que  le  nom- 
bre qa'il  s'agit  de  soustraire ,  soit  plus  grand  que  celui  duquel  il 
fantle  soustraire;  comme,  par  exemple,  s'il  s'agissait  de  sous- 
traire 9  de  5  ;  ce  cas  est  donc  propre  à  nous  fournir  Tidée  d'una 
iiouyelle  espèce  de  nombres  qu'on  nomme  nombres  négatifs  ^ 
parceque 

5-9=,-4- 

^1  Qio.  Quand  plusieurs  nombres  qui  doivent  être  ajoutés  en- 
'f  Imble.  Sont  égaux  éntr'eux ,  leur  somïné  se  trbusre  par  la  mul^ 
ijfzficatkm  ,  et  se  nomme  un  produit.  Ainsi  a  b  signi&e  le  produit 
tfû  provient  dé  la:  multiplication  de  a  par  b ,  pu  bien  de  ce 
fpiona,  ajouté  ensemble  un  nombre  a  de  nombres  b.  Si  nous  in^ 
liquons  à  présent  ce  produit  par  la  lettre  c,  nous  aurons 

ab=zc, 
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et  la  multiplication  nous  appi'énd  comitient  ^  les  nombres  d  i 
étant  connus^  Ton  doit  déterminer  le  nombre  c. 

.  dii;  Proposons^notis  maintenant  la  question  fiîdtàiitë  : 
nombres  a  et  c  étant  bonnus^  trouver  le  notnbre  h,  Soit^ 
exemple^  a=3  et  c=i5,  de  façon  que      . 

-■,,  :,.'■       ■  •  ••     • 

et  qu'on  demande  par  quel  nombre  il  faut  multiplier  3  ^  | 
qu'il  nous  vienne  i5  ;  c'est  à  quoi  revient  la  question  propc 
Or  c^eBt  ibi  le  cas  de  la  division  :  le  nombre  qu'on  demanda 
lîroiivfe  ett  diVîsâiît  i5  p^f  S  ^  et  en  généra!  le  nombre  h%tXX^ 
donc  en  divisant  c  par  a\  d'oà  résulte  parconséquent 
quation 

2J2.  Or,,  comme  il  arrive  souvent  que  le  nombre^  ne  J 
iïré  mvisé  réellement  par  le  nombre  a  y  et  que  cependan 
lettre  h  doit  avoir  une  valeur  déterminée ,  il  se  présente  etk^ 
ieiime^boixv«rHe  lespèto  dil^nôlU&ifeÊ ,  èè^iitles  fractioilà^r 
exemple ,  en  ^sglYÇ^ca^^èP^^—Aî  ^==3^  de  façon  que 

.  .    '      ••  :..  ..4i=3;  .  ■     •••■...'  :i 

iàA  vbit'btéil  (jfriëi  ôé  éàufâît  être  uhnombre  entief ,  maiàqu* 
ié^k  tmé  ftâéttôÂ ,  eî'q^Vn  aura  ï    ' 


_^  es  puissances  doivent  leur  origine.  Ces, puissance?.^  r^ 
sentent  d'une  mamère  générale  par  la  formule  a  ,  laqu 
indique  que  le  nombre  a  dbtF  ^e  multiplié  autant  de 
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rlfiH&ime  que  le  nombre  b  l'indique.  Et  Ton  sait ,  par  ce  qui 

içrécédé ,  qu'ici  a  est  ce  qu*on  nomme  la  racine ,  b  l'exposant 
(^k  puissance. 

si4-  Si  nous  indiquons  maintenant  cette  puissance  même  par 
I  h  lettre  c,  nous  ayons 


à 


tî 


int 


^n  dans  laquelle  se  présentent  trois  lettres  a^  b^   c. 

|fk  on  montre  [dans  la  théorie    des    puissances^   comment 

lidne   a  ayec  l'exposant   b    étant   donnés  ,    on    doit 

la  puissance  elle-même  ,  c'est-à-dire  ,  la  lettre  c.  Soit , 

aençle ,  a  :=  5 ,  et  i = 3  ,  ensorte  que  c=:  5^  :  on  voit  qu'il 

prendre  la  troisième  puissance  de  5 ,  qui  est  i25  ^  et  qu'ainsi 

c=ifl5. 

si5.  On  a  yu  comment ,  par  le  moyen  de  la  racine  a  et  de 
«xponnt  b ,  on  doit  déterminer  la  puissance  c  \  mais  si  l'on 
à  présent  changer  ou  inyerser  la  question^  comme  on  a 
Ht,  on  Terra  que  cela  peut  se  faire  de  deux  manières  , 
fi'os  a  deux  cas  dilFérens  à  considérer.  En  efFet,  si  deux  de 
^  trois  nombres  a  yb^c  étant  donnés,  il  s'agit  de  trouver  le 
troiaiènie ,  on  voit  aussitôt  que  cette  question  admet  trois  sup- 
positions différentes ,  et  parconséquent  trois  solutions.  Nous 
Tenons  de  considérer  le  cas  où  a  et  ir  étaient  les  données  ; 
BOBS  pouvons   donc  supposer  encore  que  c  et  a  ,    ou  bien 
foe  c  et  6  soient  connus    et  qu'il  faille  déterminer  la  troi- 
fcme  lettre.  Remarquons  donc ,  ayant  d'aller  plus  loin ,  une 
ittérence  assez  essentielle  entre  l'élévation  des  puissances  et  les 
^"*|fcltt  opérations  qui  conduisent  à  celle-là.  Lorsque^  dans  l'addi' 
î^  iw»,  nous  avons  inversé  la  question^  nou^  n'ayons  pu  le  faire 
""^  d'une  seule  manière  ;  il  était  indifférait  de  prendre  c  et  a 
c  et  i  pour  données  ^  parCequ'il  est  indifférent  d'écrire  a-^b 
d'écrire  b-f-a.  Il  en  était  de  même  de  la  multiplication  ;  on 
nit  pareillement  prendre  les  lettres  a  et  6  l'une  pour  l'autre^ 
ition  c6=:c  étant  exactement  la  même  que  ba:=zc. 


ua^ 


'^ 
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Dans  e  calcul  des  puissances ,  au  contraire ,  la  même  chevli 
n'a  pas  lieu,  et  on  ne  peut  point  du  tout  écrire  6*  au  lieu  de«l|2! 
Un  seul  exemple  suffit  pour  s*en  convaincre  :  Soit  a=:5j  éxi 
b  =3  5  on  a  ._ 

Mais  ^;, 

'"•■' 
deux  résultats  très-diftérens. 

■      If  Kc" 
-    <i<^ 

21 6.  Il  est  donc  clair  qu'on  peut  réellement  se  proposer â^k 
core  deux  questions  :  l'une ,  de  trouver  la  racine  a  par  le  mojvfî; 
de  la  puissance  donnée  c  ,  et  de  l'exposant  b.  L*autre,  de  trqi|< 
ver  l'exposant  b ,  en  supposant  connues  la  puissance  ç  et  la  x^ 
cine  a.  > 

217.  On  peut  dire  que  la  première  de  ces  questions  a  été  ré- 
solue  dans  le  chapitre  de  l'extraction  des  racines.  Car ,  pai 
exemple  ,  si  i:=2  et  que  c^-=.Cy  nous  savons  que  cela  signifi 
que  a  est  un  nombre  tel  que  son  quarré  soit  égal  à  c ,  et  parcoil 

séquent  que  a=|/c.  De  même  si  h=S  et  c^-=c ,  on  sait  qu'i 
faut  que  le  cube  de  a  soit  égal  au  nombre  donné  c  ^  et  consé 

quemment  cczryc.  Il  est  donc  aisé  de  conclure  généralement 

de  là  comment  on  doit  déterminer  la  lettre  a  par  le  moyen  déi 

h 
lettres  c  et  i  :  il  faut  nécessairement  que  arrr^c, 

218.  Nous  avons  aussi  déjà  fait  remarquer  la  conséqueno 
qui  suit  du  cas  très-fréquent  où  le  nombre  donné  c  n'est  pa 
réellement  une  puissance  *,  savoir  qu'alors  la  racine  cherchée  < 
ne  peut  s'exprimer  ni  par  des  nombres  entiers  ,  ni  pà 
des  fractions.  Et  comme  cette  racine  admet  nécessairemen 
une  valeui:  déterminée  ,  la  même  remarque  nous  a  con 
duits  aune  nouvelle  espèce  de  nombres  que  nous  avons  dit  qu'oîi 
nommait  nombres  sourds  ou  irrationnels ,  et  que  nous  avon 
Yua  se  diviser  en  une  inEnité  d'e»pèces  à  cause  de  la  grand 
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rersité  des  racines.  Enfin  la  même  considération  nous  a 
à  conn^tre  l'espèce  particulière  de  nombres  qu'on* 
nommés  nombres  imaginaires,    t 

ai^.  n  nous  reste  à  considéier  la  seconde  question  qui  a  pour 

jet  de  déterminer  l'exposant  par  le  Aoyen  de  la  puissance  c 

de  la  racine  a,  toutes  deux  connaes.  Cette  question^  qui 

s'était  pas  encore  présentée^  nous  conduira  à  l'importante 

)rie  des  Logarithmes  ,  dont  Tusage  est  si  étendu   dans 

tes  les  Mathématiques  ,  qu'il  y  a  peu  de  long  calcul  dont 

paisse  Tenir  à  bout  sans  son  secours.  On  verra  dans  le 

suivant,  pour  lequel  nous  réservons  cette  théorie, 

l'cOe  nous  fait  parvenir  à  une  espèce  de  nombres  que  nous 

l'av<His  pas  encore  rencontrés  jusqu'ici ,  et  qu'on  ne  peut  pas 

compter  panm  les  nombres   irrationnels   dont  nous 

F<ns  parlé. 


s 
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oa 
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CHAPITRE    XXI. 
t. 

Des  Logarithmes  en  général. 


En 


230.  JLfN  reprenant  Téquation 


a» 


nous  commencerons  par  remarquer  que,  dans  la  doctriiM^ 
logarithmes  ^  on  adopte  pour  la  racine  a  un  certain  nomll 
pris  à  volonté ,  et  qu'on  suppose  que  cette  racine  conser 
invariablement  la  valeur  adoptée.  Cela  posé^  on  prend  Fâ 
posant  b  tel  que  la  puissance  a^  devienne  égale  à  un  noff 
bre  donné  c,  et  c'est  alors  cet  exposant  b  qu'on  dit  et 
le  logarithme  du  nombre  c.  Nous  nous  servirons  ,  pour  tÀ 
primer  cette  signification,  de  la  lettre  L  ou  des  lettres  ït 
tiales  log.  Ainsi  en  écrivant  6  =  Le,  ou  6 =/o^.c,  on  i 
dique  que  b  est  égale  au  logarithme  du  nombre  c,  ou  bien  ^ 
le  logarithme  de  c  estô.  "^ 

221.  On  voit  donc  que  la  valeur  de  la  racine  a  une  S 
établie ,  le  logarithme  d'un  nombre  quelconque  c  n'est  anî 
chose  que  l'exposant  de  la  puissance  de  a ,  qui  est  égale  ib 
C'est  ainsi  que  c  étant  =  a^,  b  est  le  logarithme  de  la  pnj 
sance  cf.  Si  l'on  suppose  à  présent  que  &=i,  on  ai  p<9 
le  logarithme  de  a} ,   et  parconséquent 

L.a=  1. 

Si  Ton  suppose  &;i=:2^  on  a  2  pour  le  logarithme  de  ^ 
c'est-à-dire , 

L.a»=2, 


aura  de  la  même  manière^ 

L.a?=3;  L.a^=4;  L.a*=:5, 

insi  de  suite. 

2.  Si  Ton  ftit  b=o,  oa  ymt  que  o  tara  k  logariduna 
'  :  or  ^  =zii  parconsiqae&t  L.i  sso ,  pour  tout  nom-* 
iris  en  place  dt  la  ràdne  a. 

le  ai  Ton   suppose 

ra—  1  qni  sera  le  logarithme  de  cr^  Or  ^ 


*à 


idonc 


•1— i. 


L. -:s— 1. 
a 


aura  pareillement 

L.-î-=— a;  L-^rzi  — 3iL.— =— 4>«tol 


a 


a»—     -'-'a^ 


aa3.  On  conçoit  donc  comment  on  peut  indiquer  les  lo- 
ttthmes  de  toutes  les  puissances  de  la  racine  a,  et  même 
HZ  de  fractions  qui  ont  pour  numérateur  Tunité ,  et  pour 
Qominateur  une  puissance  de  a.  On  voit  aussi  que  »  dans  tous 
>  cas,  les  logarithmes  sont  des  nombres  entiers  ;  mais  il  faut 
•erver  que  si  b  était  une  fraction,  elle  serait,  généralement, 
logarithme  d'un  nombre  irrationnel.  Car  si  l'on  suppose,  par 

temple ,  &=-,  il  suit  que-  est  le  logarithme  de  à^  ou  de 
'^\  parconséquent  on  a  .  / 


l 


i 


f  fi 
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On  trouvera  de  même 

L.Vû==$*,  L«  l/ûK=J,  etc.    : 

■  •{  :■ 
âa4-  Mais  s'il  s'agit  de  trouver  le  logarithme  d'un  ant^ 

nombre  c ,  on  voit  aisément  .qu'il  ne  peut  être  ni  un  nomb  [ 

entier  ,  ni  une  fraction.  Cependant  il  faut  qu'il  existe  i_ 

exposant  b    tel    que  la    puissance    a*    devienne    égale   IT 

nombre  proposé  :  on  a  donc  6=:L.c.  Donc  généralement 


2a5.  Considérons  à  présent  un  autre  nombre  d ,  dont .  ' 
logarithme  ait  été  indiqué  d'une  manière  semblable  par  Lâ"^^ 
de  façon  que  " 

•m. 
Si  nous  multiplions  cette  formule  par  la  précédente  .( 

nous  aurons  f 

or  l'exposant  est  toujours  le  logarithme  de  la  puissance  ;  pi 
conséquent  « 

Li.c  -f-L.rf=L.cd. 

Que  si  au  lieu  de  multiplier,   nous  divisions  la  prcmit;^ 
formule  par  la  seconde,  nous  obtiendrions 


et  parconséquent  ' 


QL.c-L.a-_£. 


a 


aaS.  C'est  ainsi  que  nous  avons  été  conduits  à  la  découve: « 
des  deux  principales  propriétés  des  logarithmes,  qui  cons. 
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tent  dans  les  équations 


c 


'LA.c^'L.d'^L'Là.cd     et     L.c— L.J=:L.-«. 

La  première  de  ces  équations  nous  apprend  qne  le  loga- 
nthme  d*iin  produit^  comme  cd^  se  trouve  en  ajoutant  en- 
lemble  les  logarithmes  des  facteurs.  La  seconde  nous  enseigne 
qne  le  logarithme  d'une  fraction^  s'obtient  en  soustrayant  le 
logarithme  du  dénominateur  de  celui  du  numérateur. 

A97.  Il  finit  donc  de  lâ^  que  quand  il  s'agit  de  mul- 
tiplier ou  de  diviser  deux  nombres  l'un  par  l'autre^  on  n'a 
besoin  que  d'ajouter  ou  de  soustraire  leurs  logarithmes.  Et 
c'est  là  précisément  en  quoi  consiste  l'utilité  insigne  des  lo- 
garithmes dans  le  calcul.  Car  qui  ne  voit  qu'il  est  incom- 
parablement plus  aisé  d'^outer  ou  de  soustraire  des  nombres, 
que  de  les  multiplier  on  de  les  diviser^  surtout  quand  la  ques- 
tion roule  sur  de  grands  nombres. 

2â8.  Les  logarithmes  offrent  des  avantages  encore  p!us 
grands  dans  le  calcul  des  puissances  et  dans  l'extraction  des 
racines.  Car  si  d=zc^  on  a  par  la  première  propriété 

L.c+L.c=L.cc; 
paroonséquent 

L.ccrsaL.c. 

On  obtient  pareillement 

L.c^=3L.c;  L.c*=:4L.c; 
et  en  général 

L.c*=:nL.c. 

Si  Von  substitue  maintenant  an  des  nombres  rompus  ;  on 
aura  par  exemple  ,  L.c»  c'est-à-dire. 
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Enfin,  si  l*on  suppose  que  nreprésente  des  hombres  négatifs^::ç)t 
on  aura  L.ç"'  ou  -'.2l?î 

L. -=— L.c;  L.{r^=L.  —  cr— aL.c,  iœ! 

c  ce  5, 

et  ainsi  de  suite.   Cela  suit  non-seulement  de  Téquation 

L.c"=nL.c, 
mais  aussi  de  ce  que,  comme  nous  l'avons  vu  plus  haut|^     ''^> 

L.l=o."  ^^•■^: 

2129.  Ainsi  ^  des  tables  dans  lesquelles  les  logarithmes  Bé')^ 
trouveraient  calculés  pour  tous  les  nombres,  offriraient  vaà  j. 
puissant  secours  pour  venir  facilement  à  bout  de  calculs  très*  -j, 
prolixes   qui   exigeraient  beaucoup    de   multiplications ,    df  \: 
divisions,  d'élévations  de  puissances  et  d'extractions  de  racines^  ^ 
Car  on  trouverait  dans  ces  tables  non-seulement  les  logarithmet  Vc 
pour  tous  les  nombres ,  mais  aussi  les  nombres  pour  tous  les  lo-  ^ 
garithmes.    Par  exemple  ,    s'il   est    question    de  calculer  la 
racine  quarrée  du  nombre  c,  on  cherche  d'abord  le  loga- 
rithme de  c ,  qui  est  L.c. ,  et  prenant  ensuite  la  moitié  de 
de  ce  logarithme^  ou  ^  L.c  ,   on  sait  qu'on   a  le  logarithme 
de  la  racine  quarrée  qu'on  cherche.  On  n'a  donc  qu'à  voir 
dans  les  tables  quel  nombre  répond  à  ce  logarithme,  et  on 
est  assuré  qu'il  exprime  la  racine  cherchée. 

.  û3o.  Nous  avons  vu  plus  haut  que  les  nombres  i ,  la ,  3, 
4,  5,  G,  etc.,  c'est-à-dire,  tous  les  nombres  positifs  ,  son| 
des  logarithmes  de  la  racine  a  et  de  ses  puissances  positives, 
et  parconséquent  des  logarithmes  de  nombres  plus  grands  que 
l'unité  :  et  que  les  nombres  négatifs,  comme — 1 ,  —  a,  etc. 

sont  les  logarithmes  des  fractions  -,  — ,  etc.  qui   sont  plus 

a    aa 

petites  que  l'unité ,  mais  cependant  encore  plus  grandes  que  rien. 
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Il  suit  de  là  qae  ai  le  logarithme  est  positif^  le  nombre 
st  tonjours  pins  grand  que  l'imité;  mais  qneâ  le  logarithme 
st  négatif  3  le  nombre  est  toujours  plus  petit  que  i  ^  et 
pourtant  plue  grand  que  zéro.  Parconaéqnent  on, ne  saurait 
indiquer  les  logarithmes  de  nombres  négatifs  ,  et  il  faut  en 
condure  qae  les  logarithmes  des  nombres  négatifs  sont  im- 
posables ,  et  qu'ils  appartiennent  à  la  classe  des  qoantitéa 
imaginaires.  t 

s3i.  n  sera  bon,  afin  d'.édairdr  tdut  cela  encore  mieux^ 
d'adopter  un  nombre  déterminé  pour  la  racine  a,  et  nous 
dioiaîrons  celiii-4à  même  sur  lequd  on  a  fondé  les  tables 
logarithmiques  ordinaires.  C'est  le  nombre  lo:  on  lui  a  donné 
lifnréféreiice,  parcequ'il  sot  dé)i  de  base  A  toute  notre  Aridi- 
aiétiqne.  Mais  on  yoit  facilement  que  tout  autre  nombre, 
pourvu  qn*il  fîtit  plus  grand  que  l'unité ,  pourrait  être  pris 
pour  base.  Mais  il  est  facile  de  saisir  la  raison  pour  la- 
qoelle  <m  ne  peut  supposer  ar=i  ,  puisqu'alors  toutes  les 
puissances  nf  seraient  constanunent  égales  à  l'unité ,  et  ne  peur-* 
lâent  jamais  deyenir  égales  àun  noml)re  donné  c. 


/ 


•  i 
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CHAPITRE     XXII. 
Des  Tables  de  Logarithmes  y  usitées. 

• 

fl3a.  XJans  ces  tables  on  part  de  la  supposition,  comni 
nous  venons  de  le  dire,  qiie  la  base  a  =  10.  Ainsi  le  logl 
rithme  d'un  nombre  quelconque  c  est  Texposant  de  la  poil 
fiance  à  laquelle  il  faut  élever  le  nombre  10,  pour  qu'il  «"^ 
résulte  le  nombre  c.  Ou  bien ,  si  Ton  désigne  le  logarithnr  ^ 
de  c  par  L.c,  on  aura  toujours 

«1 

û33.  Nous  avons  déjà  fait  remarquer  que  le  logaritEmi 
du  nombre  1  est  toujours  o^  et  en  effet  on  a  10**=  1  v  par 
conséquent  :  .4 


tt 


;à' 
I 


L.i  =0;  L.io=i  ;  L. 100  =  2 ',  L.iooG=3; 
L.ioooo=4>  L.iooooo=5;  L.ioooooo=G. 
De  plus 

T.   _1 /.T  » C. 

*-'*ioooo   *r  5  *-••  looooo  —         ^»  < 

*-'•  loooooô--^""^*  '  >- 

234-  Ces  logarithmes  des  nombres  principaux  se  déterm' ' 
nent ,  comme  on  voit,  sans  aucune  peine.  Mais  il  est  difficil- 
de  trouver   les  logarithmes  de   tous  les  autres  nombres,  r* 
cependant  il  est  nécessaire  qu*on  les  insère  dans  les  tablc_^ 
Ce  n'est  pas  ici  encore  le  lieu  de  donner  toutes  les  instruc 
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tknu requises  poor  cette  recherche;  nous  nous  contenteront 
le  présent  de  Toir  en  général  ce  qu'elle  exige. 

a35.  D'abord;  pnisqne 

L.isso  etL.io  =  i^ 

3  est  évident  que  les  logarithmes  de  tous  les  nombres  entre 
1  et  lo  doiyent  être  compris  entre  o  et  i  ^  et  être  parcon- 
iéqaent  plus  grands  que  o  et  plus  petits  que  i. 

Nous  n*aYons  qu*à  considérer  le  seul  nombre  s  ;  il  est 
eortain  qae  son  logarithme  est  plus  grand  que  o^  et  cependant 
phs  petit  que.Funité;  et  si  nous  désignons  ce  logarithme  par 
h  lettre  jc,  ensorte  que 

3  faut  que  la  valeur  de  cette  lettre  soit  telle  qu*on  ait  exac-> 
tement  ' 

io*=a. 

n  est  facile  aussi  de  se  convaincre  que  x  doit  être  beau- 

coup  pins  petit  que  7,  ou,  ce  qui  revient  au  même^  que  10^  est 
plus  grand  que  a.  Car  si  nous  prenons  de  part  et  d*autre 
les  quarrés ,  on  trouve 

a 

(io»)*=io* 

tandis  que  celui  de  a=r4;  or  ce  dernier  est  de  beaucoup  moindre 
que  le  premier.  De  même  j  est  encore  ime  valeur  trop  grande 

pour  X ,  c'est-à-dire  que  lo"^  est  plus  grand  que  a.  Carie  cube 

I 
de  lo"^  est  10,  et  celui  de  a  ne  fait  que  8.   Mais  au  con- 
traire   en    faisant    x  =  ^ ,    on    lui   donnerait    ime    valeur 

trop  petite^  pareeque  la   quatrième  puissance  de  10-^ étant 

10  et  celle  de  a  étant  16,  il  est  clair  que  lo*  est  moindre 
^e  a. 


/ 
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grande  ou  si  est  elle  trop  petite.  Si  Ton  essayait"^  par  exemple^ 
la  fraction  f  qui  est  moindre  que  j ,  et  plus  grande  que  ^>  on 

aurait  à  satisfaire  à  la  condition  que  lo^^  io7 ,  ou  fut  =  22;  ou 

bien  que  la  septième  puissance  de  107,  c*est*-à-dire ,  10^  ou  ioO|^^ 
fût  égale  à  la  septième  puissance  de  a;  or  celle-ci  est  =  ia8^^ 
et  parconséquent  plus  grande  que  celle-là.     Nous  concluons  ^ 

donc  de  là  que  10  7  est  aussi  moindre  que  2,  et  qu'ainsi  f  est 
moindre  que L. a,  et  que  L.a  qui  s* était  trouvé  plus  petit  que 
-3  est  cependant  plus  grand  que  ^, 

Essayons  encore  une  autre  fraction  qui  soit ,  en  conséquence 
de  ce  que  nous  venons  de  trouver,  comprise  entre  ^  et  f .  ^ 

Une  telle  fraction  est  ^  :  il  s'agit  donc  de  voir  si  io»«=a; 

si  cela  est,  les  dixièmes  puissances  de  ces  deux  nombres  sont 

3 
aussi  égales  entr'elles  \  or  la  dixième  puissance  de  10»  •  est 

10'  =  1000,     . 

1 

et  la  dixième  puissance  de  a  est  =  ï024'>  îl  f^**  donc  con-^ 

dure  que  io»<»  n*est  pasura,   que  ^  est  une   fraction  trop 
petite  pour  produire  cette  égalité,  et  que  L.a,  quoique  plus  ^ 
petit  que  {  est  cependant  plus  grand   que  ^. 

a3S.  Cette   considération  sert  à  nous  faire  voir  que  L.a  a 
une  grandeur  déterminée  ,  puisque  nous  savons  que  ce  loga-  ^ 
ritbme  est  certainement  plus  grand  que  ^  et  plus  petit  que  {. 
Nous   ne  pouvons  pas  aller  plus  loin  pour  le    présent,   et 
puisque  nous  ignorons  encore  la  vraie  valeur  de  ce  logarithme ,  , 
nous  l'indiquerons  par  x ,  ensorte  que 

L.a  =  x; 
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itnons  montrerona  comment  ^  ai  elle  était  connue^  <m  pourrait 
ca  déduire  les  logarithmes  d'une  infinité  d'autres  nombres. 
Nous  novis  servirons  pour  cet  effet  de  l'équation  rapportée 
{lus  haut 

L.o£{=L.c-f-L.c2^ 

ifà  eiqnime  que  \é  logarithme  d'un  produit  se  trouve  en 
ijoutant  ensemble  les  logarithmes  des  faoteun.  * 

sSfj.  D'abord^  comme 


L.a=j?^  et  L.io=:i^ 


aoDs  aurons 


Li.ao=i  +  i  ;  L.aoo=x+fl;luaooo=x+3; 

L.âoooo=a;  -f  4  »  i^^  L.aooooo  ==  â?  +  ^  >  ®^-  • 

â38r.  IH  plus  »  comme 

LKC*=:flL.c^  L.i^ss:3L:c^.Ljc^=:4L.Cy  etc. 

r    • 

t 

nous  avons  ,  ^.  .        . 

L.4=aj:-,  L.8=3xiL.i6=4^-,L5flî=5x;  L.G4=6a:,etc. 

«  * 

et  nous  trouvons  par-là  que 

•     L.4b       =5u:  + 1 -,  L.400     '=:aa:  +  a; 
L.4<^oo  =  iMc  +3 ;  L.40000  =  ax  +  4 ,  etc. , 

L.80       =  3a:  + 1  ;  L.800       =3a:  +  a; 

...  ■' 

L.8000  =3a:+5;L.8oooo  =3a;-f4>etc- 

L.160     =4r+i;L.iSoo    =4x+a; 
ii.i6oooï=4a:+3  ;  L.i6oooo=4^+4>etc/ 


C)4  ÉLEMEJQS 

aS^»  Reprenons  aussi  l'autre  équation  fondamentale , 

J^ >  ^zin  J_i . C  ■"  JLi  •  O  * 

et  supposons  c=io^etJ=:2;  puisque 

Ij.io=i  etL.a=:a:, 
nous  aurons  L.;^  >  ou., 

et  nous  déduirons  de  là  les,  équations  suivantes: 

L.5o     =3— a:;  L.5oo  .  =3—  a7;L.5ooo   =4~^>et 

L.25=a — ax-jL.iaS     =3— SxjL.GsS      =4 — 4^, et 

-  -  '* 

L.âSo  =  3 — 2x  'y  U.qSoo  =:4 — aa:  ;  L.aSoQO  =5  —  zx,  et 

L.ia5o=:4 — 3xrL.ia5oo=5— 3x;L.ia5ooo=6 — 3x, 

L.6a5o==  5 — 4x\  L.Ga5oo=6  — ^x  ;  L.625oôo=:7  — 4^^  e1 

a4o.  Si  Ton  connaissait  le  logarithme  de  3 ,  ce  serait  encc 
le  moyen  de  déterminer  un  nombre  prodigieux  d'auti 
logarithmes.  En  voici  quelques  preuves ,  en  supposant  le  I 
exprimé  par  la  lettre  y. 

J^,5o=y  + 1  ;  L.3oo  =2y  +  a  ;  L.Sooo  =j^  +  3,  etc. 

•    L.9=aj^-,  L.a7  =  3y;  L.8i  =  4y;  L.a43=5y,  etc. 
On  aura  aussi 

L.G  =  x+j^-,  L.ia==:aa:+J'>  L.i8:=a;+2y; 
et  -  -     -      •  '  ^      ' 

L.i5=:L.3+L.5=y  +  i  — ^* 

a4i .  Nous  avons  vu  plus  haut  que  tous  les  nombres  pi 
viennent  de  la  multiplication  '  des  nombres  qu'on  nom 
premiers.    Si  Ton  connaissait  donc  seulement  les  logarithr 
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tofos  les  nombres  premiers^  on  pourrait  trouver  par  de 
additions  les  logarithmeà  de  tous  les  autres  nombres, 
nombre  âio  ^  par  exemple^  étant  formé  des  facteurs  sà, 
,5,7,  son  logarithme  sera 

=L.a+L.3  +  L.54.L.7. 

hrôHement  ,  puisque 

36o=a.a.a.3.3.5=a^3».  5, 

•  ■ 
Li.36o=3  L.a  4-aL.3  +  L.5. 

I  est  donc  clair  que  connaissant  les  logarithmes  des  nom-^ 
1rs  premiers  ,  on  peut  déterminer  ceux  .de  tous  les  autres 
■ombres^  et  que  c'est  à  calculer  ceux-là  qu'il  £iut  s^attacher. 
mot  tout  si  Ton  se  propose  de  construire  des  tables  de 
loprithmei.  '  . 


fi 

!S 
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CHAPITRE    XXIII. 


c 


31 


De  /a  manière  de  représenter  les  Logarithme, 


^5è 


1^' 


a42.i^  ous  avons  vu  que  le  logarithme  de  a  est  plus  g^a^ 
que  X6  et  plus  petit  ^e  -|,  et  que  parconséquent  TexpoM 
de  10  doit  tomber  entre  ces  deux  fractions ,  pour  que  l^P^L^ 
sance  devienne  =  ia.  Or  quoiqu'on  sache  cela,  quelque 
tion  cependant  qu'on  adopte  conformément  à  cette  cond 
la  puissance  qui  en  résulte ,  sera  toujours  un  nombre  irt 
tionnel  plus  grand  ou  plus  petit  que  a  ;  et  parconséqurf 
le  logarithme  de  a  ne  saurait  être  exprimé  par  une  v» 
fraction.  Cela  fait  qu'il  faut  se  contenter  de  déterminer  ;r 
valeur  de  ce  logarithme  d'une  manière  assez  approchée  po| 
que  l'erreur  devienne  insensible.  On  se  sert  pour  cela  S^^- 
fractions  décimales  ;  c'est  ainsi  qu'on  nomme  des  nombq^ 
dont  la  nature  et  les  propriétés  méritent  d'être  mises  dlji^ 
le  plus  grand  jour.  ^  ^ 

a43.  On  sait  que,   dans  îa  tnânièi'e  ordinaire  d'écrire  %^ 
nombres  avec   le  secours  des  dix  chiffres  ou  caractères 


■  V 

I 

1 


o>  1,  a,  S,  4,  5,  6,  7i  8,  g, 

il  n'y  a  que  le  premier  chiffre  à  droite  qui  ait  sa  signiEcatii 
naturelle  ;  que  les  chiffres  à  la  seconde  place  comptent  & 
fois  plus  que  ce  qu'ils  comptaient  à  la  première  •  que  ïi 
chiffres  écrits  à  la  troisième  place  comptent  cent  fois  plu» 
ceux  de  la  quatrième  mille  fois  davantage ,  et  ainsi  de  suite 
c'est-à-dire  qu'à  mesure  que  les  chiffres  avancent  vers  l 
gauche ,  ils  acquièrent  une  valeur  qui  est  dix  fois  celle  qu'il 
avaient  dans  le  rang  immédiatement  à  droite.  C'est  ainsi  cft 

da: 


OS  le  nombra  1766  le  chiffre  5  est  au  premier  rang  i  le  droite , 
signifie  5  unités.  Au  second  rang  est  6;  mais  ce  chiffre^ 
ifieu  de  signifier  6^  indique  10.6  ou  60.  Le  chiffre  7  est  au 
oiaème  rang,  et  signifie  100.7  ^^  7^^'  Enfin  le  i,  qui  est 
t quatrième  rang,  signifie  leoo  ;  yoilà  donc  pourquoi  on  pro* 
DBce  le  nombre  proposé  de  cette  manière. 


Un  mille  (ou  mille')  sept  cent  soixqnle  et  cinq. 

^m.  Puisque  les  unités  des  chiffres  deviennent  toujours  dix 
iphs  grandes  en  allant  de  la  droite  vers  la  gauche ,  et  que 
lent    eUes   deyiennent    continueQement   dix   fois 
I,  en  allant  de  la  gauche  vers  la  droite,  on  pourra^  en  se 
à  cette  kÂ,   avancer  encore  davantage  vers  la 
»,  et  on  obtiendra  des  chiffres  dont  les  unités  continue- 
de  devenir  dix  fois  moindres.   Msiis  ce  à  quoi  il  faudra 
fidre  attention ,  c'est  à  la  place  des  unités  simples^  ou 
premier  ordre;   on  l'indique  par  une  virgule  qu*on   met 
ee  rang.  Si  l'on  rencontre  donc^  par  exemple  ^  le  nom* 
36,^54899,  voici  conmie  il  faut  l'entendre  :  le  chiffre  S 
a  sa  yaleur  naturelle;  et  le  chiffre  3^  qui  est  au 
rang,  signifie  3o.   Mais  le  chiffre  5  qui  vient  après 
tTÊrgnle .  ne  signifie  que  ^  ;  ensuite  le  4  ne  vaut  que  ,4ô  » 
clùffre  8   signifie  —'^  ;  le  chiffre  9  signifie  7^—  ;  et  le 

Ere  a  vaut  -ï^^o-    ^  '^^^^  ^^"^^  9*^®  P'"®  ^®®  chiffres 
it  vers  la  droite  »  plus  leurs  unités  diminuent ,  et  qu'à 
fin  elles  deviennent   si  petites,   qu'on  peut   avec  raison 
regarder  comme  nulles  C^). 

[i^B.Yoilàrespèce  dénombres  qu'on nomme/roc^fon^  décima^ 
,tt  c'est  de  cette  manière  aussi  qu'on  indique  les  logarithmes 
hs  tables.  On  y  exprime >  par  exemple,  le  logarithme 
«par  o,3oio3oo,  où  nous  voyons,   i*.  que  puisqu'il  y 


IToyez  kt  Traités  d^Aritbnétiqae  de  Carnier,  Lacroix  »  etc. 

G 


i|&  i  L  i  ^  É  jx  s 

a  un  o  devant  la  virgule^  te  logarithme  ne  faft  pas  tm  entîe 
22®.  que  sa  valeur  est 

J_4-  «--L-J — I ? — I L-«l 2- L..^ 

Td  I  ioe  i  looe  l  t oooo  i  i ooooo  l  i oooooo  i  i o 


ooooooe' 


On  peut  remarquer  qu'on  aurait  bien  pu  omettre  les  deV 
derniers  zéros ,  mais  c'est  qu'ils  servent  à  indiquer  que  le  k 
garithme  en  question  ne  contient  aucune  de  Ces  parties  f' 
ont  1  oooooo  et  looooooo  pour  dénominateur.  On  ne  niep: 
au  reste  qu'on  n'eût  pu  trouver  ;  en  continuant  encore,  à 
parties  plus  petites  ;  mais  on  les  néglige  à  cause  de  leur  i: 
trême  petitesse.  ^ 

24^.  Le  logarithme  de  3  se  trouve  exprimé  dans  les  tabi 
par  o,477^^^^>  ^^  ^^^^  donc  qu'il  ne  contient  point  d'entie^ 
et  qu'il  est  composé  des  fractions  suivantes  : 

4-4--7 L-JL-  *J ' 1 1 1 « L. 1 ^  ' 

xo  I  leo  I  lodo  1^  looe©  1  i ooooo  i^  i oooooo  l  tooooooo* 


<i 


Msds  il  ne  faut  pas  croire  que  de  cette  manière  le  lo^ 
rithme  soit  assigné  avec  la  dernière  précision.  On  peut  sC' 
lement  être  certain  que  l'erreur  est  moindre  que  de  tôô^? 
il  est  vrai  d'un  autre  côté  que  cette  erreur  est  si  petite ,  qa*:^ 
peut  très-bien  la  négliger  dans  la  plupart  des  calculs.     ;} 

â47'  Suivant  cette  façon  d'exprimer  les  logarithmes^  C€ 
de  1  doit  être  indiqué  par  o^ooooooo^  puisqu'il  eatréellem 
s=u>.   Le  logarithme  de  lo  est  1,0000000,  où  l'on  recom'^ 
qu'il  est  exactement=  i .  Le  logarithme  de  100  est  3,0000»"^ 
du  exactement =2.   Et  l'on  peut  en  conclure  que  les  lo]'^ 
rithmes  de  tous  les  nombres  qui  sont  contenus  entre  ic"^ 
100,  et  parconséquent  composés  de  deux  chiffres,  que 
logarithmes ,  dis-je ,   sont  compris  entre  1   et  â ,  et  paro^ 
•équent  qu'ils  doivent  s'exprimer  par  i-f- une  fraction  ^^'^ 
inale.  C'est  ainsi  que  ~ 

JL.5o  =  1,6989700  ; 


i>  ^  A  L  o  è  &  R  £)'  §^ 

M  Ttienr  est  donc  Timité,  et  outre  cela 

.se    i^loo    1^  to«o    i^loioo    1^  i»d   e«* 

un  n*ai¥ra  pas-  de  peine  i  remarquer  de  même  qne  les  lo-:* 
garithmes  des  nombres  entre  loo  et  looo  s'expriment  par 
a  entiers  avec  une  fraction  décimale.  Ceux  des  nombres  entre 
iocx>  et  lOOOb,  pair  3  -|-  une  faction  déciiiiale.  Ceux  des  nom- 
bres entre  loooo  et  looooo  par  4  entiers  joints  à  une  telle 
fraction^  et  ainsi  de  suite.  Lé  /og.  800,  par  exemple ^  est 
=E:  â^^o2Â:)goô  ;  celui  de  as^ô  est  3^35g8355|  etc. 

s^B-  I^  loguitiiiiieîi  an  contraire  des  liombilies  iâoindrés 
que  io  ^  ott  qui  ne  s'expriment  qile  par  tlh  teul  jchiffré  ^ 
Bé  font  pas  un  entier^  et  voilà  pourquoi  on  troure  un  b 
devant  la  virgule;  Ainsi  nous  avons,  deux  parties  à  considérer 
dans  un  logarithme.  La  première  est  celle  qui  précède  la 
yirgule  et  qui  indique  les  entiers  quand  il  y  en  a;  l'autre 
inÂque  les  fractions  décimales  qu*il  faut  ajouter  aux  entiers. 
La  partie  première  ou  entière  d'un  logarithme ,  qu'on  nommé 
lé  plus  souvent  la  caractéristique,  se  déteiminè  fâcitement 
d'après  ce  que  nous  avons  dit  dans  l'article  précédent.  Elle 
est  6  pour  tous  les  nombres  qui  n'ont  qu'un  chifire  ;  elle 
est  1  pour  ceux  qui  en  ont  deux  ;  elle  est  a  pour  ceux  qui 
en  ont  trois ,  et,  en  général^  elle  est  toujours  d'une  unité  i&oin- 
dre  que  le  nombre  des  chiffres.  Si  donc  on  demande  le 
logarithme  de  1766,  on  sait  déjà  ^e  la  préniière  partie^  ou 
celle  des  entiers^  est  3  nécessairement. 

â^S-Ainéîi  fédprôî^eiiient,  on  récônnaii:  à  là  première  ins« 
(HMrtion  de  la  première  partie  d'un  logaritbme ,  de  combien 
de  chiflâres  est  composé  le  nonibre  qui  répond  à  ce  logarithme  ; 
puisque  le  nombre  de  ces  figures  est  toujours  d*une  unité  plus 
grand  que  celui  des  unités  entières  contenues  dans  le  logarithme. 
Si  où  avait  troUvé>  ^ar  exemple^  pour  le  logarithme  d'un  nombre 
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inconnu  6^477 1^^^>  ^^  saurait  d'abord  que  ce  nombre 
être  de  sept  chiffres  ;  et  plus  grand  que  uoooooo.  Et 
effet  ce  nombre  est  Soooooo;   car 


:jc       ::^ 


Or 


Logarithme  Soooooo = L.3  -f-  L.  loooooo. 


L.3=o,477iai3,  et  L.  1000000=6, 


>  \. 


m 


et  la  somme  de  ces  deux  logarithmes  est  6|477i2i3. 

â5o.  La  partie  essentielle  dans  un  logarithme  est  donc  la 
tion  décimale  qui  suit  la  virgule ,  laquelle  même  une  fois  c< 
sert  pour  plusieurs  nombres.  Pour  prouver  ceci ,  consid^ 
le  logarithme  du  nombre  365  :  sa  première  partie  est 
quant  a  l'autre  ou  la  fraction  décimale,  indiquons -la, 
abréger ,  par  la  lettre  x.  Nous  ayons  donc 

L.365=2+ar. 
Or  en  multipliant  continuellement  par  10 ,  nous  auron» 

L.365o=3  +  a?,  L.365oo=:4+x;  L.365ooo=:5+«j 

et  ainsi  de  suite.  Mais  nous  pouvons  aussi  aller  en  sens  in^ 
et  diviser  continuellement  par  10,  cela  nous  donnera 


-L.36,5  =  i  4-x;  L.3,S5=o+a?;  L.o,365=— l+ap;.• 
o,o3S5=— a+x;  L.o,oo3G5=— ^3+x 

«t  ainsi  de  suite. 

.â5i.  Tous  ces  nombres  donc  qui  proviennent  des  figOE 
365 ,  soit  précédées ,  soit  suivies  de  zéros ,  ont  toujoun»j||'^ 
même  fraction  décimale  pour  seconde  partie  du  logarithme; 
toute  la  différence  roule  sur  le  nombre  entier  qui  est  devant 
virgule,  lequel  peut  même  ,  comme  nous  avons  vu,  deve 
négatif  ,  ce  qui  arrive  quand  le  nombre  proposé  est 
petit  que  1.  Or  comme  les  Calculateurs  ordinaires  ont 
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[  hpeineà  traiter  les  nombres  négatifs,  on  a  coutume^  dans  ces 
eu,  d'augmenter  de  lo  les  entiers  du  logarithme,  c'est-à-dire 
cpi'on  écrit  lo  au  lieu  de  o  devant  la  virgule.  De  sorte 
ipi'i  la  place  de— i  on  a  9;  au  lieu  de  —  s  on  a  8;  au 
lieu  de  — 3  on  a  7,  etc.  Mais  il  ne  faut  jamais  oublier 
alors  qae  la  caractéristique  est  trop  grande  de  dix  unités, 
et  ne  pas  s'imaginer  que  le  nombre  est  de  10 ,  ou  9 
on  8  chiffres.  On  sent  bien  que  si  dans  le  cas  dont  nous  par- 
lons, cette  caractéristique  est  plus  petite  que  10,  on  ne  peut 
commencer  à  écrire  les  chiffres  du  nombre  qu'après  une 
TÎignle.  Par  exemple ,  que  si  la  caractéristique  est  9 ,  on  doit 
commencer  au  premier  rang  après  une  virgule  ;  que  si  elle  est  8, 
fl  fimt  mettre  encore  un  zéro  à  ce  premier  rang,  et  ne 
commencer  à  écrire  les  chiffres  qu'au  second  rang.  C'est 
ainsi  que  9,5622929  serait  le  logarithme  de  o,365,  et  8^6622939 
le  log.  de  o,o365.  Mais  c'est  dans  les  tables  des  sinus  prin^ 
cipalement  qu'on  fait  usage  de  cette  manière  d'écrire  les  lo-^ 
garithmes. 

253.  On  trouve  dans  les  tables  ordinaires,  les  décimales  des  lo- 
garithmes poussées  jusqu'à  sept  chiffres  ou  Egures,  dont  la  dernière 
parconséquent  indique  les  ,ooo'oq?? >  ®*  o^  ^^*  sûr  que  l'er- 
reor  n'est  jamais  d'une  unité  de  ce  dernier  ordre  et  qu'ainsi 
elle  n'est  d'aucune  importance.  Il  y  a  cependant  des  cal* 
cols  où  l'on  a  besoin  d'une  précision  encore  plus  grande; 
on  se  sert  alors  des  grandes  tables  de  Vlacq^  où  les  logarithme» 
se  trouvent  calculés  avec  dix  décimales. 

253.  Comme  la  première  partie,  ou  la  caractéristique  d*ui» 
logarithme  ,  n'est  sujette  à  aucune  dilEculté ,  on  l'indique 
tarement  dans  les  tables;  on  n'y  exprime  que  la  seconda 
partie  ,  on  les  sept  figures  de  la  fraction  décimale.  On  a 
de»  tables  anglaises  où  Ton  trouve  les  logarithmes  de  tous 
ixsiy^  nombres  depuis  1  jusqu'à  100000 ,  et  même  ceux  de 
p\x)lioinbres  plus  grands  ,  parceque  de  petites  tables  addition- 
ji|adles  indiquent  ce  qu'il  faut  ajouter  aux  logarithmes ,  à  raison 
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des  chiffres  que  les  nombres  proposés  ont  de  plus  que  dan^"^ 
les  tablt'S.  On  trouve,  par  exemple,  le  logarithme  de  379456 ■ 
facilement ,  par  le  moyen  de  cçlui  de  37945  et  des  petites 
t^les  dont  nous  parlons. 

fa54-  On  comprendra  aisément  par  ce  qui  a  été  dit  ^  comment  j^ . 
ayant  trouvé  un  logarithme ,  on  doit  prendre  dans  les  tablèi:  - 
le  nombre  qui  lui  convient.  Cela  deviendra  encore  plus  clair  i^ 
par  un  exemple  :  multiplions  les  nombres  343  et  a^^i .  Puis^ 
qu'il  faut  ajouter  ensemble  les  logarithmes  ^  on  disposera  l#r^ 
calcul  ^nsi  qu'il  suit  : 

L.    343=3,5352941  :? 

L.  24^1  =3,3803921^ 


;=  5,9 156863 

Je  nombre  cherché  est  donc  823543. 

Car  la  somme  est  le  logarithme  du  produit  cherché;  oik<c, 
voit  pai;  sa  caractéristique  5  que  ce  produit  est  composés^ 
de  six  chiffres  ,  et  ceux--ci  se  trouvept  par  le  moyen  dmi 
la  fraction  déciiiiale.  .  '3 

255.    Comme    c'est    en    particulier    dans   Textraction  des^ 
racines  que  les  logarithmes  rendent  de  grands  service^,  don- 
nons aussi  un  exemple   de  la  manière  dont  on  les  applique 
à  cette  partie  du  calcul.  Supposez   qu'il  s'agisse  d'extrairej  j^ 
la  racine   quarrée  de    10.    Vous  divisez  simplement  par  J 
le  logarithme  de  10,  qui  est  1 ,0000000  -,  le  quotient  o;5booooc  ( 
est  le  logarithme  de  la  racine  cherchée.  Or  le  nombre  qoi 
dans  les  tables  répond  à  ce  logarithme,   est  3,16228,  doai^' 
le  quarrë  e3t   effectivement  égal  à  ip^  à  yn-çenf  QiiUièflaH  1^ 
près,  dont  il  est  plus  grand.  "^"^^ 

I 
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SECTION     SECONDE. 

Des  différentes  Méthodes  de  Calcul  pour  les 
Grandeurs  composées  ou  complexes. 


tm 
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CHAPITRE     PREMIER^ 
De  V Addition  des  Quantités  complexes. 

s56.  JLjors qu'on  a  deux  ou  plusieurs  formules  composées 
de  plusieurs  termes  à  ajouter  ensemble ,  on  ne  fait  souvent 
qu'indiquer  cette  addition  par  des  signes^  en  mettant  chaque 
formule  entre  deux  parenthèses  ,  et  en  la  liant  avec  les 
autres  par  le  moyen  du  signe  -f~*  S'il  8*agit ,  par  exemple  « 
d'^outer  ensemble  les  formules 

û  +  ^+^^t^+^+A 
on  indique  la  somme  en  cette  manière  ; 

(a  +  i  +  c)  +  (rf+e+/). 

267.  On  sent  bien  que  ce  n*est  pas  là  effectuer  Tadditioii  » 
que  ce  n'est  que  l'indiquer.  Mais  on  voit  aussi  que  pour 
la  faire  réellement^  on  n'a  qu'à  omettre  les  crochets;  car 
le  nombre  d-^e^f  àes^nt  être  ajouté  à  l'autre,  on  sait 
que  cela  se  fait  en  y  feignant  d'abord  -f"  d^  ensuite  -fr  ^  > 
tt  ensuite  -^Z*;  ce  qui  donne  donc  la  somme 


■,' 
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Qn  se  condtiirait  de  la  même  manière^  si  quelques-uns  i 
termes  étaient  affectés  du  signe  -^  ;  il  faudrait  les  joindre  Y 
à  la  suite  de  l'autre^  sous  le  signe  qui  précède  chacun  d'eux 

â58.  Afin  de  rendre  ceci  plus  clair  ,  nous  considéren 
un  exemple  en  nombres  purs  ;  nous  nous  proposerons  d'ajod 
à  la  formule  1  a -^  8  cette  autre,  i5*— 6.  Si  nous  commençt 
donc  par  ajouter  i5,  nous  aurons  is  — B-f-^S;  or  c'él 
ajouter  trop,  puisqu'il  ne  fallait  ajouter  que  i5 — 6,  e1 
est  clair  que  c'est  6  que  nous  avons  ajouté  de  trop.  Otx 
donc  ces  6  unités ,  en  les  écrivant  avec  leur  signe  soustract 
nous  aurons  la  somme  véritable. 

i2~8  +  i5~6. 

D'où  l'on  voit  que  ces  sommes  se  trouvent  en  écrivant  tx 
les  termes  ^ .  chacun  avec  le  signe  qui  lui  est  propre. 

aS^.  S'il  est  donc  question  d'ajouter  la  formule  d-^e- 
â  la  formulea—- &-f-^>  on  exprimera  ainsi  la  somme  : 

en  remarquant  cependant  que  l'ordre  dans  lequel  on  écrit  < 
termes  est  indifférent.  On  peut  les  changer  de  place  à  n 
lonté,  pourvu  qu'on  conserve  les  signés.  Cette  somme  pourra 
par  exemple ,  s'écrire  ainsi  : 

â6o.  On  voit  assez  que  l'addition  ne  souffre  aucune  dilHcul 
de  quelque  forme  que  soient  les  termes  sur  lesquels  on  opè 
S*il  fallait  ajouter  ensemble  les  formules 

ûo^  +  Gv/fi— 4L.cet5  i/a— 7c, 
on  écrirait 
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dans  cet  ordre  même ,  soit  dans  tout  autre  ^  pourvu  qu'on 
change  pas  les  signes. 

s6i.  Mais  il  arrive  souvent  que  les  sommes  trouvées  de 
eette  manière  peuvent  se  réduire  considérablement  :  ce  qui 
arnre  lonqne  deux  ou  plusieurs  termes   s'entre-détruisent  : 

• 

^co&ime,  par  exemple,    si  Ton   rencontre   dans  une  même 
le les  termes  +a  —  a  ou  3a— 4a-f-o>ou  si  l'on  peut 
deux  ou  plusieurs  termes  en  un  seul.  Voici  des  exemples 
le  cette  seconde  réduction  : 

Sa — 8a=:— 3a;— 76+6= — 66; — 3c  —  4^=— 7c; 
aa— 5a+a=— aa;  — Zb  —  56  4"^^= — ^^' 

On  peut  donc  abréger  ou  contracter  le  résultat,  toutes  les 
fois    que    deux    ou   plusieurs    termes    sont   entièrement   les 

mes  quant  aux  lettres.  Mais  il  ne  faut  pas  confondre  ces  cas 
afec  ceux-ci  naa-i^Za,  ou  a6^— M;  ceux  de  cette  espèce 
ne  souffrent  point  de  réduction. 

a6s.  Considérons  encore  quelques  exemples  de  réduction; 
Jfi  suivant  nous  conduira  d'abord  à  une  vérité  très-utile. 
Supposez  qu'il  faille  ajouter  ensemble  les  formules  a  4*  ^ 
et  a— 6;  notre  règle  donne  a  +  6  +  a  — 6;  or 

a-f-a  =  â^>  et  6— i  =0; 

la  somme  est  donc  sa;  parconséquent  si  l'on  ajoute  ensemble 
la  somme  de  deux  nombres  (a+6)  et  leur  différence  (a— i), 
on  obtient  le  double  du  plus  grand  de  ces  deux  nombres. 

Voici  encore  d'autres  exemples  : 


3a  —  ai— 
56  — 6c-f-  a 


Jfl^Zb-^^c 


c? — aaa6  -f-  aa66 
—  aa6  +  «a66 — 6^ 


a^— 3aa6+4a66— 63. 
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CHAPITREIL  ^ 

De  là  Soustraction  des  Quantités  complexes.'']^ 

a63.  ï3l  on  ne  veut  qu'indiquer  la  soustraction,  on  enfenà 
obaque  formule  entre  deux  crochets^  en  écrivant  sous  le  signer* 
la  formule  qui  doit  être  soustraite  à  la  suite  de  celle  doii 
i  1  faut  la  soustraire. 

En  soustrayant,   par  exemple,  la  formule  d— «+/4 
la  formule  a  —  t  +  c,  on  trouve  le  reste 

(a~i  +  c)-(d-e+/); 

et  cette  façon  de  l'indiquer  donne  suffisamment  à  connaitt 
laquelle  des  deux  formules  doit  être  soustraite  de  Vautre. 

flS4.  Mais  quand  on  veut  effectuer  réellement  la  soustrad 
tion,  il  faut  observer  d'abord,  qu'en  soustrayant  d'une  qiil#^ 
tité  a  une  autre  quantité  positive  -^-b^  on  obtient  a — à.  Il 
second  lieu  ,  qu'en  soustrayant  dé  a  une  quantité  n^al|| 
—5,  on  obtient  a -f-i;  parce  qu'ôter  à  quelqu'un  une  4^1 

est  autant  que  lui  donner  quelque  chose,  \ 

'  .1' 

â65.   Supposons  maintenant  qu'il  s'agisse  de  soustraire  4g 
la  formule  a  —  c  la  formule  b^d,  on  ôtera  d'abord  6  ; jç 
qui  donne  a^^c — b  :  or  on  a  ôté  la  quantité  d  de  troi^ 
puisqu'il  ne  fallait  soustraire  que  &  — J;  il  fat^dra  donc  rC 
tituer  la  valeur  de  d,  ^t  on  aura 

a  — c— 6+^> 

d'où  il  résulte  qu'il  faut  changer  les  signes  deg  ten^"* 
de  la  formule  à  soustraire  ,  et  les  ajouter  sous  ces  sigA'^ 
contraires  aux  termes  de  l'autre  formule, 

&66.  Il  est    donc  facile^   d'après  cette    règle,  de  fé 


<a 
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raction^  pqisqa'on  ne  fait  qu'écrire,  telle  qu'elle  e«t, 
formule  de  laquelle  il  faut  soustraire ,  et  que  l'autre  s'y 
pat  sans  autre  diangement  que  celui  des  signes.  C'est  ainsi 
i^  dans  le  premier  exemple  ^  où  il  s'agissait  de  soustraira 
a^~b+ç  la  formule  d — «+/*,  on  obtient 

a  —  i -f- c— •  CÎ+ c  — /". 

Un  exemple   ejx  nombres  rendra  cela  encore  plus  clair, 
on  soustrait  U  formule  6 — â-|-4^^  9~^+^»  on  obtiendra 

9— 3  + a— 6+3—4=0  • 
est  évident  ;  car 

9_3+a  =  8; 
même 

é  — a+4=8; 

8— 8;=o. 

9S7.  La  soustraction  n'étant  donc  sujette  à  aucune  di£- 
\f  il  ne  reste  qu'à  faire  remarquer  que  si,  dans  le  reste^ 

ae  trouve  deux  ou  plusieurs  termes  tout-à-fait  semblable! 
aux  lettres  ^  ce  reste  peut  se  réduire  à  une  expression 
abrégée ,  suivant  les  mêmes  règles  que  nous  avon9  don"" 
pour  les  sommes  dans  l'addition. 

j^8.  Qu'on  ait  à  soustraire  dea-^b,  ou  de  la  somme  de  deux 
itités ,  leur  différence  a — b ,  on  aura  d'abord  a'{*b'^a+bi 


a  — az=:oet6  +  ^  =  3^î 

[le  resté  cherché  est  donc  aft,  c'est-à-dire  le  double  de  la 
petite   des  deux  quantités. 

a6g.  Les  exemples  suiyans  tiendront  lieu  d'éclaircissemeni 


f  • 


teneurs  : 


i€A 
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reste  r=2aa. 


5a— 4b  +  5c 
aô  +  4^ — 6a 


reste =90 — 86  -4-  c 


û' + 3aai  +3aA6  +  6' 
a^—Zaab+5abb—b^ 

reste=6aa6 + 26^, 


l/a  +  flV/i 
l/a— 3i/* 


reste =+51/0 
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CHAPITRE    III. 

'a  Multiplication  des  Quanùités  complexes* 

X  ■  1 

JL10B.SQU* IL  n'est  question  qne  d'indiquer  simplement 
;elle  multiplication  ^  on  met  entre  deux  crochets  chacune 
ibrmules  qui  doivent  être  multipliées  ensemble  ^  t%  on 
)mt  les  unes  aux  autres  ^  quelquefois  sans  aucun  signe  » 
[nefois  en  mettant  un  point  ^  ou  le  signe  X  entre  deux. 
xemple,  pour  indiquer  le  produit  des  formules  a— i  4"  ^ 
-e-f-/",  on  écrit 

-.6+c). (<£-.€+/),  ou  (a--fc+c)X(rf— e+/). 

I  se  sert  beaucoup  de  cette  fisçon  d'indiquer  les  produits»' 
îqn  elle  donne  à  connaître  sur-Ie-châmp  de  quels  fao- 
ib  sont  composés. 

I.  Mais  pour  montrer  comment  on  doit  s'y  prendre 
faire  une  multiplication  effective  ^  nous  remarquerons 
)nl  que  pour  multiplier  y  par  exemple  ,  une  formule 
ne  a  —  6  -f~  ^  P^^  ^  >  ^^  ^^  multiplie  chaque  terme  se- 
nent  par  ce  nombre ,  de  sorte  qu'on  obtient 

r  la  même  chose  a  lieu  pour  tous  les  autres  nombres. 
était  par  d  qu'il  fallût  multiplier  la  même  formule ,  on 

iadrait 

a.  Nous  avons  supposé  tout-à-l'heure  que  d  était  un 
bre  positif;  mais  si  c'est  par  un  nombre  négatif  comme 
)  que  la  multiplication  doit  se  faire ,  il  faut  se  rappeler 
!gle  que  nous  avons  donnée  (  n"".  34  )  ^  et  de  laquelle'  il 


1 

.  ■! 
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résulte  ^e  deux  signes  contraires  multipliés  l'un  par  fm 
font  — ,  etqne  les  deux  mêmes  signes  donnent  -f-*  On  at^S 

—  fle-f-fcc-»— ce.  J- 

S73.  Pour  faire  voir  à  présent  comment  une  fomn^ 
comme  ji  >  qu'elle  soit  simple  ou  complexe  ,  doit  être  M\ 
tipliée  par  une  formule  complexe  d — e;  nous  considéra 
d^àbord  un  exemple  /en  nombres  ordinaires  ^  en  snppoi 
qtte  ji  diove  être  multiplié  par  7— 3.  Or  il  est  évident  • 
c'est  ici  le  quadruple  de  A  qudn  demande  ;  ôar  si  l'on  pi 
d'abord  A  septfois ,  il  faudra  soustraire  ensuite  A  pris  trois  f 

En  général  donc  s'il  s*agit  de  multiplier  par  d —  e,  on|, 
tiplierala  formule  A  d'abord  par  d  et  ensuite  par  e,  et 
soustraira  ce  dernier  produit  du  premier  ;  d'où  résulte  dA — '^i 

Supposons  maintenant 

m 
■ 

et  qu'on  ait  cette  quantités-ci  à  multiplier  par  d^^e;  «^ 
aurons 

dA=::ad — bd 

eAzrzae — be 


^   »'  >  ■  — ^— ^^— jB^— ^^M^jfcia 


î£ 


donc  le  produit  cherché  =ad — bd — ae  +  6e. 

374.  Puisque  nous  connaissons  le  produit  (a — ^ft).(rf— *i« 
et  que  nous  n'ayons  pas  lieu  de  douter  de  son  exactitude,  if- 
nous  remettrons  le  même  exemple  de  multiplication  sont 
yeux ,  sous  la  forme  que  voici  : 

a  —  b 
d  —  e 


ad-^bd  —  ac  -f-  be. 

n  BOUS  fait  voir  qu'il  faut  multiplier  chaque  terme  de 
formule  supérieure  par  chaque  terme  de  k  for mttle  kf ériei 
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[fie^pôitf  ce  qui  regarde  les  signes,  il  faut  observer  stric- 
it  la  règle  donnée  plus  haut  ;  règle  qui  se  confirmerait 
la  entièrement ,  si  elle  avait  pu  être  tant  soit  peu  révo* 
lée  en  doute. 

S75.  n  sera  facile^  d'après  cette  règle  ^  de  calculer  l'exemple 
[,  qui  est  de  ûiultxpïitt  d-^-b  paï  a^-^b  : 

a  +  b 

a^b 


aa  +  ab 
—  ab—bb 


produit  aefa  :t2aâ«— &&. 

S76.  On  sait  qu'on  peut  substituer  pour  ûttb  des  nombres 
déterminés  à  volonté  ;  ainsi  l'exemple  que  nous  venons  de 
donner  ^  renferme  le  principe  que  voici  :  le  produit  de 
k  somme  de  deux  nombres  multipliée  par  leur  différence 
est  égal  à  la  différence  des  quarrés  de  ces  nombres.  On  peut 
'  exprimer  cette  vérité  en  cette  manière  : 

Et  on  en  conclut  cette  autre  vérité  :  que  la  différence  entre 
les  quarrés  des  deux  nombres  est  toujours  un  produit ,  divisible 
tant  par  la  somme  que  par  la  différence  des  racines  de  ces 
deux  quarrés  ;  et  que  parconséquent  la  différence  de  deux 
^narrés  ne  peut  jamais  être  un  nombre  premier. 

^jj.  Calculons  encore  quelques  autres  exemples  : 


1*....  fla — 3 

2a  +  2 


aa  +   3 


4aa — 3a 
+  4^-6 


8a^ —  i2aa-(-  18a 

+  1  Q.aa —  1  Sa  +  27 


prod.=4^^+  û — G  Iprod. =80^  +  27 
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5*...^.Saa—  aa6— »  bb 
aa  —  4*    ^ 


Ba^^-^  ^aab^^Qabb 

—  1  aaab  +  Sabb     +  4^ 


4*. . . .  fla+   2o6   +  ^bb 


a^  +  20^6    +  Qaabb 
—  aa^ô   — 4^za&&    — 4^i^ 

+  2aabb    ^^ab^  +  ^b^ 


Prod.=  a*+  4**. 


5*.  .aaa—  3a6  —  4*i 
5aa—   aaô  +   ^* 


6û^  •"   Qo^b  ~^  maabb 

+  acaiô  — 3ai^ — 46* 

Prod.  =  6a4— iSo^i  — 4aa66  +  5cft^— 4^. 

■  ^ 

a   -f-     &  +  C 

a^+aW-f-û^^ — oab'-^aac — abc 
— a6i— acc-f-ûû^+ûoc— raie +4^-1*000— Wc 

—  abc         —  éccf  +  fcic+c' 

^ — — ■  ■  I  !■ 

Prod.  =  a3  _  5abc  +  b^+  (?. 

Lorsqu'on  a  plus  de  deux  formules  à  multiplier  ensemble, 
on  comprendra  sans  doute  qu'après  en  avoir  multiplié  deux  > 
Tune  par  l'autre,  il  faut  ensuite  multiplier  ce  produit  par-, 

unt  : 


i 


D'  iX  G  Ê  B  a  I.  Il3 

VBe  de  cellei  cpii  restent^  et  ainii  de  suite  ;  et  qu'il  est  indiffé- 
rent dans  qael  ordre  se  succéfleroiit  ces  multiplicatioDs.  Qu'on 
se  propose ,  par  exemple^  de  trouver  la  valeur  du  produit  sui- 
vant composé  de  quatre  facteurs  : 

on  multipliera  d'abç^  Tua  par  l'autre  les  deux  premiers  fac- 
teurs 

aa+  oi  «f-  &fr 

a^+  aab  +  abb 
+  aàb-^  abb^b^ 

Prod.=  a^+flaa&-f-aaW+6' (!•) 

-:— — 

EnsuitQ  Qu  multipliera  la  3f  par  4* 

aa—    a&  -f-   && 
a—   4 


a^ —   aab"^   abb 
—  ^iJ  +   ûA  J  —  b^ 


Prod.  =         jf-^Mab  +  stabb  —  b^  .......    (a*) 

Reste  donc  à  mukipHer  i"*  par  a^ 

€^  +  suwi  +  »abb  +  b^ 
ff? — ^dab-i-^abb  —  6^ 

a^  +  aa^6  +  aa*W  +   o^i? 
—  aœ*b  —  4Q^bb  —  ^f^b^ —  aaab^ 

+  za^bb  +  4(^  b^  +  4aaM+  aai^ 

—   fl^i* — zaaM  —  !àab^ — b^ 


Ptod.tot.=a^— i^. 


«79.  'KeprénôQô  Is  Iftêiaê  exemple ,  mais  changeons  Tordra 

H 


V-. 
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des  multiplications  :  en  multipliant  d'abord  le  premier  fa»î 
teur  par  le  troisième^  puis  le  second  par  le  quatrième» 

a  +  b 


^ab  —  bb 


Prod.  t=:aa— —  66  •....^l..(i*) 


aa'^ab     -j-  bb 
aa^^ab     +  A6 


—  (^b.  "^cabb^^aiP 

-|-  aabb  +  o,b^  +  b^ 


Prod.=  c4  +  aa66  +  M :  7  .  ;  (fl^) 

Et  enfin  (i*»)  par  (a») 

aa — bb 


Prod.  tot.  =  a^— 6«, 


^mf 


le  même  que  ci-dessus. 

a8o.  Nous  ferons  ce  calcul  encore  dans  un  autre  ôrdre^ 
en  multipliant  d*abord  le  premier  facteur  par  le  quatrième, 
et  ensuite  le  deuxième  par  le  troisième 

aa — ùb  +66 
.     a  +  b 

c?      aab+abb 
+  aab — a66+6* 

?toi:==t^+b» (,.| 

i 

I 

■ 

1 
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c? '\- €iab '■^  abb 
—  aab  -I-  abb — i^ 


Prod.  =  «5— i« (fl^) 


n  reste  à  multiplier  (i<>)  par  (a''). 

o^  +  i» 
a3  — i3 


Prod.  tôt.  =  a«  —  6« 

le  même  que  ci-dessus. 

a8i.  Il  est  à  propos  d*éclaircir  cet  exemple  par  une  appli- 
cation  numérique.  Faisons 

a=3  et&=a^ 
nous  aurons 

a-f5=5 
et 

c— i=  1; 
de  plos^ 

cza  =  9,  a£=6^&&=:4« 
Donc 

Donc  on  demande  le  produit  de  5.19.1.7^  qui  est  665* 

Or 

0^=739  et  6*=  64, 

parconséqueif  le  produit  cherché 

û«— 6«=665, 
comme  nous  venons  de  le  dire. 
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^    CHAPITRE    IV. 

JDe  la  Division  des  Quantités  complexes. 

aSs.  V^UÀND  on  ne  veut  qu*in£quer  la  division,  on  le  fait 
ou  en  écrivant  le  diviseur  sous  le  dividende  ^  et  les  séparant 
par  un  trait;  ou  bien  en  comprenant  et  le  dividende  et  le 
diviseur  entre  deux  orochets  qu'on  sépare  par  deux  points  (*). 
S'il  est  question ,  par  exemple  >  de  diviser  a  +  4  par  c  +  ^>  on 

indique  ainsi  le  quotient  -^^*  suivant  la  jarenûère  m^ère  ;• 

et  de  cette  façon,  (a«{-&):  (c-f-J),  suivant  la  seconde.  L'une 
et  l'autre  expression  se  prononcent  a -f- i  élisfisé  parc-^rd. 

â83.  S'il  s'agit  de  divi^r  une  forrauk  composée  par  une  for- 
mule simple^  on  divise  chaque  terme  séparément.  Par  exemple. 


-— i--i.  =:oa-- 40  +  flc; 

a 

(c?  —  Qoab  +  Zabb'S  y    ,  ^tf 

i ^"znaa  —  ikQb+Zbb\ 

a 

(^qcuibc  —  mabbc  +  i5aftcc)      _         /t  .  c 

>y  ,»■  ■       :=:oa — Ab+oc > 

oatfc 

eto^ 


O  Cette  d«nûèl«  notation  est  actuellemeat  pea  usitée,  si  ee  n'est  en 
exposant. 


3 

■ 
â 

I 

■m 

I 


d'algèbre.  11^ 

â84-  S*t1  arrive  qu'un  des  termes  du  dividende  ne  soit  pas 
divisible  par  le  diviseur^  on  indique  le  quotient  par  une  frac- 
tion ,   comme  dans  la  division  de  a  -)-  ^  pv  0  i  qui  donne 

1  +  -.  De  même 
a 

aa  a  Ha 

Ptt  la  même  raison^  si  Ton  divise  ùa+b  par  â^  on  oI>- 
fient  a  -) —  ;  et  on  peut  remarquer  à  cette  occasion  qu'oh 

pourrait  écrire  -  6  au  lien  de  - ,  parceque  -  fois  b  est  autant 

J   ^      «,  b  1,2b 

fie  -.  Pareillement  b  est  autant  que  s  9 ,  ^t  -^  autant  que 

a, 

5*,  etc. 

a85.  Mais  quand  le  diviseur  est  lui-même  une  quantité 
complexe  ,  la  division  oiFre  plus  de  difficultés.  Souvent  elle  a 
lieu  lorsqu'on  s'en  doute  le  moins  ;  mais  lorsqu'elle  ne  peut  se 
Eure  y  il  faut  ee  contenter  d'indiquer  le  quotient  par  une  frac- 
^n ,  de  la  manière  que  nous  avons  dit.  Nous  commencerons 
par  considérer  quelques  cas  où  la  division  réussit. 

286.  Supposons  qu'il  s'agisse  de  diviser  le  dividende  ac  —  bc 
par  le  diviseur  a— 6  ,  il  faut  donc  que  le  quotient  soit  tel  qu'étant 
multiplié  par  le  diviseur  a— ft ,  on  obtienne  le  dividende  ac — bc. 
Or  on  voit  aisément  que  ce  quotient  doit  renfermer  un  c ,  puis- 
que sans  cela  dh  tie  pourrait  obtemr  ac.  Afin  de  voii"  si  c  est  le 
quotient  entier ,  ott  n'a  qu'à  le  multiplier  par  le  dMfeeifr ,  tt 
Toir  si  cette  multiplication  produit  le  dividende  en  ehlîer ,  ou  si 
die  n'en  donne  qu'une  partie.  Dans  notre  cas  ,  si  nous  multi- 
plions a  —  6  par  c  ,  nous  avoïis  ac  —  bc  qui  est  en  effet  le  di- 
vidende même  ;  de  sorte  que  c  est  le  quotient  complet.  Il  n'eît 
pas  moins  clair  que 

aa'^ab  Zoa^^^ab  6aa  —  Qab       „ 

a^b  oa''^2b  aa  —  00 


Il8  É  L  â  M  E  N  s 

287.  On  ne  peut  inanquer  de  cette  manière  de  trouve: 
partie  du  quotient  \  si  donc  ce  qu'on  a  multiplié  par  1 
viseur  et  soustrait ,  n'épuise  pas  encore  le  dividende  ,  o: 
qu'à  diviser  le  reste  par  le  diviseur  ^  pour  obtenir  une  sec 
partie  du  quotient  ;  et  Ton  continuera  de  la  même  ma 
jusqu'à  ce  qu'on  ait  trouvé  le  quotient  en  entier. 

Divisons ,  aEn  de  donner  un  exemple ,  aa  -f-  5ab  -|-  zbl 
n^  b  lïlest  clair ,  en  premier  lieu ,  que  le  quotient  con 
dra  le  terme  a ,  puisque  ,  si  cela  n'était  pas ,  on  n'obtieo 
point  aa.  Or  en  multipliant  le  diviseur  a-f-  ^par  a ,  il 
4iU'^ab;  et  soustrayant  ce  produit  du  dividende ,  on  a 
reste  ^ab  -f-  ^bb.  Ce  reste  doit  être  divisé  par  a  ^-  &  ,  et 
^ible  que  le  quotipnt  dexette  division  doit  contenir  le  term 
Or  ai  multiplié  par  a-^  b  fait  exactement  aab  -f-  zbb  ; 
conséquent  a  -f-  ai  est  ce  quotient  cherché  ^  puisque  mul 
par  le  diviseur  a  -f*  ^  >  le  produit  est  le  dividende  aa  -f-  5ab  -j- 
Voici  toute  ro|)ératiQn  : 

aa  -|-  3afr  •+•  aiô  (        a  -^  b 


€ia^ab  \quot.  =:a+^ 


+  aab  +  ûW 
-4-  aab  +  abb 


Reste  =  o. 


a88.  Ôi|  facilite  cette  opération  en  écrivant  pour  pre 
terme  du  dividende  et  du  diviseur ,  celui  qui  renferme  la 
haute  puissance  d'une  même  lettre ,  prise  d'ailleurs  à  voio 
c'est  ce  qu'on  appelle  ordonner.  Ce  terme  était  a  dans  Texei 
précédent.  Les  exemples  suivans  rendront  la  chose  encore 
claire  :  .: 


D*  ▲  L  O  i  B  1, 

é  —  Zaab  +  Zabb  ~  i^ 


{ i:= 

(qilot.s:oa— 


b 
aab'^bh 


11$. 


Sàoab  -4-  Zabh 


Reste  =o. 


wi*iiii 


,.  ^M'-^bbif        a'-\'b 


oa 


—  ofi  — i& 

—  ofi  — 6& 


Reste  =  o 


*8aa—   8Ai  f     3a  — ai 


Reste  =  eu 


I  I  ■ 


û^+ûoi  1  quot.  =aa— a(& 

' — "(toi  4-  i* 
—  aab  —  ahb .  -, 

+  ûW  4-  i» 


TS 


^este  =  o. 


^mm 


8fl?  —  4*"*^  î  qtiot.  â=:4^za  -|-  aab  -f.  &fr 
+  /iaab  —  6» 

Reste  =  o. 

c*—  4a^b  +  6a»A»—  4a63  ^y  ^  a^—gg^  ,|.y 

c*—  ao^i  4.  a*6*  l  quot*  =  «*—  aoô  +  6^ 

-f  a*fr»  —  aoè^  -|.  ft4 
4.  a*ft*  —  aa63  ^  44 

Reste  =  0^  

c*  —  aû^i  -f  ?â*fc»  i  quot.=a^-f-aû6+46* 

+  aa3&  — 4£^i*  +  8ai5 

4.  4a*5»  —  8a&3  +  16M 

Reste  =  o.  ' 

al^+4b^     (  g^—  acfe  +  a6* 
c*  —  a«36  -f-  aa*6^  1  quot.  =  tf*  +  ao^  +  ai* 

+  ao^è  —  aa*6*  +  4^ 
-{-  ao^i  _  4a»6»  +  4ab^ 

+  aa*i«  —  4^  -f  4** 
+  aa^A*  —  4aA5  4^  4M      ^ 

Reste  =0. 
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1— 5x+iox*— ioa:^+5a:*— a:*  f  i — qx  +  xjc 


- 

Resté  — 

o. 

ui»  iiiU  m  «  » 


CHAPITRE     V. 

» 

'De  la  résolution  des  Fractions  ensuives  infinies»^ 

aSg.  v^UAND  le  dividende  n'est  pas  divisible  par  le  diviseur ,  !• 
quotient  s'exprime ,  comme  nous  l'avons  dit  ^  par  une  fraction. 

C'est  ainsi  que  si  l'on  doit  diviser  i  par  i  -—  a ,  on  a  la 

fraction .  Cela  n'empêche  cependant  pas  qu'on  ne  puisse 

entreprendre  la  division  suivant  les  règles  que  nous  avons  doa« 
nées  y  et  qu'on  ne  puisse  la  continuer  aussi  loin  qu'on  veut. 
On  ne  laissera  pas  de  trouver  le  vrai  quotient ,  quoique  sont 
des  formes  différentes. 

ago.  Pour  le  prouver ,  divisons  réellement  le  dividemde  i  par 
le  diviseur  i  — a,  et  nous  trouverons 

mais 
o  .     û*        û*        _.  •     ^       «*        _t  ■     ^      ^*- 


•t  ainsi  de  suite. 


agi.  Nous  voyons  par  là  que  la  fraction  "    '*  pwt  •• 
jmettre  sous  toutes  les  formes  qui  suivent  : 


4 
j 

■ 

i 

4 


(i«0  1  + 
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a 


ttà 


(ao.)   ,  ^a  + 


aa 


(3*.)   1  "^0+00  + 


a^ 


(4**0   1  +  a  +  aa  +  o^  + 


(5*.)   i+a  +  oa  +  o^  +  o^-l ,  etc. 


[^  Qr  en  considérant  la  première  de   ces  formules ,  qui  e^ 
1  + ,   et  en  faisant  attention   que    i    est  autant  que 


[r- — ,  nous  ayons 


,      a  1— -a    ,      a  i— a+a  i 


i  —  a  \     1— a        1 — a 


i — a 


Si  on  suit  le    même  procédé    pour  la  seconde  formule 
i  +  a-) ,   c'est-à-dire  que  Ton  réduise  la  partie  des 

V 

entier»  i  -f-  a  au  même  dénominateur  i  —  a  ,  on  aura  — — , 

i        .      .     ^    ^    ,      aa  .    ^    1 — GC+aa      ,    ^  .    ,. 

a  quoi    ajoutant  +  -^ — -  ,    vient    — -_ — :: — ,  c  est-a-oire 


2-— a 


1 — a 


Dans  la  troisième  formule  i  +  a+aa^ ,  les  entiers , 


1 — a 


léduits  au  dénominateur  i  «—  a  ^  font 


— a3 


1 — a 


;  et  si  on  y  ajoute 


à 


1%A  &  L  é  M  EN  S 

et  1  r 

la  fraction ,  on  a :  donc  toutes  ces  formules  «" 

1 — a  1 — a  T 

en  effet  égales  en  valeur  à  la  fraction  proposée  — -^. 

isga.  Cela  posé  ,  on  pourra  aller  plus  loin  et  aussi  loinqa 
voudra^  sans  avoir  besoin  de  calculer  davantage.  On  aura  m 

r=  1  -f  a+  afl  +  û'  +  a^  +  a^+û  +^^'+' 't 

ou  bien  on  pourrait  continuer  encore ,  et  même  sans  y 
finir.  C  est  pourquoi  Ton  peut  dire  que  la  firaction  pn 
sée    a    été    résolue    en    une    suite    infinie  ,    laquelle 

à  Tinfini.  Et  on  est  très-fondé  à  soutenir  que  la  valeur  de  cet 

série  mfime  est  la  même  que  celle  de  la  fraction . 

^  1  — a 

2^3.  Ce  que  nous  venons  de  dire  peut ,  au  premier  àbo$ 
pardtre  étonnant  ;  mais  la  considération  de  quelques  cas  pf 
ticuliers  le  fera  comprendre  aisément. 

Supposons  i^i^mièrément  a  =  i  5  ûotre  suite  devienc 
i  +  i-if-i-f-i-|-i-if-i  +  i-f-  etc.  jusqu'à  Finfiiii.  La  fracti 

— —  9  A  laquelle  elle  doit  être   ^ale  ,  Revient  ^  ;  or  lis 

«Tons  remarqué  plus  kaut  que  |  est  un  nombre  infinimi 
grand  ;  cela  se  confirme  donc  ici  d'une  manière  élégante . 

Mais  si  Ton  suppose  tz  =  a ,  notre  suite  devient  t=  1  *^  a  H 

+  8+16+321  +  64  +  ®*^-  ^  Tinfini ,  et  sa  valeur  doit  et 

•1,1  '        .*■     ■   ■'!> 

,  c'est-à-dîre , =  —  1  ;  ce  qui  ,  au  premier  coi 


1— fl'  '—1 

dœil ,  semblera  absurde.  Mais  il  faut  remarquer  que  si  1 
veut  s'arrêter  à  quelque  terme  de  la  série  susdite,  on  ne  d 
lefdfe  q^d'en  joignait  la  ftactîon  qtii  reste.  Supposons,] 
exemple ,  que  nous  voulions  nous  arrêter  à  64  ,  il  faudra ,  ap 
avoir  éfeitt  1  ^La  +  44.8  4.  j 6+32  +  64  ,  )oiiidre  la  fracti 
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,  OU ,  ou  —  ia8  ;  on  aura  donc  1117—  ia8 ,  c^esl-i- 

îû   effet  —  1 . 

t  si  Ton  continuait  sans  cesse  la  suite  ,  il  ne  serait  plus  à 
ité  ,  question  de  la  fraction  ^  mais  aussi  on  ne  s'arrêterait 
3. 

[.  Voilà  donc  des  considérations  nécessmres  ,  quand  on 

pour  a  des  noàibres  plus  grands  que  l'unité.  Mais  si 

>uppose  a  plus  petit  que  1  ,  tout  devient  plus  facile  à 

voir.  * 

t ,  par  exemple  , 


ara 


f 
%  * 


1      1  


psera  égal  à  la  série  suivante  : 

i  +  ^  +  i  +  i  +  -,7  +  3^+7*  +  T48  +  etc. 

hkà.  Or  fia  l'on  prend  deux  termes  seulement  de  cette  suite, 
it  1  4*  4  >  et  il  s'en  faut  de  ^  quelle  ne  so^t  égale  ji 

1     ^ 
1 — a  '^ 

i  on  prend  trois  termes ,  il  s'en  faut  encore  de  }  ;  car  la 
imnieest  1+  f-  Si  Ton  prend  quatre  termes,  on  a  i-f-  J,  et  i^ 
t  manque  plus  que  -|.  On  voit  donc  que  plus  on  prend  de 
•mes,  et  plus  la  différence  devient  petite,  et  que,  par- 
Néquent  ,  si  on  continue  à  l'infini ,  il  n'y  aura   plus   de 

tereace  entre  la  somme  et  la  valem*  a  de  la  fraction . 

^  1— a 


ia6  t  l  é  m  e  n  t 

â()5.  Soit 


notre  fraction sera 

1— a 


^  — F 

à  qaoi  se  réduit  parconséquent  }a  suite 

i+T  +  7  +  ^  +  .^  +  îJT+«tc.. 

însqaalmnm. 

Quand  on  prend  deux  termes  on  a  i  +  x,  et  il  man 
Trois  termes  donnent  i  | ,  et  il  manquera  encore  ^.  ] 
quatre  termes  ,  vous  aurez  i  |y ,  et  la  différence  est  ^ 
donc  que  Terreur  devient  toujours  trois  fois  moindre  ^  : 
bien  qu'à  la  fin  elle  s*évanouisse. 

ag6.  Supposons 


a=i; 


nous  aurons 


et  la  suite 

i  +  l+l+.i.+H  +  Hï  +  otc. 

jusqu'à  Finfini. 

Prenant  d'abord  i  \  ,  l'erreur  est  i  |.  Prenant  trois  U 
qui  font  2  ^ ,  l'erreur  est  de  |.  Prenant  quatre  termes ,  on 
et  Terreur  est  encore  de  yf. 

397.  Si, 

la  fraction  est 

1     —  i  _   •- 

et  la  suite  devient 

?  "f*  rï  +  ;r%  "H  »  î?  »  "f*  ®^^'! 


i»*  A  L  6  Ê  B  R  e;  Itf 

I  deux  preaien  termes  faisant  i  -{-  ^  >  produiront  ^  d'erfenr  ; 
penant  un  terme  de  plus ,  on  a  i  77  ^  c'est-^-dire  seule- 
KDt  ^  d'erreur. 
_  9g|8.  On  pourra  de  la  même  manière  résoudre  en  série  infinie 

faction  — r— '  «  «n  divisant  réellement  le  numérateur  1  pat 
i  +  fl  *^ 

dioomiziateur  1  +  a  >  comme  il  suit  : 

X         i  i+a 

1+a  l  quot.  =5  i--a-H^— o^+o* —  etb. 


,  etc. 


foi  il  suit  que  la  fraction  — ; —  est  égale  à  la  suite 
^  1  +a         *^ 

1  —  a+aa —  a'  +  a*  —  a*  -f-  a^  —  a'  +  ctc 

ajg.Si  Ton  pose 

a=  1 

a  cette  comparaison  remarquable  ; 


i  +  i 


=  {^  =  1— -i4-i  —  1  +1  — 1  +  1  — i+etc; 


Jtiofini.  On  y  trouvera  quelcpie  chose  de  contradictoire^  car  si 


j^  il  L  é  il  E  N  t 

s^arréte  i—  i ,  U  série  donne  o  ;  et  si  on  finit  par  +  i 
^^nç  i .  îilm  c'est  là  prépisémi^nt  ce  qui  tranche  le  n 
car  puisqa*on  doit  continuer  jusqu'à  TinGni  sans  s'arrêter  j 
ni  4  —  *  t  ni  à  +  i ,  il  est  clair  que  I^  sQi^njfi  ne  peu 
ni  o  ni  1  ^  et  qu'il  faut  que  ce  résultat  final  t|enne  un  i 
ff^rp  ces  deux ,  et  qu'il  soit  h 

-  'V  3oo.  Faisons  à  présent 

notre  fraction  sera 

1 


5  > 


laquelle  doit  donc  exprimer  la  Taleur  de  la  sério 

à  l'infini.  Si  Ton  ne  prend  de  cette  série  que  Ifis  deux  pn 
termes,  on  a  ^  ,  ce  qui  est  trop  peu  de  ^.  Si  l'on  prend 
termes,  on  a  ^ ,  ce  qui  est  trop  .de  ~.  Si  Ton  prend  ( 
termes  ,  on  a  \ ,  ce  qui  est  trop  peu  de  ^ ,  etc. 

3oi.  Supposons  encore 


notre  fraction  sera 


a  =  i; 


2 

4  > 


et  c'est  A  <JUQi  doit  se  réduire  la  série 

à  l'infini.  Or  en  considérant  seulement  deux  termes ,  on 
c'est  trop  peu  de  •^.  fijois  jtermes  font  j,  c'est  trop  < 
Quatre  termes  font  |y  ,  c'est  trop  peu  de  -^  ,  et  ainsi  de 

3o2.    La  fraction peut   se    résoudre    encore 

1  -f-û^ 

mtre  manière  en  diyisant  i  par  a  -f- 1  > 


b*  A  t  a  é  B  A  c. 


^  aa 

*J-  JL  -L.    ^ 


1 


1 

a* 


+  5 

+  a4  +  ? 


t^5 


-*■  T^  >  etc. 


tarconséquent  notre  fraction  — ; —  est  égale  à  la  suite  infinie 
^  a  + 1        ° 

l'on  Ëisse  a=:zi\  on  aura  la  série 

1  — 1+1— ^i  +  i  —  i  +etc.=4, 
ci-dessus.  Et  si  Ton  suppose  a= s  ^  on  aura  la  série 

£^So3.  C'est  d*tlne  nianière  semblable  qu'on  pourra  résoudre 


Salement  en  une  suite  infinie  la  fraction 


I 


:  on  aura 


23o  É  L  é  M  E   N   s 

a  +  6 


c  (  g  +  ft 

-|quot.=---+-^— ^,+etc. 


bc 

ic       iftc 
a         aa 


,  Wc 

aa 

bbc    ,    i^c 
*    aa         a* 


b^c        b^c 
à?         a^ 


d'où  l'on   voit   qu'on    peut   comparer  /  avec  la  î 

c       6c  ,   iic        b^c    ,      .      .         »^  1».  r  • 
-  ,«. -— .  —_-  -j.  etc.  jusqu  a  i  inhni. 

u      aa        tr         a^ 

Supposons 

û==:2^  6=4>  c=3^ 


nous  aurons 


=-7-- —  =  -  =  -  = 3+6— 112+ etc. 


a-|-6      4  +  ^      6      a      a 
Supposons 
nous  ayons 


c      11 11        1^1.    ^^  11 

a+  b      lo-l-i""  "^10      Tôô  '   1000 "~  looco 


I 
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Si  Ton  ne  considère  qu'un  seul  terme  de  cette  suite ,  on 
i|i,  ce  qui  est  trop  de  Vj,;  si  on  prend  deux  termes,  on 
iï5î|,,  c'est  trop  peu  de  tJ^  ;  si  on  prend  trois  termes,  on  a  ~  J^, 
c'est  trop  de  7^ ,  etc. 

3o4.  Quand  il  y  a  plus  de  deux  termes  dans  le  diviseur,  on 
peat  également  continuer  la  division  jusqu'à  rin&ni,  de  la 
lême  manière. 

C'est  ainsi  que  si  on  proposait  la  fraction : ,  la  suite 

^  '^    '^  1  — a-f-aa 

JoGnie  à  laquelle  elle  est  égale ,  se  trouverait  comme  il  suit  : 

1  r  1 — a+aa 

1— a+aa  1  quot.  =  i  +  a-^a^ —  a^^a^^a^  etc. 
•j-a — aa 
+  a  —  aa"\'€^ 

—  a» 


-f-û7  — a«  +  ai 
—a9. 


Nous  avons  doncTéquation 


=  1  ^a — a?  —  a^+a^  +  a^ — a9—a*»+ etc. 


^  fin.  Si  nous  faisons  ici  a  =  1 ,  nous  avons 

1^1  +  1  —  1  —  1  +  1  +  1  —  1  — 1+1  +  1  +  etc. 
maelle  série  contient  deux  fois  la  série  trouvée  plus  b^ut , 


•1 

I 
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i=i4-i*— 1  +1-4-  etc.  Or  comme  nous  avons  trouvé  celle-d 
=i ,  a  n'est  pas  étonnant  que  nous  trouvions  |  ou  i  pour  la 
valeur  de  celle  que  noua  venons  de  déterminer* 

Quon  fasse 
on  aura  l'équation 


I 4 ,  j-i— 4  — i-4--i--J--i-.  — tî-J-  etc-' 


a=f. 


Qu'on  suppose 
on  aura  l'équation 

Si  on  prend  les  quatre  premiers  termes  de  cette  suite,  on 
a  ^ ,  qui  n'est  que  de  j|y  moms  que  f. 

Supposons  encore 

U — .-3  f 

nous  aurons 

2=7 —  *  +  T — 07  -*  8T-r7t5rT"  ®'*^' 

9 

Il  faut  donc  que  cette  suite  soit  égale  à  la  précédente  ;  et 
soustrayant  l'une  de  l'autre  ,  il  faut  que 

,        o=i-^-|i+^+  etc. 

3o5.  La  métbode  que  nous  avons  exposée  sert  à  résoudre 
généralement  toutes  les  fractions  en  suites  înEnies ,  et  par  là 
die  est  souvent  de  la  plus  grande  utilité.  De  plus ,  il  est  très- 
remaorquable  d*ailleurs  qu'une  série  infinie^  quoiqu'elle  né 
cesse  jamais  ^  puisse  avoir  une  valeur  déterminée.  Aussi  a'-t-on 
tiré  de  ce  fond  les  inventions  les  plus  importantes  ,  et  cette 
matière  mérite  qu'on  l'étudié  avec  toute  l'attention  possible^ 


b'k  L  o  tniÊLti  i3S 


■■■■i"^ 
^■i^^ 


CHAPITRE     VI. 
Des  ^narrés  des  quantités  complexes: 

5o6.  V^UAND  il  s'agit  de  trouver  le  quarré  d*ime  grandeur 
complexe  ^  on  n*a  qu'à  la  multiplier  par  elle-même ,  le  pro- 
duit sera  le  quarré  qu*on  cherche  « 

Par  exemple  I  le  quarré  de  a«f«&  se  trouye  de  la  maniera 
tuiyante  : 

(ta^ab 


wt'^^àb^bh. 


Zoj.  Ainsi  quand  la  racine  consiste  en  deux  termes  ajoutés 
ensemble  >  comme  a-(-  &  >  le  quarré  renfem^e ,  i*.  les  quarrés 
de  l'un  et  de  Vautre  terme ,  savoir  aa  et  bb  ;  2°.  le  doubla  ' 
du  produit  des  deux  ^  savoir  !^ab.   De  sorte  que  la  somme 
aa  -f-  fioff  -)-  bb  est  le  quarré  de  a  -)-  6.  Posons  ^  par  exemple  , 

a-SX  10  et  &=:3y 

c'est-à-^re  qu'il  soit  question  de  trouver  le  qu^ré  de   i3, 
on  aura  100  +  60+  9  ou  16g. 

3o8.  On  trouvera  facilement ,  par  le  secours  de  cette  for- 
mule ,  les  quarrés  d*assez  grands  nombres  ^  en  Iq^  partageant 
en  deux  parties.  Pour  trouver,  par  exemple ,  le  quarré  de  Sj, 

en  considérera  que 

3 
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57=50+7; 

d'où  Ton  conclut  que  son  quarré  est 

==2500  +  7.100  +  49^==3i249» 

3og.    On  voit  aussi  par  là  que  le  quarré  de  a  -f- 1   sen^ 
oa-J-2a+  1  :  or  puisque  le  quarré   de  a  est  aa,  on  trouve 
donc  le  quarré  de  a+i  en  ajoutant  à' celui-là  2a  -f-  1  ;  et  il 
faut  remarquer  que  cette  quantité  2a  -|- 1   est  la  somme  des  t .• 
deux  racines  a  et  a  -{-  1 .  ,  ^^ 

Ainsi  comme  le  quarré  de  10  est  100^  celui  de  11  seni 
100  +  21.   Le  quarré  de  57  étant  3249  >  celui  de  58  est 

3249  +  ii5=3364. 
Le  quarré  de 

59=  33G4+  117  =  3481  ; 
le  quarré  de 

60=3481  +  ii9  =  3Goo,  etc. 

3 10.  Le  quarré  d'une  quantité  complexe,  comme  a  +  J^ 
s'indique  de  cette  façon  :  (  a  +  i  )*.  On  a  donc 

(a+i)*=aa+2ai  +  ii^ 
d'où  l'on  déduit 

(a  +  iy=ca+2a+i;  (a  +  2)*=aa+4a  +  4; 
(a+3)*=aa+ea+9;  (û  +  4)*=aa  +  8a+i6,  etc.- 

3i  1 .  Si  la  racine  est  a  —  i ,  le  quarré  en  est  ca—  2ab + bb, 
qui  renferme  parconséquent  aussi  le  quarré  des  deux  termes  ^ 
mais  dont  il  fautôterle  double  du  produit  de  ces  deux  termes. 

Prenons,  par  exemple, 

a=:ioeti=i, 
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uré  de  g  se  trouvera 

=s  loo— 'âo-f- 1  v=8i. 
.  Puisque  nous  ayons 

(a— 6)*= aa— aai-f- ift , 

lirons 

irré  de  a-— 1  se  trouye  donc  en  soustrayant  de  aa  la 
des  deux  racines  a  et  a— i  ,  sayoir^  âa— i.  Soit 
impie ,  a^=z5o  y  on  a 

aa=i25oo  et  a  —  i  =49  ; 

49*=a5oo  —  99  =  fl4o»  • 

Ce  que  nous  ayons  dit  s'étend  encore  aux.  Ifractions. 
ron  prend  pour  racine  7  +  s  ^  ^^  V^  ^^  1  >  ^^  quarré 

plus  le  quarré  de  | — f  ou  de  |  sera 

*  —  '  _i_  »  —  * 

Lorsque  la  racine  est  d'un  plus  grand  nombre  de  ter- 
a  méthode  de  déterminer  le  quarré  est  la  même.  Yoici , 
emple  ,  comment  on  trouye  le  quarré  de  a-|-  6-f-^  * 

c+  b     +  c 


-f- aô  +ÛC -|-i6 -|-6c+cr 

ca + sa& -f- sac  +  W  +  3^^ + <^^  > 
qu'il  renferme  d'abord  le  quarré  de  chaque  terme  de 

4 
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la  racine ,  et  outre  cela  les  dcmbles  produits  de  ces  tern 
multipliés  deux  à  deuqc. 

3i5.  Pour  éclaircir  ceci  par  un  exemple  ^  partageons 
Bombre  266  en  trois  parties ,  soo  ^  5o  -^  6  ;  son  (juarré  se 
donc  composé  des  parties  suivantes  ; 

40000 
flSoo 

56 

fiopop 

fi4op 
600 


65536. 


Ce  qui  est  effectivement  le  produit  de  â56  par  266. 

3i6.  Quand  quelques  termes  de  la  racine  sont  négatifs 
miarré  se  trouve  encore  par  la  même  rçgle  ;  mais  il  faut  £ 
attention  aux  signes  des  doubles  produits.  Ainsi  le  ^arrc 
a-— 3---C  étant 

<ïa + ift  fj- ce  *-- fl«6  —  sac -fî' a  Je  ^ 

si  Ton  représeiiitait  donc  le  non^b^e  û56  par  3op— 4o  — 
on  aurait 

Parties  positiues.  Parties  négative, 

+  90000  —  24000 

+  1600  -— •  2400 

+    5i3o  "■    rrr" 

+        16  -f^64oo 

or  +91936^26400  =  65536 

quarré  de  256,  comme  ci-dessus. 
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CHAPITRE    VI  !• 

De  V extraction  des  rœines  ,  appliquée  au3b 

cjuantités  complexes. 

317.  k^i  nons  voulons  donner  une  règle  sûre  pour  cette  opé-* 
ration  3  il  nous  faut  considérer  attentivement  le  quarré  de  la  r»« 
cine  a^hy  qui  est  aa^'Qab'^bb,  aEn  de  voir  comment  on 
peut  réciproquement  parvenir  à  trouver  la  racine  d*an  quarré 
donné.  Faisons  donc  les  réflexions  suivantes, 

3i8.  D'abord  comme  le  quarré  oa -|- aa6 -|- ^6  est  composé 
de  plusieurs  termes ,  il  est  certain  que  la  racine  aussi  renfermem 
l^lus  d'un  terme  ;  et  si  l'on  écrit  le  quarré  de  manière  que  les 
puissances  d'une  des  lettres  ^  comme  de  a ,  aillent  toujours  en 
diminuant^  le  premier  tqrme  sera  le  quarré  du  premier  terme 
de  la  racine.  Et  puisque^  dans  notre  cas,  le  premier  terme  du 
1  ^ané  est  aa ,  il  faut  que  le  premier  terme  de  la  racine  soit  a. 

319.  Ayant  donc  trouvé  le  premier  terme  de  la  racine ,  c'est-à-i 
ûire  a,  on  considérera  le  reste  du  quarré,  savoir  aoi  +  W, 
pour  voir  si  on  pourra  en  tirer  la  seconde  partie  de  la  racine, 
qui  est  b.  Nous  remarquerons  ici  que  ce  reste  i^ab^bb  peut 
être  représenté  par  ce  produit-ci,  (2a  -|-  i)  b.  Or  ce  reste  ayant 
deux  facteurs,  âa-|-6  et  i,  il  est  clair  qu'on  trouvera  ce  der- 
lûer  b,  qui  est  la  seconde  partie  de  la  racme,  en  divisant  le 
Teste  (2a  +  6)i  par  aa-f-i* 

3ao.  C'est  donc  le  quotient  de  la  division  du  reste  susdit  par 

I'  M-f-i,  qui  est  le  second  terme  cherché  de  la  racine.  Or  re- 
marquons dans  cette  division  que  2a  est  le  double  du  pi:emie( 
temie  a  de  cette  racine  lequel  est  déjà  déterminé.  Ainsi,  quoi- 


]38  Ê  L  É  M  E  N  • 

que  le  second  terme  soit  encore  inconnu^  et  qu*il  faille  Jnsc 
présent  laisser  sa  place  vide  ,  nous  pouvons  néanmoins  enl 
prendre  la  division,  puisqu'on  n'a  besoin  pour  cela  que 
terme  aa.  Mais  aussitôt  qu'on  aura  trouvé  le  quotient , 
est  ici  i  ^  il  faudra  le  mettre  à  la  place  vide  ^  et  rendre  de  C( 
façon  la  division  complète. 

3âi .  Donc  le  calcul  par  lequel  on  trouve  la  racine  du  qu2 
aa+s^ab^bb^  peut  se  représenter  de  cette  manière  : 

aa-^zab  -f- 6i  j a . . .  i''  partie. 
aa  \ 

'-{^Qob'j'bbjsa 
+2ûti+W\i. .  -û'  partie. 

G. 

la  racine  cherchée  =  a-f-6. 

522.  On  pourra  de  la  même  manière  trouver  la  racine  qt 
rée  d'autres  formules  composées,  pourvu  qu'elles  soient 
qoarrés  ',  les  exemples  suivons  le  feront  voir  : 

ca+Gaft-f-giija. .  .1'' partie. 
aa  \ 


+6ai-j-9WJ2a. 

+6aô +9^(36. .  .2' partie. 


0. 
la  racine  cherchée  =a-f-3i. 


4aa — j^ab-j-bbfQa ,  • .  i*'' partie. 
— 4ûi-|-W\ — b..  .2' partie 


o. 
la  racine  cherchée =20—  &• 
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^^^^^^^•^iSqqfZp.,  .1'' partie. 
SPP  ^~ 


+a4pg-'\  1  Gqq  (4v .  •  «a' partie, 


o. 
cine  cherchée =3/i  +4?* 


aSxx  — Gox  +  36f5x. .  .i^' partie. 
q5xx  1 

—  Goa;+36(iox 


—  6ox  +  36\ — G. .  .a' partie. 

o. 
:ine  cherchée  =  5x— 6. 

3.  Quand,  après  la  division,  on  trouve  un  reste ,  on  en  con- 
nue la  racine  est  composée  de  plus  de  deux  termes.  Alon 
garde  les  deux  termes  déjà  trouvés  comme  faisant  la  pre- 
i  partie  de  la  racine ,  et  de  ce  reste  on  déduit  la  seconde 
2 ,  de  la  même  manière  qu'on  a  trouvé  précédemment  le 
id  terme  de  la  racine.  Les  exemples  suivans  rendront  ce 
édé  plus  clair. 

« 
ca+2ai — zac — 2ic4- W  -|-ccf  a . . .  impartie. 

oa  1 


-^zab — Qac — fl&c-f-&&-^ccf2g 

-f-aai  -^bb         i+A. . .  a'partie. 

—  HOC — aie  -|-  cc(  2a  4-  ai 

—  aac — aic+ccl— c. . .  3' partie. 

o. 
icine  cherchée  est  donc = c  +  A — c. 
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a4-|-a«'+3aa+flû+i  jotf . . .  i^  partie* 


+ aûr'+  aal  +a ...  a'  partie: 


+  2ca  +  aa  +  il +7777*3'  partie, 


U  racine  cherchée  est  donc  (t*  -f"  a-f- 1  ; 

fl*— 4a36+g£ï563+4ft4/aû. . .  T' partie, 

— 4a5A+8ai3    pg^ 

•—4^^6-1- 4^KzAil — aoA. .  .a' partie. 


twawi* 


^4aabb + 8ai'+  4M  f  a£— 4ai 
— 4aa66+8ai3+4i4\_a66. .  .3' 

o. 
b  racine  cherchée  est  donc =o^-*aa&  '-^ahb: 


>'aloAbkb< 


i« 


+  , 

â 


3> 

+ 


+ 
I 

«I 

I 

I 
+ 

î 
I 


I 

+  + 

I       I 


+  + 
I  ^ 

o     S 

1  1 
%  % 
+  + 


t'a 
+  + 

%% 

1        1 

u 

+  + 

II 

1   1 
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5^4'  On  déduit  facQement  de  la  règle  que  nous  ye 
d'exposer ,  la  méthode  qu'enseignent  les  livres  d*arithmél 
pour  l'extraction  de  la  racine  quarrée  (i).  Voici  quel 
exemples  en  nombres  : 


5|a9  J  a  dix. 
4      l 


129  f4 


{ 


129  13  unit. 


Raci.  =  525 


17IS4  f  4dix. 
16       l 


16.4  f  8 

16  4!  2 unit. 


Raci.  =  4^ 


23|o4  (  4  dix. 
16       l 


704  f  8 

70  4 1  8  unit. 


Raci.  =  48 


4o|^6  f  6  dix. 
36      l 


49-6  fj.£ 

49  fil  4^^^^* 

o 
Raci.  =  64 

i|5  6|25ji  cent 

5.6  f_2 

4  4  1  2  dix. 
1  2a5f24 
1  aaôlSunit. 


96I04  f  9  dix. 
81       l 


i5o.4  f  18 
i5o4l  8unit. 


o 


Raci.=  125 


Raci.  =98 

f  9  cent 


99|8o|oi 

81 

188.0 
170  1 

17  90^  (^98 


l  odix. 


;{ 


17  901  l  9umt. 


o 
Raci.  = 


999 


S25.  Maislorsqu'après  l'opération  entière,  il  y  a  un  r< 
îl  faut  conclure  que  le  nombre  proposé  n'est  pas  un  qui 
et  parconséquent  qu'on  ne  peut  pas  en  assigner  la  ra 
On  se  sert  dans  ces  cas  du  signe    radical  que   nous  a 


(1)  Voyez  rArithmëtique  de  Gamier,  h.  Fusage  des  jeunes  élèves, 
Courcier,  Imprimeur-Libraire,  oii  se  trouvent  les  autres  ouvrages  du 
Auteur. 
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jà  employé  plus  haut  ;  on  écrit  ce  signe  devant  la  formule  , 
on  met  la  formule  elle-même  entre  deux  crochets^  ou  sous 
i  trait.  C'est  ainsi  que  la  racine  quarrée  de  aa-j^bb  s'indi- 
que par  v/  (aa-j-  6i)  ,  ou  par  y^  aa  -j^  bb  -,     et  quo 

'  { 1  —  XX  ) ,  ou  y  1  —  XX ,  exprime  la  racine  quarrée  de 
-xx.  On  peut  aussi ,  au  lieu  de  ce  signe  radical ,  faire  usage 
!  l'exposant  fractionnaire  ~ ,  et  indiquer ,  par  exemple ,  la 

cine  quarrée  de  aa  +  bb  par  {aa-j^bb)* ,  ou  par*  aa^ÇbB*m 
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CHAPITRE    VII  I. 
Du  calcul  des  ijuantités  irrationnelles. 

Sâ6.  XjoR80u*IL  s^agit  d'ajouter  ensemble  detix  oû  plusif 
formules  irratiomielles  ^  cela  se  fait ,  suivant  la  manière  pi 
crite  plus  haut^  en  écrivant  de  suite  tous  les  termes ,  cha< 
avec  le  signe  qui  lui  est  propre.  Et  ce  qu'il  faut  remarqa 
quant  aux  façons  d'abréger  ,  c'est  que,  pat  exemple, 
lieu  de  y  a  +  \/  a,  on  écrit  2  V  cl,  et  que  \/ a —  [/ 
fait  o,  ces  deux  termes  se  détruisant.  C*est  ainsi  que 
formules  3+^a  et  %+{/  2  ajoutées  ensemble  ,  i 
4+2V^fl  ou  4  +  V^8>  ^"®  1*  somme  de  5+^3  et 
4 — v^3,  estg  •,etqueGclledejij/3  +  3  ^/fl,  etde  y  5 — \ 
est  3  V/3  +  a  y  a. 

327.  La  soustraction  se  fait  de  même  très-facileme 
puisqu'elle  se  réduit  à  ajouter  ensemble  les  nombres  propoi 
en  prenant  avec  des  signes  contraires  ceux  qui  doivent  « 
soustraits.  L'exemple  suivant  le  fera  voir;  nous  soustraii 
le  nombre  inférieur  du  supérieur^ 

4—   1/12+2  1/3  —  3^/5  +  41/6 
1+511/12  —  2  1/3  — 5  1/5+ G  v^6 


3— 3  1/2+4^/3  +  2^/5  —  2^/6. 

328.  On  se  rappellera  dans  la  multiplication ,  que  |/a  n 
tiplié  par  y  a  fait  a;  et  que  si  les  nombres  qui  suivei 
signe  |/^  sont  diff érens ,  comme  a  et  b,  on  sl^ ab  poui 
produit  de  \/a  multiplié  par  y  b.  Il  sera  facile ,  après  c< 


D  *  ▲  L  G  i  B  a  1. 
caleukr  les  exemples  qui  smvent  : 
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1  + 


r^ 


1+    |/a 


=:i-t-â|/a+a  =  3  +a  i/a 


a—   v^tt 


-4 


pr=8-4      =4. 


399.  Ce  qne  nous  ayons  dit  s'étend  aussi  aux  quantités  ima^ 
:  on  se  rappellera  seulement  que  ^  — -  a  multiplié  par 
—a  fidt— a. 

S'il  s'agissait  de  trouver  le  cube  de—  1  -f- 1/— ^3 ,  on  pren* 
le  quarré  de  ce  nombre ,  et  on  multiplierait  ce  quarré 
le  nombre  lui-même  :  voici  ropérodon. 


Quarré  =:-{- 


-1  + 

V- 

V- 

-3 
-3 

-3 
~3= 

< 

^ube 

=— a-*a  \/' 
—  14-  1/  - 

1 

+1- 

V- 

1/- 

-3 
-3- 

-3- 
C 

-3 
-3 

-3 

-3+6 

—  ii  +  6      - 

:8. 

33o.  Dans  la  division  des  quantités  irrationnelles^  on  n'a 
>in  que  de  mettre  les  quantités  proposées  sous  forme  de 
ion;  cette  expression  peut  ensuite  se  changer  en  une 
itre  dont  le  dénomioateur  soit  rationnel.  Car  si  ce  dénomi- 
irest,  par  exemple^  a-f-t/^>  et  qu'on  le  multiplie  de 
que  le  numérateur^  par  a — 1/&  ,  le  nouveau  dénomi- 
sera  cul — &,  qui  ne  renferme  plus  le  signe  radical,' 
roA  qu'on  se  propose  de  diviser  S-f^i/a  pari+l/aj^ 

K 


J 

J 
1 
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3-4-3  v/a 
nous  aurons  d*abord  — ï- .   Multipliant   maintenant    les 

deux  termes  de*  la  fraction  par  i  —  v^  a  ^  nous  aurons  pour  le 
numérateur  : 

1 —    i/a 

^— A— » 

S  +  Bi/a 
— 3l/a  — 4 

fc-ii<       J    I      I  llî  I 

tt  pour  le  dénominateur  : 

1  —  1/  a 


1+1/3 
—  1/2  —  2 

1  — a= —  !► 

_  l/  3-—  1 

Notre  nouvelle  fraction  est  donc  -^ ■— ;  et  si   nous 

multiplions  encore  les  deux  termes  par—  i ,  hôts  aurons  pour 
le  numérateur +  (/ a  -f- 1  >  et  pour  le  dénominateur  +  i.  Or 
il  est  facile  de  se  convaincre  que  |/a+ 1  équivaut  à  la  frac- 
tion proposée  "^  '»  car  v^3+  i  étant  multiplié  par  U 
diviseur  i  -f-  )/  3  j  ainsi  qu'il  suit  : 

1  4-   i/a 
1  4"    y"  a 


1  +  ya 

-f-     1/  3-f-3 

ottâ      ^  i-f-a^/a  +  a:±:3+2l|/a. 

Autre  fxêmple  :  8— -5  f/g  divifs  par  3— «l/a  fait  '; 


d'algèbre. 
(pliant  ces  deux  termei  de  la  fractioii  par  3  -)-  a  \/a , 

:1«  Doinératenr 

8—  5v/9 
3+  ai/a 


fl4— i5|/a 


a4+     ^a— so=4^|/a; 


3  — a^/a 

S+a^'fl 
9  — 6v^a 

g-8=+i. 

conséquent  le  qnotient  Mrait  J^-^^a.    En  voici  k 
e  : 

4+  Va 
5 — at/a 


i2  +  3i/a 

13—5  v/a— 4=8— 5v/a. 

1.  C'est  de  la  même  manière  qu'on  peut  tranafonner  des 
ODS  de  cette  e^èce  en  d'autres  dont  le  dénominatenr  soit 

mel.  Sil'on  a ,  par  exemple ,  la  {nction  ,         ■  j ,  et  que 

in    multiplie   le   numérateur  et  le  dénominateur   par 
\y'G,  on  la  transformera  en  celle-ci , 

t  même  la  fraction : a  prend  cette  forme, 
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-4 =^~' 

1/6—1/5 


Et 
tleyient 


— ^      =  ii+2l/3o. 


33â.  On  pourra  de  la  même  manière  faire  disparaître  pea| 
peu  les  radicaux  du  dénominateur^  quand  il  contient  plusiett 

termes.  Soit  proposée  'la  fraction  -— -; =  :  on  muM* 

pliera  d'abord  ses  deux  termes  par  v^io+  l/a  -|-  l/3 ,  et  <x 

4-l/io  +  l/a+t/3  «-  ,  .  ,.    ^  .    ^ 

aura g— î '  ^ — ,  Mmtipuant  encore  ce  numerateo 

et  ce  dénominateur  par  5-f-a|/6,  on  obtient 

Bv/io+iiK'a+gi/S+ai/So. 


s'  f  I,  ^  ]|  m  II  B.  .iSi 


r .    . .  • 


o? -f- iiuia4-4^ -f- 64  fa  r . .  r' pamé. 


+  iâaa4-48a-f?^t4^.~4  à' partie. 


o. 


]a  racine  cubique  cbiprcl^e  est  ^onc  =4^4-^* 


fl*— 6rf+  i5a^-— fleo^rf-lSo^— 6a+i  ro*. ..l'^part. 


û« 


' 


^■'T     i". 


—  6cr*+  laji*^^  fe'l  — ^.  *  .^  part 


>  I  1. 1 


+  ikf^-i-iaa?-f»]3aa-^â4-il4-i...3'part. 

—  -  V   •  ^ .  ■  "^ 

3^.  L'expljç^ttbn  que  nous  ayons  donnée^  fait  le  fondement 
de  la  règle  ordinaure  pour  l'extraction  des  racines  cubiques 

pour  ^  nqx54)r§  3,197 


r,.^  I       .       .  ,    i-  '     ■  I. •■  •    .  •        ■  ':        ".{■       r    r 


-»      ^     ••     , » 


^1107(1™^.::;=^  ^         ,    ;^ 

,  .         1  OOOl  r  .. 

11  97 1  5unit.=f 

O       ç)00    =:3a*5 
5170    =3ai6 
^7=6^ 


II 
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la  racine  cubique  est  i3 

Soit  à  extraire  la  racine  cubiques  de  SâjGS  ^ 

3fl|768  f  5  centain.  =a 

fl7       t 

67.68  fQ7 

67. 68 1  â  unit.  =  i  ^ 


54oo=3a*& 
36o  =3û6& 
8=  fc» 


5768.      • 
la  racine  cubique  est  3^ 

Soit  enfin  à  extraire  celle  de  34965783, 

54}965[785  f  Scentàin.  1 54oa 

*  36o 
8 


37  : 

79.65 
5768 


t  ■  fl  dix. 


âi  977.85  f  507a 
"^r  977  85Î   7  unités. 


o. 


O'-'^LT 


J    j 


»    o  '"f 


5768 


ai5o4oo 

4^046 

343 


3197783 


la  racîse  cubiqttë''esl^3â7.vlcî  on  considère  les  3â  dîxai 
comme  3â  unités  simples  dont  le  cube ,  abstraction  faite 
zéros,  est  dans  3496^,  et  .lorsqu'on  a  soustrait  le  cube  de 
de  34965 1  on  a  le  reâte  ài 97783  qui  divisé  par  3  fois  le  qua 
de  33,  ou  par  307a  donne  pour  quotient  les  7  unités  qv 
cberche.  ^ 
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CHAPITRE     X. 


Des  puissances  plus  hautes  des  quantités  coni' 

plexes. 

S^o.xXPRÉS  les  qnairés  et  les  cubes,  vienneiit  les  poissan- 
ces  plus  hantes ,  et  â*tm  plus  grand  nombre  de  degrés.  On  les 
indique  par  des  exposions  ,  ainâ  que  nous  l'avons  dit  plus 
baut;  il  faut  seulement  observer ,  lorsque  la  racine  est  com- 
plexe, de  l'enfermer  entre  deux  parenthèses.  Ainn  (a  -f  &  )^ 
sgnifie  que  a-^b  tfX  élevé  an  cinquième  degré,  et  (a — b^ 
indique  la  sixième  puissanl^è  de  a— i.  Nous  ferons  voir  dans 
ce  chapitre  le  développement  de  ces  puissances. 

341.  Soit  donc  a-^b\9L  radne  ou  la  première  puissance , 
les  puissances  plus  liautes,se  trouveront  par*  la  multiplication 
ainsi  qu'il  suit  : 

û  +  ft  ' 


aa-^ab 

-(-*fl4      -f-  bb. 

a  +  b 


»\ 


l-   - 


-f-  aob-^SÀobb   -f-i'. 


H-  c'i  +  3aûW  +  3a*^  -f-M. 
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ia+bY^a^+4<^b+6aabb+4ab^   +b* 
a+b 


+  (^b  +  4(^bb  +6aab^+4ab^ 

(a+by^(^+5a^b+icx^bb+ioaab^+5ab^  +  b^ 
tt^  +  5a^6  + 1  oMb  -j- 1  oo^i^ 

etc. 

342.  On  trouve  de  même  les  puissances  de  la  iracitte  £t— i 
et  on  va  voir  qu'elles  ne  diffèrent  desj  précédantes ,   qu 
ce  que  les  termes  a',  4',  6',  etc.,  sQjpt  affectés  du  sig 
moins  :      •  .  . 

(a— iy=  a—b 

a-^b  ' 


aa^^cib 


>     ■*       .■■  M" 


a— & 
fi? — 2çifib^  offr 


D*  A  L  G  i  »  n.  K. 

{a-by=if—5aab+5abb  — i* 
a—b 
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a^—5(fb  +Zaabb^ai^ 
—  a' b  +  3ai^b—Zab?  +  b^. 

a  — i 

+  <?** 

a— i 

etc. 

On  voit  ici  que  toutes  les  puissances  impaires  de  b  reçoit  eut 
le  signe  — ,  tandis  que  les  puissances  paires  consenrent  le  signe 
+•  La  raison  en  est  évidente  ;  car  puisque  dans  la  racine  se 
tronve  —  &  ,  les  puissances  de  cette  lettre  monteront  dé  cette 
manière  :  —  6 ,  4.  Afc,  — .&3^  ^  j4^  _i5^  -f.  b^ ^  etc.  ;  et  U est 
ckdr  par  là  que  les  puissacnces  paires  doivent  être  SdKbctées 
èi  âgne  +  >  ^t  les  impaires  du  signe  contraire  — . 

343.  n  se  présente  ici  une  question  import^te^  c*est  com-r 
ment ,  sans  continuer  le  calcul  de  la  même  manière  dans 
tons  ses  détails^  on  pourrait  trouver  toutes  les  puissances 
tant  de  a-f-  6  >  que  de  a  —  6.  Nous  remarquerons  avant  toutes 
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choses  y  qne  si  on  est  en  état  d'assigner  toutes  les  puissancaee 
de  a  -f"  ^  >  celles  de  a — b  sont  toutes  trouvées ,  puisqu'on  a^ 
qu'à  changer  les  signes  des  termes  pairs ,  c'est-à-dire  du  se- 
cond^ du  quatrième  y  du  sixième  terme,  etc.  Tout  se  rédifi 
donc  à  établir  une  règle  d'après  laquelle  tonte  puissance  éià 
a  -{-  &  ,  quelque  haute  qu'elle  soit ,  puisse  être  détermina 
sans  qu'il  soit  nécessaire  de  passer  par  celles  qui  la  précèdentT 

344*  Or  observons  que  si^  dans  les  puissances  déterminées 
ci-dessus  y  on  fait  abstraction  des  nombres  qui  précèdenfl 
chaque  terme ,  et  qu'on  nomme  les  coefficiens ,  il  règne  daoa 
tous  ces  termes  un  ordre  remarquable  ;  d'abord  on  voit  le 
premier  terme  a  de  la  racine,  élevé  à  la  puissance  mêmA 
qu'on  demande  ;  dans  les  termes  suivans ,  les  puissances  de  é 
diminuent  continuellement  de  l'unité,  les  puissances  de  h 
augmentent  d'autant  ;  de  sorte  que  la  somme  des  expo- 
sans  de  a  et  de  &  est  toujours  la  même  et  égale  au  degr| 
de  la  puissance  ,  et  à  la  fin  se  trouve  le  terme  b  seii 
élevé  à  la  même  puissance.  Si  l'on  demande  donc  la  dixièm^ 
puissance  de  a  +  & ,  on  est  sûr  que  les  termes  dégagés  def 
coefficiens,  se  suivront  dans  l'ordre  que  voici  :  a*%  a^b,  a^bb^ 
a'b^,à¥,ifib^,   aSV^  ,éb\à^b^,ab^,  b'\ 

Il  reste  donc  à  faire  voir  comment  on  doit  déterminer  les 
coefficiens  qni  appartiennent  à  ces  termes ,  ou  les  nombre! 
par  lesquels  il  faut  les  multiplier.  Or ,  quant  au  premiet 
terme  ^  son  coefficient  est  toujours  l'unité  ;  et  quant  an 
second',  son  coefficient  est  constamment  l'exposant  même  de 
la  puissance  ;  m.ais  pour  ce  qui  regarde  les  suivans ,  ^ 
n'est  pas  si  facile  de  découvrir  un  ordre  dans  leurs  coefficiens  1: 
cependant  en  les  continuant ,  on  apperçoit  bientôt  une  loi  j 
l'aide  de  laquelle  on  peut  aller  aussi  loin  qu'on  veut.  C'est 
ce  que  la  table  suivante  fera  voir. 
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poiis.  ooeffidena. .  •  .  i  ^  i 

^  .  if^,  1 

*. 1,3,  3,  1 

• 1,  4,  6,  4,  I 

^S^* •  •  i  f  5jiO|iO)5|i 

\^P. 1)  6»  i5|  so^  i5y  6,  1 

7*- 1,7,  111,35,35,  ai,  7,  1 

8*. 1 ,8,fl8,  56,  70,  56,a8,8,  1 

y.  .  .  .  1,9,36,  84,  ia6,  ia6,  84,36,  9,  1 
^  1,  10,45,  lao,  aïo,  a5a,  aïo,  lao,  4^^iq,  i,otc; 

On  a  donc  pour  la  dixième  puissance  de  a  4-  i 

•'•+100^4 +45a«A4+iaoa'6'+aioa«M+;a5aa*i*+aioc*i» 
+ laoû?*'  +  45a*6«  -}- 1  ooi» + b'\ 

S4S.  H  faut  remarquer ,  à  l'égard  de  ces  coeificiens,  que, 
four  chaque  puissance ,  leur  somme  doit  être  égale  au  nombre 
s âeré  à  la  même  puissance.  Quon  fasse  a^=i  et  &  =  i, 
chaque  terme ,  abstraction  faite  du  coefficient ,  sera  =  1  ;  par- 
conséquent  ce  sera  amplement  la  somme  des  coefficiens  qui 
USqnera  la  valeur  de  la  puissance  ;  cette  somme  ,  dana 
Texemple  précédent,  est  ioa4>  et  en  effet 

(i+i)'«=:a'»=ioa4. 

H  en  est  de  même  des  autres  puissances  ;  on  a  pour  la 

i"i+i=a=a»  ; 
a«i  +  a4-i  =  4=a*, 

S«  l+3  +  3  +  l=:8  =  23, 

4^1+4  +  6  +  4+1  =  16  =  34, 
5«  1  +  5  +  10+10  +  5  +  1=33=2^, 
5«  i  +  6+i5+2o+i5  +  6+i  =64=2^ 
f  1  +  7+ ai +35 +  35+31  +  7+1  =  ia8  =  a', 

etc. 

Z47.  Une   autre  remarque  à  faire  au  sujet  de  ces  coef- 
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ficiens /c*e8t  qaik  croissent  depuis  le  commencement  jusqu'au 
milieu  y  et  qu'ensuite  ils  décroissent  dans  le  même  ordre.  Dans 
les  puissances  paires ,  le  plus  grand  coefficient  est  exactement 
au  milieu  ;  mais  dans  les  puissances  impaires ,  on  voit  deux 
coefficiens  égaux  et  plus  grands  que  les  autres  qui  se  trouvent 
au  milieu ,  et  qui  appartiennent  aux  termes  mojrens. 

Quant  à  Tordre  de  ces  coefficiens^  il  mérite  une  attention 
particulière;  car  c'est  dans  cet  ordre  même  qu'on  trouve  les 
moyens  de  les  déterminer  pour  une  puissance  quelconque  « 
sans  passer  par  les  précédentes.  Nous  allons  en  donner  la 
méthode  ^  en  en  réservant  cependant  la  démonstration  pour  le 
chapitre  suivant. 

348.  Pour  trouver  les  coefficiens  d'une  puissance  proposée, 
par  exemple ,  de  la  septième ,  on  écrira  les  fractions  qtiisiiivènt 
l'une  après  l'autre  : 

• 

7  >  T>  T*  4>  7^    6  >  7* 

On  voit ,  dans  cet  arrangement ,  que  les  nutnérateurs  com- 
mencent par  l'exposant  de  la  puissance  qu'on  demandé,  et 
qu'ils  diminuent  successivement  dé  l'unité ,  pendant  que  les 
dénominateurs  se  suivent  dans  l'ordre  naturel  des  nombres ,  . 
1 ,  a  ,  3,  4  >  ®*c.  Or  le  premier  coefficient  étant  toujours  1 , 
le  première  fraction  donne  le  second  coefficient.  Le  produit 
des  deux  premières  fractions  représente  le  troisième   coeffi-  ' 
cient.  Le  produit  des  trois  premières  fractions  représente  le  .. 
quatrième  coefficient ,  et  ainsi  d%  suite. 

Ainsi  le  premier  coefficient  :=  1  ;  le  second 

=  -  =7; 

le  troisième 

j 

=±:^.  -  — ai- 
le  quatrième  ^« 

— I  1  i  —  5Ç«;. 


flodème 

iieptièiii6 
Ik  hnitièiiie 
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*— 7     £    i.    i     â.  — Al  • 
^— T*  »•   *•  4*  7-****  » 

=  ai.î=7; 
=  7.1  =  1. 


i5s 


S^.  On  a  donc  pont  la  âétsonde  puissance  les  deux  firac- 
7>  7  >  ^o^  il  ^^  ^ô  le  premier  coefficient  =:  1  ,  U 
)iid= f  =:  a;  et  le  trtoidènlè 

La  troisième  puissance  fournit  les  fractions  l,  },  j;  donc 
pEtAder  ceeflkîeat  s=  1  ;  le  second 


troisième 


qnatcièiÉié 


On  a  pbtir  la  Quatrième  puissance  ées  firactions,  ?>  ^>  7, 1; 
>iiséc[nent  le  premier  coefficient  =:  1  ;  le  second 


troisième 
'quatrième 

le  cinquième 


i  1  1  _  —  1 


35o.  Cette  règ^e  nous  procure  donc  évidemment  Favantag^ 
n'avoir  pas  besoin  des  coefficiens  précédons ,  et  de  trouver 
contraire  sur-le-champ ,  pour  une  puissance  quelconque, 
qui  lui  sont  propres. 
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Ainn  pour  la  dixième'  puissance   on  écrira  les   fr 


10 


«    2.     4 


1  >  T*  î  »  T*  7*  ? 


>  7>  7j  |>  ï7f  moyennant  quoi  Ton 


le  l'^coeiEcient  =  1  « 

le2'  =  ij?=io, 
le3'=io.?=45, 

le  4' =454=1  ^^f 
le  5'=  lac^tsaio, 

le  6*=:!iio.f =a5a, 

le7'=:fl5a.^=iiio, 

le8*=:3io.7=iaOj 

leg'=:]ao.T^=  45  > 
leio'==  45«|=  10» 
leii'=io.~=3     1. 

35 1.  On  peut  aussi  ne  pas  réduire  les  fractions  coelE 
et  il  est  facile^  de  cette  manière^  d'écrire  la  lo''"^  pui 
de  a-f-64  qui  sera 

(a+ft  )«~  =  a>-  +  ^.  a^^b  +  ^.  a^b 

,22!L^  a9763  .    «iîiâoLâlase  i*+  etc. 

développement  qu'il  est  aisé  de  compléter  en  suivant  1 
énoncées  précédemment. 


CHAP; 
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CHAPITRE    XI. 

)e  la  permutation  des  lettres  ,  sur  laquelle 
se  fonde  la  démonstration  de  la  règle  pré" 
cédente. 


}a.  1^1  on  remonte  à  l'origine  des  coeificiens  dont  nous  ve- 
18  de  nous  occuper,  on  trouvera  que  chaque  terme  se  pré- 
autant  de  fois  qu'il  est  possible  de  ti'ansposër  les  lettresqui 
iposent  ce  terme  ;  ou  bien^   pour  nous  exprimer  d'une 
re  manière ,  que  le  coefficient  de  chaque  terme  est  égal 
nombre  des  permutations  que  souffrent  les  lettres  dont  ce 
le  est  composé.  t)ans  la  seconde  puissance ,  par  exemple, 
terme  ab  est  pris  deux  fois^  c'est-à-dire  que  son  coeffi- 
snt  est  a  ;  et  on  peut  en  efî^et  changer  doublement  Tordre 
lettres  qui  composent  ce  terme ,  puisqu'on  peut  écrire  ab 
ba  'y  le  terme  aa ,  au  contraire ,  ne   se  présente  qu'une 
I,  parceque  l'ordre  des  lettres  ne  peut  subir  aucun  chan- 
ement  ou  permutation.  Dans  la  troisième  puissance  de  a  -|-  6, 
terme  cuib  peut  s'écrire  de  trois  manières  différentes  ^  aab , 
boa  ;  aussi  le   coefficient  est-il   3.  De  même ,  dans  la 
ième  puissance  le  terme  c^b  ou  aaab ,  admet  les  quatre 
>8itions  différentes^  aaab,  aaba  ,  abaa,  haaa;  c'est 
rquoi  son  coefficient  est  4*  Le  terme  anbb  souffre   six 
mtations ,  aabb ,  abba  ^  baba ,  abab ,  bbaa  >  baab ,  et  son 
efficient  est  6.  Il  en  est  de  même  dans  tous  les  cas. 

553.  En  effet,  si  l'on  considère  que  la  quatrième  puissance, 

exemple,  d'une  racine  quelconque  composée  même  de 

de  deux  termes ,  comme  (a  +  ^  +  ^  +^*  >  se  trouve  eu 
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multipliant  Tun  par  l'autre  ces  quatre  facteurs  a-^-h^c^'i 
c+i-f"C+cî;  a  +  i-f"^+^y  a-^b-^C'^d;  on  peut  voîi 
aisément  que  chaque  lettre  du  premier  facteur  doit  se  mul- 
tiplier par  chaque  lettre  du  second ,  ensuite  par  chaque  lettr 
du  troisième ,  «t  enfin  encore  par  chaque  lettre  du  qnst 
trième. 

n  faut  donc  non-seulement  que  chaque  terme  soit  cbmpos« 
dû  quatre  lettres,  mais  aussi  qu'il  se  présente  oa  qu'il  entri 
dans  la  somme  autant  de  fois  que  ces  lettres  peuvent  être  dis- 
posées différemment  entre  elles ,  d'où  provient  ensuite  soj 
coefficient. 

354.  Il  importe  donc  beaucoup  ici  de  savoir  de  combien  d« 
manières  différentes  des  lettres ,  en  un  nombre  donné ,  peuvexm 
être  disposées  entre  elles.  Et  il  faudra  dans  cette  rechercha 
faire  attention  surtout  si  les  lettres  dont  il  s'agit  sont  le 
mêmes  ou  diverses.  Quand  elles  sont  les  mêmes,  il  ne  peut  2 
avoir  de -permutation ,  et  c'est  aussi  pourquoi  les  puissance 
«impies,  comme  a*,  c^ ,  cfi,  etc.,    ont  toutes  l'unité  po». 

coefficieht. 

355.  Nous  supposerons  d'abord  toutes  les  lettres  différente» 
et  en  commençant  par  le  cas  le  plus  simple  qui  est  celui  de  deu2 
lettres  ou  ab  ,  nous  voyons  que  ce  sont  évidemment  deii^ 
dispositions  qui  peiivent  avoir  lieu  ^  savoir  cib  et  ba. 

Si  nous  avons  trois  lettres,  abc,  à  considérer,  nous  re- 
marquons que  chacune  des  trois  pourrait  prendre  la  premier^ 
placé ,  tandis  que  les  deux  autres  adniettraient  deux  permtÉr 
tations.  Car  si  a  est  la  première  lettre ,  on  a  les  deux  dispc^ 
sitions  abc ,  acb ;  sib  est  à  la  première  place,  on  a  les  dis- 
positions bac ,  bca;  enfin  si  c  occupe  la  première  place  ,  QV 
a  de  même  deux  dispositions  ,  savoir  cab ,  cba.  Et  parconsé^ 
quent  le  nombre  total  des  dispositions  est  3.2=6. 

Si  on  a  quatre  lettres,  abcd ^  chacune  peut  occuper  |tf 
première  place*,  et,  dans  chacun  de  ces  cas,  les  troidautnS 


r 

t 


i 

i 
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penfent  former  six  dispositions  différentes  ,  comme  nous  ye-* 
sons  de  voir.  Le  nombre  total  des  permutations  est  donc 

Sien  a  cinq  lettres,  a&ccie y  chacune  d'elles  pouvant  éga-* 
lement  se  trouver  la  première ,  et  les  quatre  autres  souffrir 
Tiogt-quatre  permutations,  il  s'ensuit  que  le  nombre  total 
des  permutations  sera 

5.a4"=i20î=5.4-3.a.i 

356.  Quelque  grand  parconséquent  que  soit  le  nombre  des 
lettres ,  on  voit  assez  que ,  pourvu  qu'elles  soient  toutes  dif- 
férentes, il  est  facile  de  déterminer  le  nombre  de  toutes  les 
pemiutations ,  et  qu'on  pourra  faire  usage  de  la  table  suivante  : 

Kombre  des  lettres.  Nombre  des  permutations. 


i 1  =  1. 

S-  . a.i  =r  a. 

3 3.3. 1=6. 

4 >  '  '  '  4-3.fl.i  =  24. 

5 5.4-3»3.i  =  lao. 

B 6.5.4.3.3.1  =  720. 

7 7.6.5.4.3.2.1  =  5o4o. 

0 8. 7. 6. 5.4.3. 2.1  =  4^320. 

9.  .  .  .  •  .   .9.8.7.6.5.4-3.2.1  =  36â88o. 
10 10.9.8.7.6.5.4.3.2.1=3628800 

etc. 


I  > 


357.  Mais ,  comme  nous  l'avons  insinué ,  les  nombres  de 
l' cette  table  ne  peuvent  s'employer  que  dans  les  cas  où  toutes 
les  lettres  sont  différentes;  car  si  deux  ou  plusieurs  d'entre 
elles  sont  les  mêmes  ,  le  nombre  des  permutations  devient 
^beaucoup  moindre  :  et  si  la  même  lettre  se  répète ,  on  n'a 
ifa'ane   seule  disposition.    Nous  allons  donc  voir  comment; 

A 
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les  nombres  de  la  table   doivent  être  diminués  suivant  b 
nombre  des  lettres  semblables. 

358.  Quand  deux  lettres  sont  données  ^  et  que  ces  lettres 
sont  les  mêmes ,  les  deux  dispositions  se  réduisent  à  une  seule , 
et  parconséquent  le  nombre  que  nous  avions  trouvé  ci-dessus 
se  réduit  à  la  moitié ,  c'est-à-dire  qu'il  faut  le  diviser  par  a. 
Si  on  a  trois  lettres  semblables  y  on  voit  six  permutations  se 
réduire  à  une  seule  *  d'où  il  suit  que  les  nombres  de  la  table  _ 
doivent  être  divisés  par  6=3.2.1.  Si  quatre  lettres  sont  les 
mêmes ,  il  faudra  diviser  les  nombres  trouvés  par  24  ou  par 
4.3.2. 1>  etc. 

n  est  donc  facile  maintenant  de  déterminer^  par  exemple,' 
de  combien  de  permutations  les  lettres  aaabbc  sont  suscepti- 
bles. Elles  sont  au  nombre  de  six ,  et  parconséquent  si  elles 
étaient  toutes  différentes ,  elles  admettraient  6.5.4*3.2.1 
permutations.  Mais  puisque  û  se  trouve  trois  fois  dans  ces 
lettres,  il  faudra  diviser  ce  nombre  de  permutations  par  3. 2 . 1  ; 
et  puisque  b  se  rencontre  deux  fois ,  il  faudra  encore  diviser 
par  2.1;  le  nombre  des  permutations  cherché  sera  donc 

S.a.i.a.i     — "^' 

359.  Il  nous  sera  donc  facile  à  présent  de  déterminer  le» 
coeSiciens  de  tous  les  termes  d'une  puissance  quelconque* 
Nous  en   donnerons  un  exemple   sur  la  septième  puissance 

Le  premier  terme  est  a'r>  qui  ne  se  rencontre  qu'une  fois  ; 
et  comme  tous  les  agitres  termes  ont  chacun  sept  lettres ,  il 
s'ensuit  que  le  nombre  de  toutes  les  permutations  pour  cha- 
que terme  serait  7.6. 5. 4. 3.2. 1  ,  si  toutes  les  lettres  étaient 
dissemblables.  Mais  puisque  dans  le  second  terme  a^b  ,  on 
trouve  six  lettres  semblables ,  il  faudra  diviser  ce  produit'-là 
par  6. 5. 4-3. 2,1  ;  d'où  il  suit  que  le  coefficient  est 

^___  7'6'5'4'3a'i 7 

"^   6.â.4.3ta.r  "~"  T* 


I 
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Tkms  le  troisième  terme  a^bb ,  on  Lrouve  cinq  fois  la  même 
lettre  a  ^  et  deux  fois  la  même  lettre  b  ;  il  faut  donc  diviser 
ce  nombre  d'abord  par  5.4-3.ji.i  >  et  ensuite  encore:  par  a.  r; 
f  où  résulte  le  coefficient 

Le  quatrième  terme  o^ft'  contient  quatre  fois  la  lettre  a/ 
et  trois  fois  la  lettre  b  ;  parconséquent  le  nombre  total  dei 
permutations  de  sept  lettres,  doit  être  divis^,  en  premier  lieu^ 
pur  4-3.52. r,  et  en  second  lieu  par  S.a.i^  ou  par  i.â.3, 
•tle  second  coefficient  devient 

y»6'5'4'3'a'i  ^^  7'8'S 
4.3.s.i.i.a.3  """  i.a.3* 

On  trouvera  de  la  même  manière  \[l[ll^  pour  le  coefficient 

io.  cinquième  terme ,  et  ainsi  des  autres.  Ainsi  la  règle  donnée 
plus  haut  se  trouve  démontrée. 

36o.  Ces  considérations  nous  conduisent  plus  loin  ,.  et  nous^ 
ttontrent  aussi  comment  on  doit  trouver  toutes  les  puissances  des 
raanesqui  sont  composées  de  pluà  de  deux  termes.  Nous  en 
ferons  l'application  à  la  troisième  puissance  de  a-f-i-|-c,  dont 
les  termes  doivent  être  formés  de  toutes  les  combinaisons  possi-i 
Mes  de  trois  lettres ,  et  où  chaque  terme  doit  avoir  pour  coeffi- 
cient, comme  ci-dessus,  le  nombre  de  ses  permutations. 

La  troisième  puissance  de(a-|-&  +  c)^  sera ,  sans  passer  par 
kmoltiplication, 

i^'[Zaab+3aaC'+3abb+6abc+5acc+bl^+3bbc+5bcc+c^. 

Supposons 

a=i,  fc=i,  0=1, 

kcid)ede  i-fx+i,  ou  de  3,  sera 
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1+5+3  +  3  +  6  +  3+1+3+3  +  1  =  37. 

Ce  résultat  est  juste  et  confinne  la  règle. 
Si  l'on  avait  supposé 

a=i,6=i,     et    c=:— 1, 

on  aurait  trouvé  pour  le  cube  de  1+1 — 1,  c'est-à-dire  de  1 

x+3_3+3— 6+3+1—3+3— i=K 
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CHAPITRE     XII. 

Du  développement  des  Puissances  irrationnelles 

en  suites  infinies^ 

3Si.  \j  o  M  M  E  nous  ayons  fait  voir  de  quçlle  manière  on  doit 
trouver  une  puissance  quelconque  de  la  racine  a-^b  ^  quelque 
grand  que  soit  l'exposant^  nous  sommes  en  état  d'exprimer  gé- 
aéralement  la  puissance  de  a-^^b ,  dont  l'exposant  aérait  indé- 
terminé. Il  est  évident  que  si  on  indique  cet  exposant  par  /i,  on 
ara  par  la  règle  donnée  plus  haut  (art.  348  et  suiv.  )  : 

i  12 

+  -. .-^— a«-^i3  I —  ^J— _.__a«-W+etc. 

352.  Que  si  on  demandait  la  même  puissance  de  la  racine 
B"*  i ,  on  ne  ferait  que  changer  les  signes  des  second ,  qua- 
trième, sixième,  etc.  termes,  et  on  aurait 

1  1      a 

12         3  '   1      2         3         4 

353.  Ces  formule»  sont  d'une  utilité  insigne  •  car  elles  ser- 
Tent  aussi  à  exprimer  toutes  les  espèces  de  radicaux.  Nous 
tvons  fait  voir  que  toutes  les  quantités  irrationnelles  peuvent  se 
lettre  sous  la  forme  de  puissances  dont  le»  exposans  sont  frac— 

toiaires  ^  et  que 

4 
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y^a=:a^;     ya:=zà^,     )/a  =  a«|  etc. 
on  aura  donc  aussi 

K(a+ft)  =  (a  +  i)ï;  ^  (û  + ft)  =r  (a  +  i)i 
1/  (a4-6)=:(a+A)^,  eta 

C'est  pourquoi^  si  Ton  veut  trouver  la  racine  quarrée 
a^b^  on  n'a  besoin  que  de  substituer  à  l'exposant  n^ 
fraction  \  dans  la  formule  générale  de  l'art.  36 1  ^  et  on  a 
d'abord  pour  les  coefficiens  ^ 

n 1    «— i 1    n— a 3    n— 5 5^ 

T""â' "¥"""""4' "y'^^G' ""'"S* 


5    ~     TS'    6    ~      la" 


Ensuite 


1         .  y  «— »  1  n— •  1  ,1 

Ou  bien  on  pourra  exprimer  ces  puissances  de  a  de  cette  a 
manière  :  ' 

n  «— 1       |/a      «—a       a»      |/a     «—3 c"       1/ 


n- 


û"       l/a 


364*  Cela  posé,,  la  racine  quarrée  de  a-f-&  pourra  ( 
primer  ainsi  qu'il  suit  : 

2       a  2     4         ^^ 

^^346       o^        a468      o^ 
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565.  Si  donc  a  est  un  nombre  quarré,  on  pourra  assigner  ta 
leur  de  yoy  et  parconséquent  la  racine  quarrée  de  a  +  i 
mrra  être  représentée  par  une  suite  infinie  sans  aucun  sigiie 
i£cal. 


Soit ,  par  exemple ^  a  =: ce,  on  aura 

l/a=:c; 

iioQc 


!•.»-% 


3 


On  voit  par  là  qu'il  n*est  aucun  nombre  dont  on  ne  puisse 
Intraire  la  racine  quarrée  de  la  même  manière  y  puisque  tout 
jiombre  peut  se  décomposer  en  deux  parties  dont  Tune  soit 
m  quarré  représenté  par  ce.  Si  on  cherche,  par  exemple, 

b  racine  quarrée  de  6|  on  fera 


lent 


6=4+2, 

• 


foà  résulte 


Si  on  voulait  ne  prendre  que  les  deux  premiers  termes  de 
ette  suite .  on  aurait 


at  le  quarré  ^~  est  de  \  plus  grand  que  6  \  mais  si  on  cou- 
re trois  termes ,  on  a 


-^16 16  ' 


le  quarré  ttI^  est  encore  de  ~  trop  petit. 

36S.  Puisque,  dans  cet  exemple,  \  approche déjàbeaucoup 
tla  yaleur  vraie  de  ^/G ,  nous  prendrons  pour  6  la  quantité 
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équivalente  ^— ^-  Ainsi 

et  calculant  seulement  les  deux  premiers  termes ,  nous  trot 
vons 

le  qaarré  de  cette  fraction  étant-^^  j  ne  surpasse  que  de  jl 
le  quarréde  y  S. 

Faisant  maintenant 

^  •""  400  "~  400  > 

de  sorte  que 

c^^?  et  i=  — -^• 

«"— «oCtt/—         400  > 

et  ne  prenant  encore  que  les  deux  premiers  termes ,  on  a 

«yC— .4P_l    1    ""400   ,_„4_9  I     40  e  —40  *       4B»« 


•  o  40 


dont  le  quarré  est  =  ^j^g^„^.  Or  G  réduit  au  même  dénon 
Dateur  est  a=  ^^r^^^  ;  Terreur  i/est  donc  plus  que  de  âg-^Hv 

367.  On  pourra  de  la  même  manière  exprimer  la  radot 
cubique  de  a  -f-  6  par  une  série  infinie.  Car  puisque 

on  aura  dans  la  formule  générale  7»=|^  et  pour  les  coeif 

ciens . 


n ,   n — 1 ,   ji — a 5   n — 3 

etc.  ; 
et  quant  aux  puissances  de  a^  on  aura 
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3  l  3 

a  aa  tr 


3  3 

y  (a+b)=ya+i.b^^i  b.b~ 
'       a        *         aa 

î.  Si  donc  a  est  un  cube ,  tel  que  c* ,  on  a 

3 
l/a  —  c, 

signes  radicaux  s'évanouiront  ;  car  il  viendra 

,+d;_c-(-t.  —  —  ^-.  -^ +^.  __-^,.  _4.ctc* 

).  Voilà  donc  une  formule,  au  moyen  de  laquelle  on 
a  trouver  par  approximation  la  racine  cubique  d  un 
Te  quelconque ,  puisque  tout  nombre  peut  se  partager 
eux  parties,  comme  c^-(-i,  dont  la  première  soit  un 


i  voudrait ,  par  exemple ,  déterminer  la  racine  cubiqn« 
,  on  représentera  2  par  1  + 1 ,  ensorte  que  c=  1  et  A=i; 
)nséquent 

l/a=i+f— 5+.'.  — etc. 

leux  premiers  termes  de  cette  suite  font  1  j-rs^,  dont  le 
^  est  trop  grand  de  {^.  Qu'on  fasse  donc 

ara 

6==^et^ — — 


17^  t  L  é  M.  s  ir  t 

«t  parconséqaent 


MIO 


9 

Ces  deux  termes  font 
dont  le  cube  est  xi^\.  Or 

„ 74#49^ 

ainsi  Terreur  est  ^HsTi*  ^®  ^®**®  manière  on  pourra  a 
cher  de  plus  en  plus  de  la  racine  y  et  d'autant  plus  rapid 
qu'on  prendra  un  plus  grand  nombre  des  premiers  termes 
suite^ 


d'à  L  G  é  B  R  t; 
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CHAPITRE    XIII. 


Du  développement  des  puissances  négatives» 

o.  1.1  eus  ayons  fait  voir  plus  haut  qu'on  peut  exprimer 


par  €r~'  ;    on  peut  donc  de    même    exprimer 


+7 


par 


û+i)""*  ;  de  sorte  que  la  fraction  ,  peut  être  regar- 

comme  une  puissance  dea  +  b,  c'est-à-dire  celle  dont 
[etposant  est  —  1  ;  et  il  résulte  de  là  que  la  série  trouvée 
îssus  pour  la  valeur  de  {a-^by  s'étend  aussi  à  ce  cas. 

S71.  Puis  donc  que  ,  signifie  autant  que  (o+A)"*! 

)son8  dans  la  formule  citée 


n= — 1  ; 


aurons  d'abord  pour  les  coei&ciens^ 


=—1  ? 


n 


2 


n  —  a 


—  i  ; 


71  —  3 


=— ijetc- 


^ensuite  pour  les  puissances  de  a  : 


=a"-> 


1 
a 


-  ;  a^''^'=.a' 


=  ?'« 


=  ^;a-3=_.etc. 


_j  l.^    .            1           1        b  ^bb      b^    ^b^       *'    I     .. 
t+ft^—'=  ,  rs A — T r  +  -r  —  -r  + etc. 
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et  c'est  la  mSme  suite  que  nous  avons  déjà  trouvée  plus  I 
par  -la  division. 

372.  De  plus  ■   _.  y Nft  étant  autant  que  (a +&)""*,  rédni 

aussi  cette  formule  en  une  suite  infinie.   H  faudra  pour 
effet  supposer 

et  nous  aurons  pour  les  coefHciens 


n 


â     n — 1  3     n— 3  A    n — 3  5 


4    «—3 


-:  .    < 


i~       1'     52     ""     a*     3    ~      3'    4     ■"      4' 
et  pour  les  puissances  de  a  : 

«— ^.«      -p-.a      -a*'"      -^'  ^**'- 


r^ous  obtenons  donc 


bb 


^°  +  *^     ~(a+^)»  =?""-•  ^+--^-  ST-  '•'•  '' 

M 
j„  i.  i  i:   £   — — etc 

Ci 

Or 

Parconséquent  nous  avons 

373.  Continuons ,  et  supposons 

7l  =  — 3, 

nous  aurons  une  suite  qui  exprimera  la  v^eur  de  -p 7 


f 
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^(a^^)*^.  lies  coeffideiiB  sont^ 
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IlespiiiMances  de  a  deviennent  : 

a-  =  ^;  a—  =  ij.  ;  «^=^;  «te 

I 

m  qni  nous  donne  : 


=  3-  —  3  —  +  o  -r—  10  -T-  +  i5  — -  — fli  -j. 

a*  a?  a?  a* 


a» 


a* 


i^  bf  Ifi 


a9 


.  ^Faisons  encore 


«  =—4, 


bus  aurons  pour  les  coefHcîens , 


A    . 
1    > 


71-1 


»  . 


n-2 


6     'ï-3 


(  pour  les  puissances  , 

où  l'on  tire  : 

1  b  b*  b^  M  i^ 
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374*  Les  diflPérens  cas  que  nous  venons  de  considérer  ^ 
mettent  en  état  maintenant  de  conclure  avec  certitude 
aura    généralement  pour  une    puissance    négative    qu 
que  de  a^^^b: 

1       1       m       ^     X.  ^   m+i      6*         m    71 


Et  on  peut ,  moyennant  ''ette  formule ,  transformer 
ces  espèces  de  fractions  en  suites  infinies ,  en  substituant 
à  m  des  fractions^  afin  d'exprimer  des    formules  irr 
nelles. 

375.  Pour  éclaircir  encore  davantage  cette  matière 
joindrons  ici  les  considérations  qui  suivent. 

Nous  avons  trouvé  : 

Si  nous  multiplions  cette  suite  par  a-\-b,  il  fai 
le  produit  soit  ~  1  :  et  cela  se  trouve  vrai ,  comme  01 
s'en  assurer  >  en  effectuant  la  multipUcation  : 

*  -.  A  a.  ^  —  *^         M        b^ 

a  +  b 


b    .b*        b^     ,    b^         b^ 

*  —  ^»rr  —  *rr  +  ir  —  -t+>  etc. 

.    b        b^     ^    l^  è4  i5 


Prod.  sa  1. 
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87$^  N0Q8  ayons  trouvé  aussi 


*77 


07 


on  multiplie  donc  cette  suite  par  (a-)-^)*^  il  faut  que  le 
luit  soit  pareillement^  1.  Or 

Mci  donc  le  plan  de  Topération  : 

ca       ûr         a*  or  a^  a^ 


aa --^  aab  ^^  bb 


^  —  —  +  ^rr  —  ^+  -rr  —  "ir  +etc. 


a 
26 


aa 


o^ 


a^ 


•  *     û  aa  (T  cr      *      €r 

,    W         2*3         3M         4*5 
-I _  j-  — 3--.  ^  etc. 


produit  total  =  1 . 

377.  Que  si  Ton  ne  multipliait  que  par  a  4-^  la  série  trou<^ 
jfe  pour  la  valeur  de  r 7—,  il  faudrait  que  le  produit  ré- 

idît  à  la  fraction  — --r ,    ou  fût  égal  à  la  série  trouvée 

a-^b  ^ 


lessuSy 


^-«. — .j._.  — etc. 

a        c^     *    t^         a^    ^    ce* 


c'est  ce  que  la  multiplication  effective  confirmera.; 

M 


jyS 


é  Lé 

MES 

S 

I 

aa 

a» 

,  Zbb 

a 

+ 

5M 
a* 

1 

etc. 

a 

a^ 
«a 

,   Zbb 

a* 

+ 

— etc. 

+ 

b 
oa 

a&& 

— . 

4** 

—etc. 

Prod.  =-  —  —  4.  --  —  --  -L  -5-  —  etc. 
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SECTION    TROISIÈME. 

Des  Rapports  et  des  Proportions. 


DE 


CHAPITRE     PREMIER. 

du  Rapport  arithmétique^  ou  de  la  différence 

entre  deux  nombres. 

!/8.  \j  £  c  X  grandeurs  sont  égales  ^  ou  elles  ne  le  sont 
pas.  Dans  ce  dernier  cas  où  Tune  est  plus  grande  que 
notre  ^  on  peut  envisager  leur  inégalité  sous  deux  points 
de  vue  différens  ;  on  peut  demander  de  combien  une  dea 
çiantités  est  plus  grande  que  l'autre.  On  peut  aussi  de- 
mander combien  de  fois  Tune  contient  Tautre.  Les  détermi^ 
dations  qui  forment  les  réponses  à  ces  deux  questions  ^  s& 
nomment  toutes  deux  des  rapports  ou  des  raisons  ;  on  a  cou- 
tume de  nommer  la  première  rapport  arithmétique ,  et  la  se- 
conde rapport  géométrique ,  sans  cependant  que  ces  dénomi— 
iiations  aient  aucune  liaison  avec  la  chose  même  ',  c'est  arbi- 
tairement  qu'elles  ont  été  adoptées  (*). 

379.  On  s^imagine  bien,  sans  doute,  qu'il  faut  que  les  gran— 
«eors  dont  nous  parlons  soient  d'une  même  espèce ,  puisque 
«ans  cela  on  ne  pourrait  rien  déterminer  au  sujet  de  leur 
^alité  ou  de  leur  inégalité.  Il  serait  absurde ,  par  exemple  ^ 


(*)  HiTaui  mieux  dire  :.  différence  et  quotienu 


180  é  L  £  M  E  N  s  ^ 


de  demander  si  deux  unités  de  poids  et  trois  unités  Iinéairelh<  j 
sont  des  quantités  égales  ;    c'est  pourquoi ,  dans  ce  qui  Ta.  j 
suivre ,  il  ne  peut  être  question  que  de  quantités  d'une  même 
espèce  *,  et  comme  elles  peuvent  toujours  être  assignées  en 
nombres ,  ce  n'est  aussi ,   comme  nous   en  avons  averti  dès  - 
le  commencement  >  que  de  nombres  dont  il  sera  question. 

38o.   Quand  on  demande  de  deux  nombres  donnés  ,   de   ' 
combien  l'un  est  plus  grand  que  l'autre^  la  réponse  à  cette 
question  détermine  le  rapport  arithmétique  de  ces  deux  nom- 
bres. Or  puisque  cette  détermination  se  fait  en  indiquant  la  *^ 
différence  des  deux  nombres ,  il  s'ensuit  qu'un  rapport  arith- 
métique n'est  autre  chose  que  la  différence  entre  deux  nombres. 
Et  comme  ce  mot  différence  nous  paraît  une  expression  plus  ^ 
propre ,  nous   réserverons  celles  de  rapport   ou   rcâson  pour  - 
exprimer  les  rapports  géométriques. 

38i.  La  différence  entre  deux  nombres  se  trouve  ,  comme  g 
on  sait^  en  soustrayant  le  plus  petit  du  plus  grand  ;  rien  de  ^ 
plus  facile   parconséquent  que  de   résoudre  la  question  >  dé-^ 
combien  Tun  est  plus  grand  que  l'autre.  Dans  le  cas  donc  où  les 
nombres  sont  égaux ,  la  différence  étant  nulle  ou  zéro ,  si  l'on 
demande   de  combien  un  des  nombres  est   plus  grand  que 
l'autre  ,  on  répondra,  de  zéro.  Par  exemple,  G  étant  =  3.3,, 
la  différence  entre  G  et  a. 3  est  o.  — 

382.  Mais  lorsque  les  deux  nombres  ne  sont  pas  égaux, 
comme  5  et  3,  et  qu'on  demande  de  combien  5  est  plus  grand  s: 
que  3,  la  réponse  est  2;  et  elle  se  détermine  en  soustrayant 

3  de  5.  De  même^  i5  est  plus  grand  que  5  de  10;  et  20  sur- 
passe 8  de  12. 

383.  Nous  avons  donc  trois  choses  à  considérer  ici  :  i«.  le  '^ 
plus  grand  des  deux  nombres  -,  2°.  le  plus  petit ,  et  3°.  la  dif- 
férence. Et   ces  trois  quantités  ont  entre   elles  une   liaison 
telle    que  deux  des  trois  étant  données  ,  elles  déterminent 
toujours  la  troisième.  .g 

Soient  le  plus  grand  nombre  =  a,  le  plus  petit  =  &,  et  la 
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!=<{:  on  trouyera  la  diiFérence  d  en  sonatrayant  h 
&  a^  de  faifbn  que 

dznza — h\ 

â'oà  Ton  yoit  comment  a  et  6  étant  donnés ,  on  pent  trouver  d: 

384-  Mais  si  c'est  la  différence  qui  est  donnée  avec  le  phia 
petit  des  deux  nombres  ^  ou  6 ,  ce  sera  le  nombre  plus  grand 
qu'on  pourra  déterminer,  savoir,  en  ajoutant  ensemble  la 
différence  et  le  nombre  plus  petit ,  ce  qui  donne 

Car  si  on  ôte  de  £-{-  <2  le  moindre  nombre  ft ,  il  reste  <I>.qui 
est  la  différence  connue.  Soit  le  moindre  nombres  lâ,  la 
difFérence  =  8 ,  le  nombre  plus  grand  sera  =  âo. 

385.  £n£n  si ,  outre  la  différence  d^  le  plus  grand  nombre 
a  est  donné,  on  trouve  l'autre  nombre  b  en  soustrayant  la 
différence  du  plus  grand  nombre^  ce  qui  fait  qu'on  a 

bz=ia'^d. 

Car  si  j'ôte  le  nombre  a— - <f  du  nombre  plus  grand  a ,  il  rest^ 
d  qui  est  la  différence  donnée. 

386.  La  liaison  entre  ces  trois  nombres  a,  fi,,  J  est  donc 
telle  qu'on  en  tire  les  trois  déterminations  suivantes  : 

i*.  d=:a — b;  a^a=6^- J;3*.  i=a — dj. 

et  si  l'une  de  ces  trois  comparaisons  est  juste ,  il  faut  nécessai- 
rement que  les  deux  autres  le  soient  aussi.  Donc^  en  général^ 
si 

il  faut  absolument  que 

j=3Z— a?,  eta;=s — y^ 


I 
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387.  n  est  i  remarqner  an  tojet  de  ces  ndflons  ciitlimitîf  : 
ques ,  que  si  l'on  ajoute  aux  deux  nombres  a  et  £  nn  nombiB 

c  pris  à  volonté ,  ou  qu'on  l'en  soustraie  ,  la  différence  reste 
la  même  ;  c'est-à-dire  que  si  d  est  la  différence  entre  a  et  i , 
ce  nombre  d  sera  aussi  la  différence  entre  a+c  et  b  +  c,  tt  ,} 
entre  a — c  et  &  —  c.  Par  exemple  »  la  différence  entre  les 
nombres  âo  et  12  étant  8^  cette  différence  restera  la  même, 
quelque  nombre  qu'on  ajoute  à  ces  nombres  ao  et  i^,  et 
quelque  nombre  qu'on  en  retranche. 

388.  La  preuve  en  est  évidente.  Car  si 


a— &=el 


on  a  aussi 


et  de  même 


(a— c) — (i — c)=rf. 


389.  Si  on  double  les  deux  nombres  a  tt  b ,  la  différenee 
deviendra  double  aussi.  Ainsi  quand 

a — b'=id^ 
on  aura 

"M^  en  général^ 

7UZ— *  nb  =  nd, 

quelque    cmbre  qu'on  prenne  pour  n. 


V- 


•  V 


.1 -.1  ■•. 
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CHAPITRE    IL 

De  la  Proportion  arithmétique  ,  ou  de  Véqui^, 

différence  (*). 

^o.  Xjorsque  deux  rapports  arithmétiques  sont  égaux,  leur 
égalité  se  nomme  une  proportion  arithmétique,  ou  une  éguù», 
différence. 

Ainsi  quand 

a  —  i  =  iîetp  —  çzsrf, 

desorte  que  la  différence  est  la  même  entre  les  nombres  p  et  q  ; 
qu'entre  les  nombres  a  et  6,  on  dit  que  ces  quatre  nombret 
forment  une  proportion  arithmétique  ;  on  Técrit  ainsi 

et  on  indique  clairement  par  là  que  la  différence  entre  a  ttb 
est  égale  à  la  différence  entre  p  et  q, 

391.  Une  proportion  arithmétique  consiste  donc  dans  quatre 
termes  qui  doivent  être  tels  que  si  on  soustrait  le  second  du 
premier ,  le  reste  se  trouve  le  même  que  celui  qu'on  obtient 
en  soustrayant  le  quatrième  du  troisième.  Ainsi  ces  quatre 
nombres  12,  7 ,  9,  4  forment  une  proportion  arithmétique > 
parceque 

12—7  =  9—4. 
392.  Quand  on  a  une  proportion  arithmétique  comme 

a  --  6  z=zp  —  q  , 


C*^)  Ce  qui  signifie  égalité  entre  deuje  différences  ;  dënomination  prëfë- 
nble  à  la  première  ^  parce^^elle  est  une  définition. 

M4* 


l84  ]i  L  £  M  £  N  s 

on  peut  faire  changer  de  place  au  second  et  au  troiàèin^ 
terme ,  en  écrivant 

a  —  p  =  b  —  9  ; 
cette  égalité  ne  sera  pas  moins  vraie.  Car  en  supposant 

a--^bz=zp  —  q , 
qu'on  ajoute  d*abord  b  des  deux  côtés,  on  aura 

c  =  i  +  p  —  (/  ; 
qu'on  soustraie  ensuite  p  des  deux  côtés,  il  viendra 

a  —  p  z=b  —  q. 
Ainsi,  comme 

12  —  7  =  9—4, 
on  a  ausM  ' 

la  — 9  =  7  — 4. 

393.  On  peut  aussi,  dans  toute  proportion  arithmétique ^^ 
mettre  le  second  terme  à  la  place  du  premier,  si  on  fait  en 
même  temps  une  transposition  pareille  du  troisième  et  du 
quatrième.  C'est-à-dire  que  si 

a  —  b  =  p  —  q, 

on  aura  aussi 

b  —  a=:  q  — p. 

Car  b  —  a  est  la  nrgative  de  a  —  b,  et  de  même  q  — p  est  la 
négative  de  p  —  q.  Ainsi ,  puisque 

12  —  7  =  9-4, 
on  a  pareillement 

7—  ia  =  4— 9- 

394.  Mais  la  propriété  principale  d'une  proportion  arithmé- 
tique quelconque ,  est  celle-ci  :  que  la  somme  du  second  et  da  - 
troisième  termç  est  constamment  égale  à  la  somme  du  premier  ^ 
et  du  quatrième  terme.  Cette  propriété,  à  laquelle  il  faut 
bien  faire  attention^  s'exprime  aussi  de  cette  façon  :  la  somme 


i 
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oyens  est  égale  à  la  somme  des  extrêmes.  Ainsi;  coimno 

13—7=9—4, 

7+9  =  1^+4; 

ilFet  la  somme  est  16  de  part  et  d'autre. 
Soit,  pour  démontrer  cette  propriété  principale, 

c— 6  =  p  — 7, 

joute  de  part  et  d'autre  b'^q  ^  on  a, 

a  +  qz=,b+p; 

dire  que  la  somme  du  premier  et  du  quatrième  terme 
le  à  la  somme  du  second  et  du  troisième.  Et  récîpro- 
it,  si  quatre  nombres^  a,  i,  p,  q ,  sont  tels  que  la 
du  second  et  du  troisième  est  égale  à  la  sonune  du 
:  et  du  quatrième,  c*est-à  dire  que 

b+p:=^a  +  q; 

onclut,  avec  certitude,  que  ces  nombres  sont  en  propor- 
thmétique,  et  que 

a-^b^zp  —  q. 
t,  puisque 

a+q=b+p, 

istrait  de  Tun  et  de  Fautre  membre  6 -f^^  on  obtient 

a''^b:=:p — q. 

les  nombres  18,  i3,  i5,  10  étant  tels  que  la  somme 
^ens  i3+i5  =  a8  est  égale  à  la  somme  des  extrêmes 
=128,  on  est  certain  qu'ils  forment  aussi  une  propor-s 
hmétique,  et  que  parconséquent 
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im  n*a  qa*à  chercher  le  quatrième  terme  mojrennant  le  sec 
et  le  troisième  y  de  la  même  manière  qu'on  a  détermin< 
troisième  au  moyen  du  premier  et  du  second^  et  ainsi  de  si 
Soit  a  le  premier  terme ,  et  &  le  second ,  on  aura 
le  troisième 

=a6  — a, 
le  quatrième 

le  cinquième 

lenxième 


le  septième 


=4i — !ui'^b=Zb  —  aa, 

=  86  —  Ga—  Zb  +  2a=56  —  4a, 

•sziiob'^Za — 4^+3a=Gft — Sa. 

etc. 


/ 
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598.  On  dit  de  trois  nombres  tels  qne  cenx-li^  qn*ils  for- 
cent une  proportion  arithmétique  continue  ^  et  on  la  désigna 
Fois  par  le  signe  ^,  en  écrivant ,  par  exemple^  -r-  ^S» 
i5y  11.  On  nomme  aussi  ces  sortes  de  proportions^  des  pro- 
fond arithmétigues ,  surtout  s'il  y  a  un  plus  grand  nombre 
termes  consécutifs  soumis  à  la  même  loi. 

Une  progression  arithmétique  peut  être  ou  croissante  00 
iissante.  La  première  dénomination  lui  convient  quand 
termes  vont  en  augmentant ,  <;*e8t-à-dire  quand  le  second 
ie  le  premier  ,  et  que  le  troisième  surpasse  d'autant  le 
md y  comme  ces  nombres-ci ,  4^7 >   1  o.  La  progression 
Bcroissante  est  celle  où  les  termes  vont  toujours  en  diminuant 
la  même  quantité  :  tels  sont  les  nombres  ^  9  ^  5  ^  1 . 

^^.  Supposonaque  les  nombres  a ,  b,  c  soient  en  progrès- 
laritbmétique^ilfaut  que 

a — i=i — c; 

il  suit  9  à  cause  de  l'égalité  de  la  somme  des  extrêmes 
de  celle  des  moyens  ^  que 

â&=a-f-c; 

et  si  on  soustrait  a  de  part  et  d'autre ,  on  a 

c'=itib — a, 

4oo.  Ainsi  quand  les  deux  premiers  termes  ^  Qyb ,   d'una 

ression  arithmétique  sont  donnés^  on  trouve  le  troisième 

ôtant  le  premier  du  double  du  second.  Soient  1  et  3  les 

[premiers  termes  d'une  progression  arithmétique ,  le  troi- 

lesera  =2.3 — 1  =  5.  Et  ces  trois  nombres  1,  3,  5  don- 

it  la  proportion 

1  —  3=3—5. 

401-  On  peut,  en  suivant  la  même  voie  ,  aller  plus  loin  et 
tatinuer  la  progression  arithmétique  aussi  loin  qu'on  voudra  ; 
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nombres  écrits  au-dessus  des  termes^  des  i/u£cej.  Ainsi  rexen 
cité  8*éGrira  comme  il  suit  : 

Indices,    i ,    a,   3,   4>    5,    6,   7,   8,    9,    10, 
Prog.  arithm,  a,    5,    8,ii,i4>i7>20,fl3,26,    39,  < 

où  Ton  voit  que  129  est  le  dixième  terme.   • 

4o5.  Soit  a  le  premier  terme,    et  soit  d  la  différence 
progression  arithmétique  continuera  dans  cet  ordre  : 

is3  4         5  6  7,  etc. 

a,a  +d,a4-  2rf,a  -{-Zd^a-^^^^a  +  5cî,a  +6d ,  etc.  ; 

il  est  facile  de  trouver  de  suite  un  terme  quelconque  de 
progression,  sans  qu'il  soit  nécessaire  de  connaître  tous 
termes  précédons ,  et  uniquement  par  le  moyen  du  pren 
terme  a  et  la  différence  d.  Par  exemple,  le  dixième  tel 
sera  =a+9rf,  le  centième  terme  =^+99^,  et  en  général 
terme  quelconque  sera  =a-|-(i — i)^» 

406.  Lorsqu'on  s'arrête  en  quelqu' endroit  de  la  pfogressi 
il  est  essentiel  de  faire  attention  au  premier  et  au  deri 
terme ,  et  l'indice  du  dernier  indiquera  le  nombre  des  terne 
Si  donc  le  premier  terme  =  a,  la  différence  =  d,  et  le  noni 
des  termes  =n,  on  a  le  dernier  terme  =a+  (/t — 1) 
lequel  se  trouve  parconséquent  en  multipliant  la  différence  ] 
le  nombre  des  termes  moins  un,  et  ajoutant  à  ce  produit 
premier  terme. 

Supposez  ,  par  exemple ,  une  progression  arithmétique 
cent  termes,  dont  le  premier  =4>  et  dont  la  différence! 
=  3;  le  dernier  terme  sera  =4 +  3- 99=^01. 

407.  Lorsqu'on  connaît  le  premier  teripe  a  et  le  dernier 
avec  le  nombre  des  termes  ==/î,  on  peut  tifouverla  différence 
Car  puisque  le  dernier  terme 

si  on  soustrait  de  part  et  d'autre  a,  on  obtient 
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«— a=:(it— i)£f. 

n  en  soustrayant  le  premier  terme  du  dernier ,  on  a  la 
luit  de  la  différence  multipliée  par  le  nombre  des  termes 
03  un.  On  n*aura  donc  c[u*à  diviser  £— apar  n —  i  pour 


mr  la  valeur  cherchée  de  la  différence  <2 .  qui  sera^:- 

^  I» — i 

:ésnltat  fournit  cette  règle  :  on  soustrait  le  premier  terme 

dernier  ^  et  on  divise  le  reste  par  le  nonibre  des  ter— 

,  diminué  de  Tunité  ;  le  quofient  est  la   différence  par 

lojen  de  laquelle  on  est  en  état  ensuite  d'écrire  toute  la 

;ression. 

}8.  Supposons^  par  exemple^  une  progression  arithméti- 
de  neuf  termes ,  dont  le  premier  soit  =  a  i  et  le  dernier 
i6,  et  qu'il  s'agisse  de  trouver  la  différence.  Il  faudra  donc 
traire  le  premier  terme  â  du  dernier  126,  et  diviser  le 
S;  qui  est  224 >  par  g-— 1 ,  c'est-à-dire  par  8  ;  le  quotient  3 
égal  à  la  différence  cherchée^  et  la  progression  entière 

• 

1^3456789 
a,  5,  8 ,  11 ,  i4>  17,  flo,  aS,  aS. 

opposons  y    pour  donner  un  autre  exemple,  que  le  pre-- 

r  terme  soit=i  ,  le  dernier =a,  le  nombre  des  termes 

0,  et  qu'on  demande  la  progression  arithmétique  qui  ré- 

ià  ces  suppositions.  Nous  aurons  aussitôt  pour  la  diffé- 

a— 1       1 

=  - ,  et  de  là  nous  conclurons  que  la  progrès^ 


10—1       9 
est 


8      Q     10 


1      1-     1-     1-1^     1  ^      1^     1-     1-      a 

)fjàre  exemple.  Soit  le  premier  terme  =  a  f ,  le  dernier 
a  h  et  le  nombre  des  termes  ==7  :  on  aura  la  différence 
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-î i-  =:  -^  sifj  =  1  H  >  ®*  parcdnséquent  la  p 

7 — 1  o 

1      a       3       4        5        6        7 
^ïi  4^1  SU,  7!i,  9^,  lofl,  i2f 

409.  Maintenant  si  les  données  sont  le  premier  terme 

dernier  terme  z  et  là  différence  d ,  elles  font  trouver  1 
bre  des  termes  n.  Car  puisque 

on  divisera  des  deux  côtés  par  d,  et  on  aura 

a— a 
--y-==:ii  —  1. 

Or  n  étant  de  1  plus  grand  que  n^—  1  ,  on  a 

— 3 —  "•  *  ^^'*' 

Parconséquent  le  nombre  des  termes  se  trouve  en  d 

la  différence  entre  le  dernier  et  le  premier  terme ,  ou  2 

par  la  différence  de  la  progression ,  et  en  ajoutant  Ym 

z  —  a 
quotient  — -7—. 

Soient,  par  exemple,  le  premier  terme  =:4>  le  dernier = 

et  la  différences:  la  :  le  nombre  des  termes  sera ' 

la 

et  voici  quels  'seront  ces  ûeuf  termes  : 

ia3'4       5678         9 
4 ,  16  ,  a8 ,  40  >  5a ,  64 ,  76 ,  88  ,  100. 

Si  le  premier  terme  =a,  le  dernier  =  G ,  et  la  diffe 
s=  I J,  le  nombre  des  termes  sera  -4  + 1=4>  ^t  ces  < 

1 


y 
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12  3         4 

Soit  encore  le  premier  terme  =  3  -  >  le  dernîct  ^^  7 1 ,  et  la 

7-— 3- 
'éréncerm  ^3  le  nombre  des  termes  8era=  — — j 1- 1  =i4 } 

*  t 
It  voici  ces  quatre  termes  : 

^3  >  4?*  ^»>  73* 

410.  Maia  il  faut  observer  que  le  nombre  des  termes  de^ 
tot  être  nécessairement  entier,  si  on  n'avait  pas  trouvé  un 
tel  nombre  pK}ur  n  dans  les  exemples  de  l'article  précèdent ^ 
lis  questions  auraient  été  absurdes. 

Toutes  les  fois  donc  qu'on  ne  trouvera  pas  un  nombre  en^ 

T  pour  la  valeur  de  ■    4    ,  il  sera  impossible  de  résoudre  la 

estion  ;  et  parconséquent ,  pour  que  ces  sortes  de  questions 
t  possibles ,  il  faut  que  z — a  soit  divisible  par  d. 

41 1 .  On  Conclura  de  ce  que  nous  avons  dit ,  qu'on  a  tou- 
quatre  quantités  ou  élémens  à  considérer  dans  une  prd-* 

don  arithmétique: 

1*.  le  premier  terme  a^ 
a*,  le  dernier  terme  z , 
3*.  la  différence  d, 
4'.  le  nombre  des  termes  n; 

Et  les  relations  entre  ces  quatre  quantités  sont  telles  que 
ns  d'entre  elles  étant  connues^  on  est  en  état  d'assigner  la 
ième  ;  car  : 

2«.  Si  a,detn  sont  connus^  on  a 
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a*.  SiZfdetn  sont  connus ,  on  a 

a=z  —  (»— i)J. 

3*.  Sia ,  z  et  71  sont  connus ,  on  a 

,       z  —  a 
a=  . 

71—1 

4*.  Sia^z  etd  sont  connus^  on  a 
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CHAPITRE     IV. 

la  Sommation  des  Progressions  arithmé^ 
\tiquesp  ou  des  Suites  par  équi-'différences. 

V>rN  a  souyent  besoin  de  la  somme  des  termes  d'une 
ression  arithmétique.  On  la  trouverait  en  ajoutant  ensem* 
tous  les  termes  ;  mais  comme  cette  addition  serait  très- 
18  dans  le  cas  où  la  progression  consisterait  en  un  grand 

re  de  termes  ^  on  a  imaginé  une  règle  par  le  secours  de 
lelle  on  trouve  très-facilement  la  somme  dont  nous  parlons. 

(i3.  Nous  considérerons  d*abord  une  progression  de  cette 
qui  soit  donnée ,  et  telle  que  le  premier  terme  =  a ,  la 
ince  =  3 ,  le  dernier  terme  =  29  >  et  le  nombre  des 
les  =  10  : 

1      23456789      10 
a,   5,   8,  11,  i4i  17^  20,  23,  aS,    ag. 

De  ce  que ,  dans  cette  progression ,  la  somme  du  premier  et 
i  dernier  terme  =  3i ,  la  somme  du  second  et  du  pénul- 
=3i  ,  la  somme  du  troisième  et  de  rantépénultième=3i , 
ainsi  de  suite ,  nous  conclurons  que  la  somme  de  deux 
pmes  quelconques  également  éloignés,  l'un  du  premier  et 
kintre  du  dernier  terme ,  est  toujours  égale  à  la  somme  du 
limier  et  du  dernier  terme. 

4i4'  n  ^^  facile  d'en  saisir  la  raison.  Car  si  nous  supposons 

premier  terme = a ,  le  dernier  =  z,  et  la  différence  =  J,  la 

ime  du  premier  et  du  dernier  terme  est  =  û  +  z  ;  le  sc- 

N  a  * 
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cond  terme  étant  =  a  +  cî ,  et  le  pénultième  •=:Z'-^  d  ^ 
somme  de  ces  deux  tenues  est  aussi  =  a  -)-  ^*  Ensuite  le  troP 
sième  terme  étant  a  +  û^>  et  rantépénultième  •=z  — acî, 
est  clair  que  ces  deux  termes  ajoutés  ensemble  font  aussi  a  + 
On  démontrera  la  même  chose  de  tous  les  autres. 

4^5.  Donc  pour  parvenir  à  déterminer  la  somme  de  la  prow 
gression  proposée ,  on  écrira  dessous ,  terme  pour  terme  ,  l| 
même  progression  prise  à  rebours,  et  on  fera  Taddition  defl 
termes  correspondans  comme  il  suit  :  <i 

2-1-5-1-   84- 11 -f  i4+ 17  +  20  +  23  +  26  +  aj* 

29  +  26-f.23  +  2o  +  i7+i4-H  11  +   8  +  5  +  a^ 

^ ^4. 

3i  +  3i  +  3i  +  3i  +  3i  +  3i  +  3i  +  3i  +  3i+3i/ 

Cette  suite  de  termes  égaux  est  évidemment  égale  au  douhfc^ 
de  la  somme  de  la  progression  proposée  ;  or  le  nombre  de  c» 
termes  égaux  est  10,  comme  dans  la  progression,  et  constf 
quemment  leur  somme  =  io.3i  =  5io.  Ainsi,  puisque  cetlj 
somme  est  le  double  de  celle  des  termes  de  la  progressîd 
arithmétique,  il  faut  que  celle  qu'on  cherche  soit  =  i55.  • 

416.  Si  on  procède  de  la  même  manière  à  l'égard  d'm^g 
progression  arithmétique  quelconque  ,  dont  le  premier  ten^||^ 
soit  =a,  le  dernier  =z,  et  le  nombre  des  termes  =/i;  ^JB 
écrivant  sous  la  progression  donnée  la  même  prqgressiçn' 
en  rétrogradant,  on  aura,  en  faisant  Taddition  terme  à  te 
une  suite  de  n  termes  dont  chacun  sera  =  a  +  z  ;  la  so 
de  cette  suite  sera  parconséquent  =n(a+2i),  et  elle 
le  double  de  celle  des  termes  de  la  progression  arithmétî 

proposée  ;  celle-ci  sera  donc  =  — ^ . 

417.  Ce  résultat  fournit  une  méthode  facile  pour  somin|3 
ime  progression  arithmétique  quelconque  -,  elle  se  réduit  Ç 
cette  règle  :  B 

Multipliez  la  somme  du  premier  et  du  dernier  terme  p^ 
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nonibre   des  termes  ^   la  moitié  du  produit  indiquera  la 
Le  de  toute  la  progression. 

Ou,  ce  qui  revient  au  même  ^  multipliez  la  somme  du 
lier  et  du  dernier  terme  par  la  moitié  du  nombre  dei 
les. 

On  bien ,  multipliez  la  moitié  de  la  somme  du  premier  et 
dernier  terme  par  le  nombre  total  des  termes. 

418.  Il  sera  nécessaire  d'éclaircir  cette  règle  par  quelques 

[emples. 

Soit  d'abord  la  progression  des  nombres  naturels  1 ,  a ,  5,  etc; 

a  100^  dont  il  s'agisse  de  trouver  la  somme.  Celle-ci  sera 

1            .1.1          100.101       M.  ^  ^ 

la  première  règle  =  =  5o .  1 01  :=  5o5o. 

K  on  demande  combien  de  coups  une  borloge  sonne  ett 
benres?  il  faudra  ajouter  ensemble  les  nombres  1 ,  â^  3^ 
*à  i!à  y  or  cette  somme  se  trouve  sur-le  champ. 


lâ.iS 


=c  6.13  =  7?. 


i  A  Yon  voulait  avoir  la  somme  de  la  même  progression 
itÎQuée  jusqu'à  lopo.^  on  trouverait  5oo5oo;  et  la  somms 
cette  progression ,  continuée  jusqu'à  10000,  ferait  5ooo5ooo. 

419.  Autre  question.  Quelqu'un  achète  un  cheval,  sous  la 
dition  que  pour  le  premier  clou  il  paiera  5  sous ,  pour  le 
)nd  8  y  pour  lé  troisième  11,  et  pareillement  toujours  3 
I  de  plus  pour  chacun  des  suivans  :  le  cheval  a  3a  clous , 
demande  combien  il  coûtera  à  Tacheteur? 

On  voit  qu'il  s'agit  ici  de  trouver  la  somme  d'une  progres- 
»i  arithmétique ,  dont  le  premier  terme  est  5 ,  la  différence 
^8,  et  la  somme  des  termes  =:3â.  H  faut  donc  commencer  p^ 
teraûner  le  dernier  terme  ;  on  trouve  par  la  règle  des  article* 
!,4ii)  qu'il  est  =5+ 3i.3=98.  Maintenant  la  somma 

3 
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cherchée  se  trouve  sans  difEculté  = —  =  io3.i6*,d'^ 

Ton  conclut  que  le  cheval  coûte  1648  sous^  ou  8a  liv.  8 

420.  Soient^  en  général^  le  premier  terme  z=  a  ^  la  diiFére: 
s=:d,  et  le  nombre  des  termes  =  71  ;  et  qu  il  s'agisse  de 
ver  y  par  le  moyen  de  ces  données  ,  la  somme  de  toute 
progression.  Comme  le  dernier  terme  doit  être = a -{-('* — ^ 
la  somme  du  premier  et  du  dernier  sera  =aa+(n — 1) 
Multipliant  cette  somme  par  le  nombre  des  termes  n ^  0^'^ 
2na  -^n  {n^—i')d;  donc  la  somme  cherchée  sera  i^ 

Cette  formule  appliquée  à  l'exemple  précédent,  oùa=r| 

cl=3,  et  71=32,  donne  5. 3s-|- — ' — :^=  160+1 488— 164! 

la  même  somme  qu'on  avait  trouvée.  '\m 

4âi.  S'il  est  question  d'ajouter  ensemble  tous  les  nomb|^ 
naturels  depuis  1  jusqu'à  ti,  on  a  pour  trouver  cette  somfli 
le  premier  terme  =  1 ,  le  dernier  terme  =  » ,  et  le  nombre  c 
termes  =:n;  donc  la  somme  cherchée 

ç Tira +  /l  _^  7l(7l+ 1)  *5 

.^ 
Si  on  fait  71  =  1786,  la  somme  de  tous  les  nombres,  dep[ 
1  jusqu'à  17G6,  sera  =  883. 1767=:  1 660261 . 

422-   Soit  proposée  la  progression  des  nombres   impat 
*>3,  5,  7,  etc.,  continuée  jusqu'à  n  termes,  et  qu'on \- 
demande  la  somme  : 

Le  premier  terme  est  ici  =:  1 ,  la  différence  =2,  le  nomll 
des  termes  =71  ;  le  dernier  terme  sera  donc  =  1  +  (  71-^  1* 
=  271—  1 ,  et  parconséquent  la  somme  cherchée  =7171. 

Tout  se  réduit  donc  à  multiplier  le  nombre  des  termes  J 
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Ime.  Ainsi  y  quel  que  soit  le  nombre  des  termes  de  cette 
don  qu'on  ajoute  ensemble ,  la  somme  sera  toujours 
iqoarré^  savoir  te  quarré  du  nombre  des  termes.  C'est  ce 
nous  aSons  mettre  sons  les  yeux  : 

Jmfic.  i^a^3>  4>  5>  ^>  7>  ^>  9>  ^^>  ®^<^* 
f.  1,3,5,  7,  9,  11,  i3,  i5,  17,  19,  etc. 
>i*4>9>  i5*  â5,3S,  49,  64,  81,  100,  etc. 

^.  Soient  à  présent  le  dernier  terme =1,  la  différence =3, 
:1e  nombre  des  termes :=  n  :  on  aura  la  progression  1  >  4>  7  » 
),  etc. ,  dont  le  dernier  terme  8era=  1  +  (  n  —  1  )  3=3/1^— a  ; 
la  somme  du  premier  et  du  dernier  terme =3o-^  1 ,  et 
)nséquent  la  somme  de  cette  progression  est 

^^n(3ii— 1) 3n/i— n 


ioD suppose  7t=ao,  la  somme  est :=:  10. 69= 590. 

Soient  encore  le  premier  terme  =ri ,  la  différence 
nomlnredes  termes  =in,  te  dernier  terme  sera 

rsi-f-(7t— i)rf. 


=rf. 


)iitant  le  premier,  on  a  s -f-  (  /i—  1  )^ >  et  multipliant  par 
nombre  des  termes,  on  a  22/t  -f-n  (/t —  1  )d,  d'où  se  déduit 
ttomme  de  la  progression 

Joignons  ici  la,  petite  table  qui  suit: 


900 


Pour 


i^  1 

<2=:  22 
dz=z  3 

d=  5 


l|  i  É  M  E  N  fl 


L  + 


2 
3/1  (/».*—  1 


4/1  (/l -ri 


71  + 


5/2  (n— 1 


\Ia  somme  est 


9 

6n(/i— 1 


d=:  8 

rf=  9 

d—  ip 
çtc. 


IÎ1  + 


771(71 —  1 


8/1(71—  1 


714 


2» 

9^(71—1 


/^H- 


52 
10/t(7l — 1 


=  7171 

5/7/1^^7 

S=C  27171_ 
5/771  — 

=  Sti/i  — 

771/1  — 

a 

9/171— ' 

a 

=  5/171-^ 


etc. 
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CHAPITRE    V. 


Des  Nombres  figurés  ou  Polygones. 


X 


I A  sommation  des  progressions  arithmétiques  qui  com« 
îent  par  i ,  et  dont  la  différence  e^t  i,  a,  3,  etc.,  ou  quel- 
I antre  nombre  entier  que  ce  soit  ;  cette  sonmiation  ,  dis-je» 
conduit  à  la  théorie  des  nombres  polygones ,  lesquels  se 
mt  en  ajoutant  ensemble  quelques  termes  de  Tune  ou  de 
redç  ces  progressions. 

|i^.  Si  on  suppose  la  différence  =  i  ;  puisque  le  premier 
le  est  constamment  =  i ,  on  aura  la  progression  arithmé- 
le,  1,  a,  3,  4,  5,  6,  7,  8,  9,  10,  11  ,  la,  etc.  Et  si 
cette  progression  on  prend  la  somme  de  un  ,  de  deux  , 
trois,   etc. ,  termes ,  on  verra  se  former  cette  suite  de 


>res: 


,3,  G,  10,  i5,  ai ,  a8,  3S,  45,  55,  6S,etc.,  car 
1=1,  iH-fl=3,  i+a+3=S,  i+a+3+4=io,  etc.. 

Ces  nonibres  sont  dits  triangulaires  ou  trigonaux  ,  parce- 
l'on  peut  toujours  arranger  en  triangle  autant  de  points  qu'ils 
itiennent  d'unités,  comme  on  va  voir: 


\ 


10 


i5 
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21 ,  a8. 


•      etc. 

4^7.  On  voit  dans  tons  ces  triangles  combien  chaque 
contient  de  points.  Dans  le  premier  triangle,  il  n'y  ac 
point  ;  dans  le  second  il  y  en  a  deux  ;  dans  le  trois 
trois;  dans  le  quatrième  quatre ,  etc.  Ainsi  les  nombres  t 
gulaires ,  ou  le  nombre  des  points  (  qu'on  nomme  simple 
le  triangle)  ,  se  règlent  sur  le  nombre  des  points  que  coe 
le  côté ,  nombre  qu'on  nomme  le  côté.  C'est-à-dire  qi 
troisième  nombre  triangulaire  ,  par  exemple  ,  ou  le  trois 
triangle ,  est  celui  dont  le  côté  a  trois  points  ;  le  quatriï 
celui  dont  le  côté  en  a  quatre ,  et  ainsi  de  suite  *,  et  Toici  ( 
ment  nous  représenterons  cette  propriété  : 

Côté 

Triangle    .         ••         •••         •••• 


• 


• 


Côté 
Triangle 


%■ 


•     •     •     • 


•     • 


•     •     • 


428.  n  se  présente  donc  ici  cette  question  :  le  côté 
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,  déterminer  le  triangle?  C'est  ce  qu'il  sera  facile  de 
*  d'après  ce  que  nous  venons  de  dire. 

soit  lec6té:=n,le  triangle  sera  i  +a-|- 3+4+5-  .7*« 
jomme  des  termes  de  cette  progression  est  = * 

séquent  la  valeur  du  triangle  est . 


2 


71=1,    I  1^^' 

Etsi^         -'  \  le  triangle  est  <       ^' 
«=4i  j  (=io, 

e  suite.  Lorsque  n  =  loo,  le  triangle  sera  =  5o5o. 

.  On  nomme  cette  formule  — ^21—  ^  la  formule  géné- 

;s  nombres  triangulaires  ;  parceque  par  son  secours  on 
le  nombre  triangulaire ,  ou  le  triangle ,  qui  répond  à 
té  quelconque  indiqué  par  n. 

peut  transformer  cette  formule  en  celle-ci,    — ^^ » 

[  sert  même  à  faciliter  le  calcul ,  parceque  toujours  un 
ux  nombres  zi ,  ou  ti  +  i ,  est  un  nombre  pair ,  et  par- 
uent  divisible  par  2. 

t  ainsi  que  si  7i=  12,  le  triangle  est 

= =6. 10=78. 

a  ' 

isi/i  =  i5,  le  triangle  est  — '■ —  =  i5.8=  120,  etc. 

'.  Qu'on  suppose  à  présent  la  différence  =  a  >  on  aura  la 
ession  arithmétique  suivante:   > 

^3,  5,  7,  9  ,  11,  i3,  i5,  17,   19,  21,  etc. 
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dpnt  les  sommes ,  en  prenant  successivement  un ,  deux ,  troii 
quatre  termes ,  etc.  ^  forment  cette  série  : 

^9  4»  9>  ï6,  a5,  56,  49>  64,  81  >  100,  iâi,etc. 

On  nomme  les  termes  de  cette  suite,  les  nombres  quadrwk 
gulaireSy  ou  plutôt  ^aarrej ,  puisqu'en  effet  cette  suite  r» 
présente  les  quarrés des  nombres  naturels ,  comme  nous  lavon 
lu  plus  haut;  et  cette  dénomination  leur  convient  d*aatai 
plus,  qu'on  peut  toujours  former  un  quarré  avec  le  nomh 
de  points  qu'indiquent  ces  termes,  ainsi  qu'on  va  le  voir: 

i>         4y  9,  16,  a5. 


56,  49, 


43 1.  On  voit  ici  que  le  côté  d'un  tel  quarré  contient  pr 
cisément  le  nombre  de  points  qu'indique  la  racine  quarrée.  '. 
côté  du  quarré  a5,  par  exemple,  est  de  cinq  points;  ce! 
du  quarré  56  est  de  six  points  ;  et  généralement  ,  si 
côté  est  Uy  c'est-à-dire  si  le  nombre  des  termes  de  la  pr 
gression ,  1 ,  3 ,  5,  7,  etc. ,  qu'on  aura  pris ,  est  indiqué  \ 
71,  on  voit  que  le  quarré,  ou  le  nombre  quadrangulair 
sera  é^al  à  la  fomme  de  ces  termes ,  ou  =  n/t ,  ainsi  q 
■ous  l'avons  trouvée  à  l'article  4^3.  Nous  ne  nouaarrêterc 
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âayantage  à  ces  nombres  quarrés  dont  nous  ayons  parlé 
s  baut  avec  assez  d'étendue. 

^a.  Faisant  maintenant  la  différence  =3  ^  et  prenant  de  la 
:me  manière  les  sommes,  on  obtiendra  des  nombres  qu'où 
pelle  pentagones ,  quoiqu'on  ne  puisse  plus  si  bien  les  re-* 
ésenter  par  des  points.  Ces  suites  commencent  ainsi  : 

Indices,  ï,  2,     5,    4>    5,     6,     7,     8,      9,  etc. 

?rog,arith,y  1  >  4>     7j  ^^>  ^^>  ^^>  ^9»  ^^>    ^5,  etc. 
hrUagone,     i,   5,   12,   22,  35,  5i,  70,  92,  117,  etc. 

ks  indices  représentant  le  côté  de  chaque  pentagone. 

1  433.  Il  suit  de  là  que  si  on  fait  le  côté  =:  71 ,  le  nombre 
(eatagone  sera 

_     5nn  —  H n  (Sti —  1) 

"^2  2  ' 

Soit,  par  exemple,  '^=7^  le  pentagone  sera  ^170.  Si  on 
lemande  le  pentagone,  dont  le  côté  est  100 ,  on  fera  71=  loo , 
>t  on  aura  14960  pour  le  nombre  cherché. 

'  i^4-  Q^e  si  l'on  suppose  la  différence  =  4  ;  on  parvient  aux 
nombres  hexagones ,  comme  on  le  voit  dans  les  progressions 
fii  suivent  : 

Indices,!,  a,  3,  4>  5,  6,  7,  8,  9,  etc. 
Prog.arith,  1,  5,  9,  i3,  17,  21,  26,  2g,  33,  etc. 
Bexagone ,  1 ,  6 ,  1 5 ,  28 ,  4^  ^  GG ,  91 ,  120 ,  1 53 ,  etc. 

les  indices  montrant  encore  le  côté  de  chaque  hexagone. 
^5.  Ainsi  quand  le  côté  est  n ,  le  nombre  hexagone  est 

=27171— 71  =  71(2/1— 1)  ; 

«t  on  observera  au  reste  que  tous  les  nombres  hexagones  sont 
inssi  triangulaires,  puisque  en  ne  prenant  de  ces  derniers  que 
le  premier,  le-troisième,  le  cinquième^  etc.  on  a  précisément 
k  suite  des  hexagones. 

^.  Or  trouvera  de  la  même  manière  les  nombres  bepta- 
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goneSj  octogones  >  ennéagones,  etc.  Nous  nous  contenterons  < 
donner  encore  ici  le  tableau  des  formules  générales  de  tous  o 
nombres ,  compris  sous  le  nom  général  de  nombres  polygones, 
En  supposant  le  côté  =  /i)  on  a 

le  triangle       =  iiîL±-l     ^til±jJ, 
D  a  a 

-  ,  a/in  4-  on 

le  quarré        = -—     =  n/i, 

-  5/171  —  71          nC5n  —  i) 
le  V  gone       = ^ = -^^-^ ^, 

,  4^171 271  .  . 

le  VI  gone     =  =  Û7i7i—   7i==:7i  (a/i— i) 

,    '                          5/t7i  —  Sti           nCSn  —  3  ) 
le  VII  gone    = =  --^ ^, 

le  VIII  gone  = -^     =  07i7i  —  2/i  =  7i(3/i  —  a) 

,      *  77Z71  —  5n  nCjn  —  5  ) 

le  IX  gone      = =  — -^ , 

°  a  a 

le  X  gone       =. =: /^nn  —  5n  =  n(^4n — 3) 

_                              qnn  —  jn           n  (  qn  —  7) 
le  XI  gone      =  2 i-.     =  — 1^ LZ  ^ 

ion7i  —  Sn  .       _  ,  /-r         /x 

le  XII  gone    = t=  67171  — 4n  =  71(371—4) 

l87l7l-—l67l  ç. 

le  XX  gone    = =  97171  —  0/1  =  71(971— o) 

a 

,  a3/z7i — ai  71        71(23/1 — 21) 

le  XXV  gone  = =  -^^ , 

"2  2 

en&n  pour  le  terme  général ,  ou 

-  (m  —  a)/i/i  —  (771  —  4)  ^ /-♦% 
le  771  gone      =  ^ ^ —  (^). 


0  Oiiremarc[aera<pic  ceue  table  n'e«t  qne  celU  d«  1V(.  4^4  poussée  ] 
loin. 
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[37.  Ainû  le  côté  étant  n  ^  on  a  en  général  le  nombre  m 
polaire  = 


(m — fl)  7171— (m— 4)'*      j»   V   1»  X   j' 

—  ^^ ^ -î^i—  •    d  ou  1  on   peut  de- 


ire  tous  les  nombres  polygones  possibles  dont  le  côté  serait  n« 
on  cherchait,  par  exemple,  les  nombres  bîangul aires ,  on 
rait  771=2^  et  parconséquent  le  nombre  cherché  =  71  ; 
est-à-dire  que  les  nombres  biangulaires  sont  les  nombres 
aturels   1,  a,  5,   etc. 

fin  Jm  IX 

Si  on  fait  771  =  3.  on  a  le  nombre  triangulaire • 

a 

Si  on  fait  771 = 4  >  on  a  le  nombre  quarré  =7171,  etc* 

438.  Supposons,  pour  éclaircir  cette  règle  par  des  exemples, 

■l'on  cherche  le  hombre  xxv  gone ,  dont  le  côté  est  36  ;  on 

rchera  d'abord  dans  notre  table  le  nombre  XXV  gone  pour 

cote  71  ;  on  le  trouvera  = ^ — •     Faisant    ensmte 

a 

1=36,  on  trouvera  le  nombre  cherché  =  i4536. 

439.  Question.  Quelqu'un  a  acheté  une  maison,  et  on  lui 

lande   combien   il  l'a  payée  ?  Il  répond  que  le  nombre 

!5  gone  dont  le  côté  est  la ,  est  le  nombre  d'écus  qu'il  Ta 

rce* 

Afin  de  trouver  ce  nombre,  on  fera  771=365  ,  et  71  =  la  ; 
substituant  ces  valeurs  dans  la  formule  générale ,  on  trouvera 
le  prix  de  la  maison  aSgyo  écus« 


N 
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CHAPITRE    VI.  j 
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272^  Rapport  géométrique ,  ou  du  Quotient.  J 

44o«  JLj  e  rapport  géométrique  entre  deux  nombres  contic 
la  réponse  à  la  question  ,  combien  de  fois  l'un  de  ces  noml 
contient  Tautre  ?  On  le  trouve  en  divisant  Tun  par  l'autn^ 
le  quotient  indique  le  rapport  cherché. 

44i'  On  a  donc  trois  choses  à  cbnsidérer  ici;  i".  le  prei 
des  deux  nombres  proposés ,  qu'on  nomme  V  antécédent  ;  a*.  IV 
tre  nombre,  qu'on  appelle  le  conséquent^  3®.  le  rapport  desd< 
nombres ,  ou  le  quotieni  de  la  division  de  l'antécédent  par 
conséquent.  Par  exemple  ,  si  c'est  le  rapport  des  nombres 
et  12  qu'il  s'agit  d'indiquer,  i8  est  l'antécédent,  la  est  1 
conséquent,  et  7!=  i  î^  est  le  rapport;  d'où  l'on  voit  queTî 
técédent  contient  le  conséquent  une  fois  et  demie. 

442.  On  a  coutume  d'indiquer  le  rapport  géoriiétrique  pM 
deux  points ,  mis  l'un  au-dessus  de  l'autre  entre  l'antécédéi 
et  le  conséquent.  ' 

Ainsi  a\b  signi&e  le  rapport  géométrique  de  ces  deux  noii 
bres ,  ou  celui  de  &  à  a.  Nous  avons  déjà  remarqué  pb 
haut  qu'on  se  sert  de  ce  signe  pour  indiquer  la  division  ^J 
c'est  aussi  pourquoi  on  l'emploie  ici ,  parcequ'aBn  de  conaalÉa 
ce  rapport,  il  faut  qu'on  divise  a  par  b.  Le  rapport  indicp 
par  ce  signe ,   se  prononce  en  disant  simplement  a  est  à  b, 

44^'  On  représente  donc  l'expression  d'un  rapport  par  uJ 
fraction  dont  le  numérateur  est  l'antécédent,  et  dont  leàém^ 
minateur  est  le  conséquent.  La  clarté  exige  qu'on  réduise  to* 
jours  cette   fraction  à  ses  moindres  termes ,   ce  qu'on  ùiÉ 

COÏÏOM 
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>mmé  nous  l'avons  moatré  plus  haut,  en  divisant  le  humé-* 
itenr  et  le  dénominateur  par  leur  plus  grand  commun  diviseur, 
insi  la  fraction  7I  se  réduit  à  ^ ,  en  divisant  les  deux  termes 
ar  6. 

^44'  La  première  espèce  cle  rapport,  est ,  sans  contredit ,  le 
Apport  d'égalité  :  il  a  lieu  qtiaad  les  deux  nombres  sont  égaux^ 
;omm'e  dans  3  !  3  ;  4  •  4  >  ^  •  ^- 

Viennent  ensuite  lès  atktres  eispètés  dé  rapports  tels  que  4!^ 
pion  nroiame  double ,  ia:4  ^'on  nomme  triple  et  ainsi  de 
mite. 

Après  Ceux-là  viennent  les  rapports  fractionnaires  tels  que 
\2  :  9  ,  qui  est  I  ou  1  Y  ;  iS  l  âj ,  qui  est  |,  etc.  On  peut 
lème  distinguer  parmi  c'es  rapports  ;  ceux  qui  sont  donnés  p^ 
conséquent  double ,  triple,  etc.  de  l'antécédent  :  tels  sont 
rapports  6.  la^  5*  i5 ,  etc.  dont  quelques-uns  se  nomment 
sports  sôudoubles,  ^outriples ,  etc. 

Nous  ajouterons  qu'on  nomme  rapports  irfationnels  oii 
rds  ceux  qui  ne  peuvent  s'exprimer  exactement  ni  par  des 
iers,  ni  par  des  fractions,  comme y^  5 :  8  ;  4  •  i/' 3. 

^.  Soient  à  présent  a  l'antécédent ,  b  le  conséquent  et  d  la 
lison ,  nous  savons  déjà  que  d  et  b  étant  donnés  ^  on  trouve 

à 

V 

Que  si  le  conséquent  b  était  donné  avec  le  rapport  ^  "on  trou*^ 

dt  l'antécédent  a  :=r  bd  ,  parceque  bd  divisé  par  b  fait  d. 

si  l'antécédent  a  est  donn^avecle  rapport  d,  on  trôùveralé 

léquent  b  z=:  -z  ;  car  en  divisant   l'antécédent  a  par  ca 

iéquent  -| ,  on  trouve  le  quotient  ou  le  rapport  dé 

44s.  Tout  rapport  al  b  reste  constant ,  soit  qu'on  multiplie 

qu'on  divise  l'antécédent  et  le   conséquent  par  le  même 

)re ,  parceque  le  rapport  reste  le  même.  Soit  d  la  raisos 

0 


âlO  é   L  É  M  E  N   S 

deal  b ,  on  a  d  =t;  or  ^  la  raison  du  rapport  tia  :  nb  est 

T  =  d,  et  le  rapport  -  :  -  est  pareillement  T  =  ^' 

447-  Quand  un  rapport  a  été  réduit  à  sçs  ir^pindrea  ten 
il  devient  plus  clair.  Par  exemple ,  quand  la  fraction  r  a 

réduite  à  la  firaclion  -,  ojxàit  albz±pl  q^  ce  qui  se  ] 

nonce,  a  est  à  fr  comme  p.  à  q.  Ainsi,  le  rapport  6  :  3  éti 
ou  a,  on  dira  6:3  =  ati.  On  aura  de  même  i8:iâ  =3:s 
S»4:  ig  =  4:3,,  et  3o:45s=:fi:3,  etc.  Que  si  b  fractîo; 
^ttt  se  réduire ,  le  rapport  ne  deviendra  pas  plus  clair  ;  oj 
ftimpli&a  p?s  en,  4i3a«t  5:7  =  9:7^ 

44^  Oq  py9Ul>  au  contraire,  transformer  quelcpefbis  ei 
i^apport  cleÂr  et  s^plt  celui  de  deux  très-grands  nombres 
qui  arrive  lorsque  la  fraction  se  réduit  à  de  tYès-{)tetits  tec 
Par  exemple ,  on  peut  dire 

^844  •  i44^^  =a  â  :  1 ,  ou  io5S6  :  7044  =  3  :  a , 
ou  67600  :  26200  =16:7. 

449i*  Q  6^^  donc  essentiel ,  pour  exprimer  un  rapport  q 
conque  de  la  manière  la  plus  claire  qu*il  soit  possible ,  de  c 
cher  à  le  réduire  aux  plus  petits  nombres    possibles.    * 

ee  fait  facilement  en  divisant  les  deux  termes  du  rapport 
leur  plus  grand  commun  diviseur.  Par  exemple ,  pour  réd 
le  rapport;  67600  :  26200  à  celui-ci,  16  :  7,  tout  consiste  < 
la  seule  opération  de  diviser  les  nombres  676  et  262  par 
qui  est  leur  plus  grand  commun  diviseur. 

460.  On  voit  donc  aussi  combien  il  importe  qu*on  si 
.  toujours  trouver  le  plus  grand  commun  diviseur  de  deux  ni 
bres  donnés  ;  mais  cette  recherche  requiert  une  méthode 
nous  défaillerons  dans  le  chapitre  suivant. 
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^/u^  grand  commun  Diviseur  de  deuàè 
Nombres  donnée ^ 

.  L  est  des  noinbriea  qui  u^ont  #ntre  eUx  d*atitriB  commiin 
ir  que  Ttinité ,  et  quand  le  numérateur  et  le  dénomma-^ 
une  fraction  sont  de  cette  nature  ^  il  n'est  pas  possible  de 
lire  à  une  forme  plus  Conunode. 
voit^  par  exemple ,  .que  les  deux  noiiibres  48  et  35  n^ont 
commun  diviseur  ^  quoique  chacun  ait  ses  diviseurs  en 
ilier.  C'^  pourquoi  on  ne  peut  exprimciif  plus  simple* 
le  Txgfott  48  «  35  J  parceque  la  division  de  deux  nom* 
ir  1  ne  les  rend  pas  plus  petits. 
.  Mais  lorsque  I9S  d^ux  nombres  ont  un  conunun  divi-* 
3n  le  trouvei^  et  mêipe  le  plu9  grand  qu'ils  aient  ^  par  la 
uivante  : 

lut  diviser  le  plus  grand  des  deux  nombres  par  le  plus 
on  divisera  ensuite  le  diviseur  précédent  par  le  reste,  le 
reste  servira  de  diviseur  dans  la  troisième  division  ^  dans 
e  le  diviseur  précédent  sera  le  dividende^  et  on  conti-^ 
de  la  même  manière  jusqu  à  ce  qu'on  arrive  à  une^divi^ 
ins  reste;  le  diviseur  de  cette  division,  et  parconséquent 
ûer  divUeur,  sera  le  plus  grand  eommutti  diviseur  des 
nombres  données, 
;i  cette  c^ération  pour  \e%  deux  nombres  67$  et  sSa  ; 

676  Ja52  JyajSS 
6041  %  iTl  a 
72     flSa   7a 

ai6   36 

^     o 
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Ainsi  le  plus  grand  commun  diviseur  est  ici  36. 

453.  II  sera  bon  d'éclaircir  encore  cette  règle  par  quelqn 
autres  exemples. 

Supposons  qu'on  cberche  le  plus  grand  commun  diyiseur  d 
nombres  5o4  et  3ia  ,  on  aura  : 

5o4  r3i2  figa  f  120  (j2  r4B  J24 
3i2  (1    Cl    il    (ilila 

-a  ■ 

132      3l2     192      120     72      48 

192    IQO      72    4^    4^ 

120    7a     4^    z4    ^ 

Ainsi  24  est  le  plus  grand  commun  diyiseur  ^  et  par  com 
quent  le  rapport  5o4  l  3i2  se  réduit  à  la  forme  21  :  i3. 

454*  So^^  donné  le  rapport  626  I  629  ,  et  qu'on  cherche 
plus  grand  diyiseur  commun  entre  ces  deux  nombres  : 

« 

625  f  599 196  j49  j47  f  2^  n 

529  l  1    15  l  1  l  1  U3l  51 

96    629    9G   49    47  2 

480    49    47    4s  __a                            , 

49    47      2      1  0                            .1 

Donc  1  est  ici  le  plus  grand  commun  diyiseur ,  et  par  com 
quent  on  ne  peut  exprimer  le  rapport  626  :  629  par  des  nc^ 
bres  plus  petits.  i 

455.  Il  sera  nécessaire  à  présent  de  donner  aussi  la  dé 
tration  de  cette  règle.  Supposons  pour  cela  que  a  soit  le 
grand  et  b  le  plus  petit  des  nombre  donnés ,  et  que  d  soi 
de  leurs  communs  diviseurs  :   on  comprendra  d'abord 
et  b  étant  divisibles  par  d ,  on  pourra  aussi  diviser  par  d^ 
quantités  a  —  i ,  a  —  ai ,  a  —  3i  ,  et  en  général  a  —  nb.  .1 

45G.  Le  réciproque  n'est  pas  moins  vrai  ;  c'est-à-dire  qi 
les  nombres  &  et  a  —  nb  sont  divisibles  par  J,  le  nombre  ail 
attsji  divisible  par  d.  Car  nb  pouvant  être  divisés  par  d, 
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I 

Tait  divuR'  a  —  nb  par  d,  à  a  n'était  pas  divisible  de  même 
d. 

f 

\Sj,  Nous  remarquerons  de  plus  que  si  d  est  le  plu»  grand 
Qmun  diviseur  des  deiuc  nombres  b  et  a  —  nb ,  il  sera  aussi 
plus  grand  diviseur  des  deu:?t  nombres  a  et  b.  Car  si, 
m  ces  nombres  a  et  6 ,  un  diviseur  commun  plus  grand  que  d 
OQvait  avoir  lieu ,  ce  nombre  serait  aussi  un  diviseur  commun 
k  2»  et  a  —  nb  ,  et  p^-r  conséquent  d  ne  serait  pas  le  plu» 
pnd  diviseur  de  ces  deux  nombres.  Or  nous  venons  de  sup- 
foâer  d  le  plus  grand  diviseur  commun  à  fr  et  à  a  — -  nfr  ;  donc 
\bxLt  que  d  soit  aussi  le  plus  grand  commun  diviseur  de  a  et 

^58.  Ces  trois  choses  étant  posées  ,    divisons ,  suivant  la 

)e,  le  phis  grand  nombre  a  par  le  plus  petit  b;  et  suppo- 

le  quotient  ^=  n  ,  nous  aurons  le  reste  a  —  nb ,  qui  ne 

at  qu'être  plus  petit  que  b.  Or  ce  reste  a — nb  ay^Lut  le 

16  plus  grand  commun  diviseur  avec  b  que  les  nombre»* 

lés  a  et  b,  on  n'a  qu'à  recommencer  la  division ,  en  divi- 

le  diviseur  précédent  b  par  ce  reste  a^^nb  ;  le  nouveau 

te  qu'on  obtiendra ,  aura   encore   avec  le  diviseur  précé- 

it,  le   même   plus  grand   commun   diviseur,    et  ainsi  de 

te. 

On  continuera  donc  de  la  même  m^ière ,  jusqu'à  ce 
parvienne  à  uoe  division  sans  reste ,   c'est-à-dire  où  le 
te  soit   zéro.  Soit  p  ce  dernier  diviseur  contenu   exacte- 
ut  un  certain  nombre  de  fois  dans  son  dividende ,  ce  di- 
le  sera  donc  divisible  par  p,  et  aura  la  forme  mp;  ainsi 
inombres  p  et  mp  sont  tous  les  deux  divisibles  par  p ,  et  il 
|«ûr  qu'ils  n'ont  pas  de  plus  grand  commun  diviseur,  par- 
qa'aucun  nombre  ne  peut  être  divisé  réellement  par  un- 
re  plus  grand  que  lui-même.  Parconséquent  c*est  aussi 
[dernier  diviseur  qui  est  le  plus  grand  commun  diviseur  des- 
S8  proposés  a  et  b.    Telle  est  la  démonstration  de  la 
prescrite, 

5 


9l4  l£  L  é  M  E  N  i 

460.  Mettons  ici  encore  un  exemple  de  la  même  règli 
chercbant  le  plus  grandi  comnnmi  diyiseigr  4^  Aonihres 
^  s3o4*  Yc^  l'opération  : 

flSo4ri7a8f57g 
17381    1    ta 

Il  728 

o. 

II  suit  der*Ià  que  $76  est  le  pks  grand  commun 
teur  y  et  qvke  le  rapport  1728:2304  se  réduit  à  cehii-^ci , 
ç'efit-4-dire  que  1728  et  à  q3ç4  comme  3  est  à,  4-. 


I 
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CHAPITRE    VIII. 

I 

z  Proportion^  géométrique  f  ou  de  téquîri 

qhotient  (*)• 

Lj'egalité  de  deux  rapports  géométriques  se  nomme 
iportion  géométrique^  ou  un  équi-quotient ;  et  on  écrit^ 
smple , 

al  b:=2C  l  d,  ou  al  b  II  c  l  d, 

idiqner  que  le  rapport  a  :  &  est  égal  au  rapport  c  :  J; 
Q  exprime  plus  simplement  la  signification  de  cett» 
3  y  en  disant  a  contient  b  autant  de  fois  que  c  contient  d, 
îUe  proportion  est  celle-ci,  8  :  4=  i^*  î  6;  car  le 
8  :  4  ou  f^  est  égal  au  rapport  la  :  6 ,  qui  est  ausn  f . 
Ainsi 

a  :  6  =  c  :  d 

ae  proportion  géométrique,  il  faut  qu'on  ait 

a c 

b~d' 


a 


iroq[uement  si  les  fractions  r  et  -%  sont  égales ,  on  a 

a  *  b  •=.  cl  d. 

Une  proportion  géométrique  consiste  donc  eu  quatre 
tels  que  le  premier  divisé  par  le  second,  donne  le  mêma 
t  que  le  troisième  divisé  par  le  quatrième.  On  déduit  de 
propriété  importante  commune  à  toutes  les  proportions 
riques ,  et  qui  consiste  en  ce  que  le  produit  du  pre- 
ar  le  quatrième  terme  est  toujours  égal  au  produit  du 


dénomination  à''égui-^  un  tient  est  très-propre  k  indiquer  une  égaliU. 
u  rapports  ^i  ne  sont  que  des  quotiens. 

o* 


• 
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second  par  le  troisième;  ou  plus  simplement^  que  le  prodi 
des  extrêmes  est  égal  au  produit  des  moyens.  ! 

4S4*  Prenons,  pour  démontrer  cette  propriété,  la  propql 
tion  géométrique.  *  1 

a  :  6  =  c  :  cî,  I 

desorte  que 

a c 

Si  on  multiplie  l'une  et  l'autre  de  ces  deux  fractions  par  I 
on  obtient 

bc 

«t  multipliant  de  plus  par  d  des  deux  côtés,  on  a 

ad-=z  bc. 

Or  ad  est  le  produit  des  termes  extrêmes ,  bc  est  celui 
moyens ,  et  ces  deux  produits  se  trouvent  égaux, 

465.  Réciproquement  si  les  quatre  nombres  a  y  6,  c,  ^ 
sont  tels  que  le  produit  des  deux  extrêmes ,  a  et  c/  est  égaj^ 
produit  des  deux  moyens  &  et  c ,  on  est  certain  qu'ils  fonafl 
une  proportion  géométrique.  Car,  puisque 

ad  :=zbc , 

4. 

on  n'a  qu'à  diviser  de  part  et  d'autre  par  bd,  on  aura 

ad      bc         a c 

bd      bd        b      d  a 

et  parconséquent 

a  \  b  •=  c  \  d. 

4S6.  Les  quatre  termes  d'une  proportion  géométriqâ 
comme 

a  !  ft  =  c  :  dy- 

peuvent  se  transposer  de   différentes  manières,  sans  qud'^ 
proportion  cesse  de  subsister.  Car  le  caractère  essentiel  m 
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■oportions  étant  dans  l'égalité  entre  le  produit  des  extrêmes 
celui  des  moyena,  ou 

adzzzbc, 
1  peut  dire  : 

467.   Outre  ces  qaatre  proportions  géométriques,  on  peut 
n  déduire  encore  d'autres  de  la  même  proportion^ 

a:b=c:d.  * 

Dn  peut  dire  :  a-f-&!a ,  ou  le  premier  terme  plus  le  second , 
ttt  au  premier,  comme  c-^J:c,  ou  le  troisième -|- le  qua-* 
ième  est  au  troisième ,  c'est-à-dire , 

On  peut  ensuite  dire  :  le  premier-^ le  second  est  au  pre- 
fxr^  coniine  Iç  troisième  —  le  quatrième  est  au  troisième ,  ou 

Car  si  Ton  prend  le  produit  des  extrêmes  et  des  moyens , 

qui  revient  évidemment  à  l'égalité 

ad  =  bc. 
In^  il  e6t  facile  aussi  de  démontrer  que 


itque 


a  +  blb=ic  +  dld, 
a^blb  =  c — dld. 


468.  Toutes  les  proportions  que  nous  avions  vu  dériver  d» 

a:b^=zcld, 
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peuvent  tt  représenter  de  la  manière  générale  qui  suit  : 

ma'\-nblpa  -\'qbz==:mc^nd*,pC'{'qd. 

Car  le  produit  des  termes  extrêmes  est  mpaC'-\-nphc'\-m 
-^nqhdy  ou^  puisijne  ad=^bc^  ce  produit  devient  mpùc+t 
-^Tîujbc-^nqbd,  Déplus  le  produit  des  termes  moyens 
mpac  -4-  mqhc  -j-  npod-^  ntjbd ,  ou  à  cause  de  €ui=bcfii 
mpac-^mtjbc'j^npbc'^nqhd,  ainsi  ces  deux  produits 
égaux. 

469.  Il  est  donc  clair  qu'une  proportion  géométrique  c 
donnée  ,  par  exemple ,  6t5=iot5,  on  peut  en  déduire 
infinité  d'autres.  Nous  n'indiquerons  ici   que  les  snivan 

3:6=5:io;  G:io=3:5;  9:G=i5:io, 
3:3=:5:  5;9:i5=3:5i9:3=i5:  5. 

470.  iPuiS'qûè  Aahs  toute  proportion  géométrique  lé  pr( 
des  extrêmes  est  égal  au  produit  des  moyens ,  on  peut , 
trois  premiers  termes  étaiit  fconntks ,  trouver  par  leur  m 
le  quatrième..  Soient  les  trois  premiers  termes  24.1 5=; 
un  quatrième  terme  inconnu  ;  comme  le  produit  des  hk 
est  ici  600,  il  faut  que  le  quatrième  terme  multiplié  p 
premier ,  c'est-à-dire  par  24 ,  fasse  pareillement  600  ;  pa 
séquent  en  divisant  600  par  24  >  1®  quotient  28  sera  lé 
trième  terme  cherché ,  et  la  proportion  entière  sera  2 
=  4o'25.  En  général  donc,  si  les  trois  premiers  termes 
a\b':^c\  un  quatrièoie  terme  inconnu^  on  mettra  d  poi 
quatrième  lettre  inconnue  ;  et  puisqu'il  faut  que 

ad:=zbc  , 

on  divisera  de  part  et  d'autre  par  a ,  et  on  aura 


-       bc 

a  j=  -^* 
a 


f  AinÂ  le  quatrième  tenue  est  =:  — ,  et  on  le  trovre  en  Biiilti- 

piiant  le  second  terme  par  le  trfwtme,  cl  €à  JinMiit  œ  pm- 
par  le  premier  terme. 

4/1.  YoOâ  le  fondement  de  cette  règk  de  trois  é  câcfare 
l'arithmétique;  et  qniierèdint,  ilioii  nombres  étant  donnes, 
assigner  un  quatrième  nombre  qui  soit  arec  cens -la  en 
>portion  géométrique,  ensorte  que  le  premier  soit  ait  second 
comme  le  troisième  es|  an  <|nalnème. 

^    47^*  Quelques  circonstances  particulières  se  piésinitiit  i 
-  :|emarqQer  ici. 

D'abord  si  dttndett  ptoportions  les  ppêmirt»  et  l«l  uniriî 

mes  termes  sont  les  mêmes,  conune  dans 

û:A=c:rf  etii:jr=c:^, 

|e  dis  que  les  deux  seconds  et  ks  deux  quatrièmes  termee 
i^eront  aussi  en  proportion  géométrique ,  et  qne 

Oâ:  Inpreinière  prc^ortion  le  transfwniant  en  celle-ci, 

a:c:=:btd^ 
H  la  seconde  en  c^Ie-ci, 

m 

}  suit   que   les  rapports  bldt^flg  sont  égaux,  puisque 
^bacun  d'eux  est  aie.  Par  exemple,  si 

5:ioo=xa:4o,  et  5:i5  =  a:e, 

ïl  faut  que 

ioo:4o=i5:6* 

473.  Mais   si  deux  proportions  sont  telles  que  les  termes 
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moyens  soient  les  mêmes  dans  l'wie  et  dans  Fautre ,  je  di 
les  premiers  termes  seront  en  rapport  inverse  avec  les 
trièmes.  Ainsi  des  proportions 

a:b  =  cld,  etf:b=c:g 

on  déduit 

a:f=zg:d. 

Soient ,  par  exemple ,  les  proportions 

a4:8  =  9:5,  et6:8=9:ia, 
on  aura 

La  raison  en  est  évidente  :  la  première  proportion  donne 

ad=bci 
la  seconde  donne 

donc 

^—fS  >  «t  o,\f=gld,  ou  a:g=f:d, 

474-  Peux  proportions  étant  données ,  on  peut  toi 
en  faire  une  nouvelle ,  en  multipliant  séparément  le  pr 
terme  de  Tune  par  le  premier  terme  de  l'autre ,  le  S( 
par  le  second >  et  ainsi  des  autres  termes.  C'est  ainsi  qi 
proportions 

a:b:=:c:dete:f=g:k 

fourniront  celle-ci , 

€ielbf=zcgldh  : 

car  la  première  donnant 

ad=:ibcj^ 
et  la  seconde  donnant  • 
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on  aura  ausiî 

adeh=:ibcfg. 

Or  adeh  est  le  produit  des  extrêmes ,  et  bcfg  est  le  produis 
des  moyens  de  la  nouyelle  proportion;  ainsi  ces  deux  pro- 
duits étant  égaux  ^  la  proportion  est  vraie. 

475.  Soient ,  par  exemple  ^  les  deux  proportions , 
6:4^=i5:io  et  g:iflr=:  iSiâo, 

!  leur  combinaisons  donnera  la  proportion , 

6.9:4.  ia=:i5.i5:io.âO; 

^  ou 54:4^  =  ^^^'^00^ 

ou, 9:  8=    9  :  8. 

476.  Nous   observerons  enfin  que  si  deux  produits  sont 
'  égaux  ^  comme 

\ 

[  <a  peut  réciproquement  convertir  cette  égalité  en  une  pro^ 

t  portion  géométrique. 

1  On  a  toujours  l'un  des  facteurs  du  premier  produit  est  à  un 
î  des  facteurs  du  second  produit  ^  comme  l'autre  facteur  du 
^Inremier  produit  est  à  l'autre  facteur  du  second  produit; 
i^c^est-à-dire,  dans  notre  cas , 

I 

'  alc=:bld,  on  alb=:cld, 

Soit 

3.8==4'6, 

• 

On  en  formera  cette  proportion , 

m 

8:4=6:3, 

Ou  celle— ci , 

5:4=6:8. 

l)e  même  si 

3.5=i.i5, 

^n  aura 

3:i5=:i:5,  ou5:i  =  i5:3,ou3:i  =  i5;5. 


i^^ 
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CHAPITRE    IX. 


ïm 


Ne 


Remarques  sut  tes  proporèions  et  sur  te{ 

usage  (♦).. 

477*  vJETTE  théorie  est  ttttement  nécessaire  dans  la  vie 
mune  ,  que  personne  presque  ne  pc^t  s*en  passer.  Il  y  a 
jours  proportion  entre  les  prix  et  les  marchandises  ;  et 
il  est  question  de  différentes  espèces  de  monn^es  ^  toUk  it 
duit  à  détenaim^r  las  r^^pparts^  qui  sQut  entre  eUes, 
exemples  que  ces   réflexions  nous  fournissent  ^   ^erpnt 
propres  à  éclaircir  les  principes  des  proportions  ^  et  à  en 
voir  l'utilité  daus  l'application^ 

478.  On  voudrait  savoir ,  par  exemple^  i?«tfn£ie«  2%ooQ 
valent  de  lis^n^  sterling^  y  ou  combien  ot^  vecevrQ  à  léQn4r^ài 
bvres  sterUngsi^  pour  ^ooQfrai^çs  d^po^és,  chçz  un  bç^Miff 
Paris?  Jt 

Il  faut ,  pour  résoudre  cette  question ,  exétutet  une  OfM '^ 
tion  à  laquelle  on  a  donné  le  nom  S  opération  de  chc^ngRM} 
qui  consiste  à  convertir  la  somme  proposée  de  francs  en 
naie  d'Angleterre. 

On  parvient  à  cette  réduction  ou  conversion ,  en  pr 
t>our  base  le  rapport  de  la  monnaie  de  Paris  à  celte  de  Lon< 

Ce  rapport,  qui  varie  tous  les  jours,  est  consigné  dans 
cours  de  la  bourse  de  chaque  pays.  A  Paris ,  par  exemple ,  si 
change  de  Londfês  un  certain  jour^  est  coté  a3  Ë:^tOC9| 


■www» 


(*)  Ce  chapittt  a  été  .lofait  «il.ensicr  pfti:r4mfi«r  ^*  Notes* 
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Se  que  ce  jour  là  Londres  donne  i  liyre  aterJing  pour  2,3 

m. 

nombre  a3  francs  est  le  rapport  du  jour ,  de  Ta  monnaie 
ance  à  celle  d'Angleterre ,  et  on  doit  s'en  servir  pour  çon- 
r  les  aooo  francs  en  livres  sterlings.  On  dira  donc  :  Si  oS 
^  valent  une  livre  sterling  ^  combien  âooo  francs  vau- 
t-ils  de  Hures  sterlings?  ce  qui  se  traduit  dans  la  pro« 
on 

â3^'-  :  1  '«•'«'''•  ::  aooc^'*  :  quatrième  terme. 

Kisant  sooo^  par  â3^^ ,  ou  obtiendra  86  |f  liyres  sterlings. 

^mbien  i5oo  francs  font-ils  de Jlorins  banco  de  Hollande, 
posant  que  le,  change  du  jour  soit  à  55  deniers  de  gros 
Z  francs? 

9  francs  valent  55  deniers  de  gros ,  combien  1 5oo  francs 
nmt-ils  de  deniers  de  gros  ?  Ce  qui  se  traduira  par  la 
ordon 

S^-  :  55^"'^^'  ::  i5oo  :  quatrième  terme. 

I  divise  le  produit  des  deu^  moyens  par  l'extrême  connu  ^ 
Wveï^a  a75oo  deniers  de  gros  pour  iSoc^*^' 

M  s'agît  plus  maintenant  que  de  réduire  S75oo  deniers  de 
eu  florins.  Pour  cela,  on  dira  :  Si  4^  deniers  de  gros 
it  1  florin ,  combien  27500  deniers  de  gros  produisent-ils 
loriiit?  Nous  aurons  donc  la  proportion  suivante  : 

i^  :  1  ::  07500  :  au  nombre  cherché. 

effectuant  ce  calcul ,  on  trouve  pour  le  quatrième  terme 
proportion  687  ^  florins  ;  c'est  donc  la  somme  que  Ton 
^t  pour  i5ooJ^'^'  en  florins  de  Hollande. 

Jîa-  Cette  question  admet  une  autre  solution ,  qu'on  pourra 
tiper  à  la  première.  Je  pose  les  égalités  suivantes  ; 
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S  fr.  valent 55  deniers  de  gro<; 

40  den.  de  gros 1  florin. 

Combien  de  florins  pout  i5oo  francs? 

Je  multiplie  Tun  par  l'autre  les  deux  nombres  de  la  préi 
colonne,  et  j'ai  lao  pour  produit.  Je  multiplie  entre 
nombres  de  là  deuxième  ,  et  le  produit  est  835oo.  Ei 
divise  8a5oo  par  lao,  et  je  trouve  687  -  florins  pour  réj 
à  la  question» 

n  est  facile  de  voit  que  cette  seconde  manière  d'opérer 
qu'une  conséquence  de  la  première;  mais  nous  laisserons 
di^ussion  à  i'élève« 

480  k  On  est  souvent  forcé  de  faire  le  change  ou  d'o] 
Téduction  ou  conversion  des  espèces,  par  le  canal  de 
places  intermédiaires 

Un  négociant  de  Pétefsbourg  veut  faire  compter  a  ni 
Une  somme  de  lôoo  ducats ,  qu*il  veut  payer  en  '*^"^**j«jj, 
Russie;  mais  Pétersbourg  n'ayant  pas  de  change  ouvert.p 
Berlin,  le  change  doit  se  faire  par  la  Hollande.  On  sait 
change  de  Pétersbourg  avec  la  Hollande  est  à  47  î  ,  et  que 
de  la  Hollande  avec  Berlin  est  à  i4â>  c'est-à-dire  que,  pôt 
rouble  de  Russie ,  on  donne  en  Hollande  47  l  stuvers ,  etj'^^ 
pour  100  rixdalles  hollandaises,  on  paye  à  Berlin  142  xbq^^ 
prussiennes.  On  sait,  de  plus,  qu'en  Hollande,  20  stuvers 
1  florin;  que  a  ^  florins  font  une  rixdalle  hollandaise; 
que  le  ducat  de  Berlin  équivaut  à  3  rixdalles  prussiennes. 

Quelque  compliquée  que  paraisse  cette  question,  ellej 
renferme  cependant  qu'une  seule  inconnue,  savoir,  le  nomï 
de  roubles  que  le  négociant  de  Pétersbourg  doit  payer ,  et  i| 
ce  nombre  de  roubles  doit  avoir  avec  1000  ducats  un  rappé 
composé  de  ceux  des  différentes  espèces  de  monnaie  indicnÉ 
dans  la  question.  La  règle  est  donc  plus  longue  que  diffii» 
puisque  tous  ces  rapports  sont  donnés.  Essayons  de  lui  dotfl 
une  forme  qui  en  rende  le  calcul  facile. 


■     ►  I 
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ît  effet  i  oft  observera  que  di  le  change  se  faisait  sans  inter- 
re ^  le  nombre  cherché  de  roubles  et  celui  des  ducats  se^- 
dans  le  rapport  simple  et  inverse  d'un  ducat  et  d'un 
y  parce^e  le  rouble  vaut  moins  que  le  ducat;  on  a  doni 
proportions  : 

a*...  i"«-  :  i'^'  ::  i  :  47,5. 
40...  l'^.Ao"-  :  j/^«-  ::  2,5  :  i. 

ultipliant  toutes  par  ordre  >  les  produits  sont  en  propoi*-* 
:  on  a 

1  î  1  ::  i5oo6ooo  :  6745  x  ^. 

mx  prèndiers  termes  de  cette  proportion  étant  égatut>  les 
lemiers  le  sont  aussi  ;  ce  qui  donne 

6745  X  i?  ==  1  SooGOÔo ,  d'où  X  =  aaaS^^'  i  87; 

si  le  négociant  de  Pétersbôurg  devra  compter  3àa3*'*,87 
'aire  payer  icoo  ducats  à  Berlin.  En  effet,  d'après  ce» 
rtions, 

3X100'^- *''''• 

ttc.  herl^  — -  grix.  pruss.  __.  ^  <^    ^ . 

•     -  142 

_  5xiooX2,5^^-^°^^-  _  5XiooXq,5X2o'"' 
Ï4â  ~  i4^ 

SxiooXa,5X2oXi' 


1 32X47*  5 


ro 

• 

i 


i^.  un.  _  3Xi9oXa,5X2oXiXiooo""-  _  ^^^ 

-       '    ""  i4'aX47.5 

P 


f 
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Cotnbien  Sôoc/^*  produironP-ils  de  florins  courons  d'^mstt^ 
dam,  en  supposant  le  change  du  jour  à  54  deniers  de  gfi 
banco  pour  3  francs ,  et  l'agio  à  5  p*  2  >  c'est'-à-dit^ ,  en  suf^ 
posant  que  loo  florins  de  banque  valent  io5  florins  coù 
ransl 

Ainsi 

3  firancs  valent i . .     54  den.  de  gros. 

-       4^  deniers  de  gros.  ...*..       i  florin  banco. 

^    ^^     1  GO  flor.  banco io5  florins  coiiraos. 

Coraibiea  de  flor.  cour pour  3ooo  francs? 

On  a  cette  première  proportion 

3/'-  :  3ooo/^-  ::  54 '^"•''^«5 

3ooo  X  54  ^'"'  ^  ^^' 
:  nombre  cherché  qui  est ^ — . 

1 
Pour  rédmre  ces  deniers  de  gros  en  florins  banco ,  on  fera  cett 

autre  proportion  *    1 

^0^«.  ée^os  .    ^fl.  l.   ..   50Q0   X  54  ^^-  ^  ^0'  ^ 

3ooo  X  54  X  i/'*  b*. 


:  nombre  cherché  qui  est 


3x4o 


Enfin,  pour  réduire  ce  nombre  de  florins  banco  en  flo 
eourans ,  on  fera  cette  dernière  proportion 

^f  t^  rx»  .       3ooox54Xi^''b* 

o  X  40 
:  au  nombre  cherché  =  5o°°X54x  »  Xio5/'- ■ 

0  x4q  X  100 

Ce  qui  donne  pour  le  nombre  cherché,  17010000  à  d 
par  12000  ou  1417  i  pour  quotiexjt,  c'est-à-dire,  que 
francs  produiront  1417  i  florins  eourans. 


' 


d'algèbre.  5237 

^u on  fasse  donc,  ponr  toutes  les  questions  semblables,  un 
»leau  dé  données,  tel  que  (^);  qu'on  multiplie  Tun  par 
tttre  tous  les  nombres  de  la  première  colonne ,  et  Tun  par 
Dtre  ceux  de  la  seconde  colonne,  puisqu*on  divise  le  second 
oduit  par  le  premier,  et  on  aura^  sans  passer  par  toutes  les 
oportions  précédentes ,  la  réponse  à  la  question  proposée. 

481 .  L'arbitrage  est  l'opération  qui  sert  à  déduire  de  la  com- 
laison  des  changes  de  deux  places  (de  deux  villes)  avec  ceux 
!  plusieurs  autres  places,  la  manière  la  plus  avantageuse  de 
ire  Tenir  ou  d'envoyer  des  fonds  d'une  de  ces  places  dans 
mtre. 

Si ,  par  exemple ,  connaissant  le  change  de  Paris  sur  Londres 
:  sur  Madrid ,  ainsi  que  celui  d'Amsterdam  pareillement  sur 
ondres  et  sur  Madrid ,  je  veux  connaître  quel  sera  le  rapport, 
irla  combinaison  des  changes  donnés,  entre  la  monnaie  de 
ïuris  et  celle  d'Amsterdam  ;  j'aurai  à  faire  un  calcul  d'arbi^ 
,  et  ensuite  à  déterminer^  d'après  les  résultats  obtenus , 
t  manière  la  plus  avantageuse  d'opérer  entre  Paris  et  Amster- 

BU* 

Soit  le  change  de  Paris  sur  Londres  à  ù!5  francs  pour  1  livre 
rling. 

Le  change  d! Amsterdam  sur  Londres^  à  11  florins  pour  i 
sterling. 

i  combien  reviendra  le  change  de  Paris  sur  Amsterdam,  oji 
)itn  de  deniers  de  gros  aura-t-on  pour  3  francs ,  en  se 
)iant  de  l'intermédiaire  du  papier  sur  Londres  ? 

\h  fais  ce  tableau  : 

23  francs  valent 1  livre  sterling. 

1  1.  st 11  florins. 

1  flor 4^  deniers  de  gros. 

Combien  de  deniers  de  gros  pour  3  francs? 
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J'ai  à  clinser  i3dd  par  aS  »  ce  qui  donne  pour  ijaolient  Sf* 
deniers  de  gros  pour  3  francs.  Ensorte  que  le  change  de 
sur  Amsterdam,  par  la  yoie  de  Londres^  ^^  ^  ^  deniers 
gros  pour  3  francs  ;  c'est-à-dire ,  que  67  ^  est  le  rapport 
par  la  voie  de  Londres ,  s^établit  entre  la  monnaie  de  Franc^^ 
celle  d^Amstefdam. 

Imaginons  qu'un  négociant  de  Paris  ait  de  Forgent  a 
passer  à  Amsterdam  ^  Boit  le  change  de  Paris  sur  A 
dama..... 55den.  . 

Îde  Paris         j a3  francs.       ! 
l  sur  Londres.  ! 

d'Amsterdam  7 10  florins. 

/  de  Paris         \ i4  fr.  87  c^ 

Zàé  change  <  >  sur  Madrid. 

\  d'Amsterdam  j ga  dèn;  |. 

et  cherchons  s'il  y  aura  plus  d'avantage  à  remettre  à  Amski 
dam  du  papier  sur  cette  ville,  ou  d'y  envoyer  du  papier,  sa 
sur  Londres,  pour  y  être  négocié  à  10 Jlorins;  soit  sur  MadfSi 
pour  y  être  négocié  à  i^  fr.  87  cent. 

Le  résultat  de  l*aAitràge ,  obtenu  Comme  nous  Tivons  q 
ci-dessus^  donne  avec  Londres 5a  -^  dd 

Avec  Madrid.  ...•...*......*....» 54  ■ . .  • 

Le  change  direct  de  Paris  sur  Amsterdam ,  c'est- 
à-dire  ,  celui  que  fournît  immédiatement  le 
cours  dfe  la  bourse  de  Paris,  étant.  » 55  . . . .' 

Cela  posé ,  si  Ton  remet  à  Amsterdam  du  papier  sur  cell 
ville ,  3  fr.  produiront  55  deniers  à  Amsterdam ,  tandis  qi 
si  Ton  remettait  à  Amsterdam  du  papier  sur  Londres  pour  y  êtt 
négocié  à  10  florins ,  ou  du  papier  sur  Madrid  pour  y  être  d 
gocié  à  14  francs  87  cent. ,  3  francs  ne  produiraient  que  5a  | 
deniers,  et  54  deniers  dans  le  second  cas.  Il  vaut  donc  mied 
remettre  du  papier  à  Amsterdam. 


■ 

Â 
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Au  surplus  je  n'ai  voulu  donner  qu*un  aperçu  de  cette 
e  des  changes  et  des  arbitrages  >  et  faire  voir  que  let 
•ns  auxquelles  elle  donne  lieu^  et  qui  se  réduisent  aux 
[ue  nous  venons  de  traiter,  reviennent  à  calculer  un 
l'une  proportion  dont  trois  sont  connus;  ensorte  qu'ayant 
haque  place ,  sa  manière  de  changer  avec  Paris ,  et  le 
t  de  ses  monnaies  de  change ,  on  peut  calcule]^  des  {or-* 
pour  les  changes  et  les  arbitrages. 


5 
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CHAPITRE     X. 

Dè^  Rapports  ou  quo tiens  composés. 

483.  yj  N  obtient  des  rapports  ou  quotiens  composés ,  en  m 
tiplîant  par  ordre  les  termes  de  deux  ou  de  plusieurs  rapj 
les  antécédens   par  les  antécédens,   et  les  conséquens  p< 
conséquens  ;  et  on  dit  alors  que  le  rapport  entre  ces  deux 
duits  est  composé  des  rapports  donnés. 

C'est -ainsi  que  les  rapports  a  l  b ,  c  l  d,  e  l  fàormtm 
rapport  composé  ace  l  bdf.  '       ^ 

484*  Un  rapport  restant  toujours  le  même ,  quand , 
Tabréger  ^  on  divise  «es  deiïx  termes  par  un  même  noi 
on  peut  faciliter  beaucoup  la  composition  ci-dessus  en 
parant  les  antécédens  et  les  conséquens  dans  le  dessein  de 
de  telles  réductions^  ainsi  que  nous  Tayons  fait  dans  le  c] 
précédent. 

Voici ,  par  exemple ,  comment  on  trouve  le  rapport  coi 
des  rapports  donnés  qui  suivent. 


Rapports  donnés. 


i 


la  :  25  j 

) 

r  2.^.^  :  ;j.5 

28  :  33 > 

ou  { 

.       IL  tlu  %ij    «    4  «  .  X 

55  •:  5S  3 

\      1 

\  Zi:,jj       :  t.z.t.Tf. 

2:5  ,\ 

Donc  2  !  5  est  le  rapport  composé  qu'on  cherchait.  j 

485.  Le  même  procédé  a  lieu   quand  il  s'agit  d'opéré 

général  sux  des  lettres  ;  et  le  cas  le  plus  remarquable  est  < 


I  ■  ■ 

-J 
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•ù  chaque  antécédent  est  égal  au  conséquent  de  la  raison  pré« 
sédente.  Si  les  rapports  donnés  sont 


I. 


a 
b 
c 

d 

e 


b 
c 
d 

ë 
a; 


le  rapport  composé  'est  i  :  i . 

4^6.  On  y  erra  l'utilité  de  ces  principes ,  en  remarquant  que 
peux  fiirfaces  ont  entre  elles  un  rapport  composé  des  longueurs 
«t  des  largeurs. 

Soient^  par  ëxeroj^le  ^  les  deux  surfaces  A  et  B  ;  que  A  ait 
Soc  mètres  de  longueur  sur  60  mètres  de  largeur^  et  que  la 
longueur  de  B  soit  de  36o  mètres,  et  sa  largeur  de  ioo  mètres; 

rapport  des  longueurs  sera  5oo  :  36o ,  et  celui  des  largeurs 

X  100.  Ainsi  l'on  a 


5oo 
60 


:  36o) 
:  ioo 


1U00 


5  :  G 


>nc  ^  est  au  J?  comme  5  A  6. 

Autre  exemple.  Soient  le  champ  >^  long  de  720  mètres,  Iàrg# 
[ie  88  mètres;  le  champ  ^long  de  GGo  mètres,  et  large  de  gof 
^inètres  :  on  composera  les  rapports  ainsi  ,q^*il  suit  :.  .  , , 

Rapp.  des  long .. .  720  :  GGo)       C^.iô.^0  :  fi,\\,z^ 
Rapp.  des larg  . . .     88  :     90)      \  '  w.^*^**  ^*4^ 

H  réduisant  de  l'antécédent  d'un  rapport  au  conséquent  de 
fantre ,  et  réciproquement  ,  on  trouve  enfin  16  ;  i5  pour  It 
apport  entre  les  surfaces  A  ^t  £. 

4 
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487,  De  plus  ,  8*il  s*agit  de  comparer  deux  chambras  rel 
tivement  à  Tespace  ou  au  contenu ,  on  observera  que  ce  n 
port  est  composé  de  celui  des  longueurs ,  de  celui  des  largei 
et  de  celui  des  hauteurs.  Soient ,  par  exemple  >  la  chambre 
dont  la  longueur  =  36  mètres  ,  la  largeur  =16  mètre»  ^  eti 
hauteur  =  i4  mètres  ;  la  chambre  B  dont  la  longueur  ^=zi 
mètres,  la  largeur  =:  a4  mètres  ^  et  la  hauteur  ::;=:  10  mèM^; 
pn  ^iprft  ces  trois  rapport^  : 

pour  la  longueur  y^^  l  ^fZ^-ff^ 
pour  la  largeur  jr/f,4«,a  ;  ^^, 
pour  \d^  hauteur     /^,â        ;  ^0,9. 


4  ;     5. 

'Ainsi  le  contenu  de  la  chaiobre  A  est  au  conti^nu  de 
thambre  B  comme  4^5. 

488.  Lorsque  les  rapports  qu^on  con^pose  dç  cette 
9ont  égaux,  il  en  résulte  des  rapports  multiples.  Savoir,  d< 
rapports  égaux  donnent  un  rapport  double,  on  quarré  ;  troil 
rapports  égaux  produisçnt  un  rapport  triple  ou  cubique  ^  et^Jnsi 
de  suite.  Par  exemple  ;  les  rapports  al  b  ^tal  b  donnent  b 
rapport  composé  axi  \  bb  ;  c'est  pourquoi  l'on  dit  que  les  quarréi 
sont  en  rapport  doublé  de  leurs  racines.  Et  le  rapport  ail 
xnultiplié  trois  fois,  donnant  le  rapport  a^  l  V,on dit  que lei 
çubef  aon^  en  rapport  triplé  de  leurs  racines, 

489.  On  enseigne  dans  la  Géométrie  que  deux  espaces  cîd- 
culaires  sont  en  rapport  doublé  de  leurs  diamètres;  cela  signifie 
qu'ils  çont  l'un  à  l'autre  dans  le  rapport  des  qu^rrés  de  le^i* 
diamètres, 

Soient  ^  un  tel  espace  dont  le  diamètre  =45  mètres ,  et  -fî  un 
«utre  espace  circulaire  dont  le  diamètre  ==;  3o  mètres  ;  le  pre- 
mier espace  sera  au  second  comme  4^,45  àSo.SO;^  ou.^  ^ 
ÇQQiposaQt  ces  deux  rapports  égaïux , 
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multipliant  Tun  par  Tautre  les  fiicteurs  qui  restent  dans  lea 
itécédens  ^  et  ceux  qui  restent  dans  les  conséquens ,  on  trouve 
mx  aires  qui  sont  entr*elles  comme  9  4  4* 
490.  On  démontre  aussi  que  les  volumes  des  sphères  sont  en 
[pport  cubique  des  diamètres.  Ainâ  le  diamètre  d  nne  sphère 
fêtant  1  mètre  ^  et  le  diamètre  dune  sphère  B  étant  a  mètres  , 
s  volume  de  A  sera  à  celui  de  B  comme  x^  \  ^  y  ou  comme 
à  8, 

Si  donc  ces  sphères  sont  d'une  même  matière,  fat  sphère  B 
ira  8  fois  autant  que  la  sphère  A, 

{91.  On  voit  qu*on  peut  trouver  par -là  le  poids  d'un* 

lère^  son  diamètre  ét^t  donné  avec  le  diamètre  et  le  poidf 

le  antre  sphère.  Soient,  par  exemple,  la  sphère  A  dontler 

ikre  =  a  décimètres ,  et  le  poids  =  5  grammes ,  et  qii*oi| 

le  poids  d  une  autre  sphère  dont  le  diamètre  serait  dci 

Ittqmètr-eç  :  on  aura  cette  proportion , 

a3  •  gs  _  5  . /{^p^  3jjo  g^^ 

«arait  pour  us^  autre  sphèrç  C,  dont  le  diamètre  serai) 
:i$  décimètres; 

V?  \  i5'  =  5  : Réf^,  ai09  \  gr, 

493.  Quffiid  on  cherche  le  rapport  de  deux  fractions,  comm^i 

S^;  on  peut  toujours  l'exprimer  en  nombres  entiers;  car 

n'a  qu'à  multiplier  les  deux  fractions  par  hd^  on  obtiendra 
rapport  orf  :  6c  qui  est  égal  à  Tautre  ,  et  d'où  résulte  U 
3{)ortiQn 

a      c  ,     , 

jr  :  -^  z=.  ad  \  bc, 

kdonc  ad  et  hc  ont  des  diviseurs  communs,  le  rapport  poiinrn 
réduire  à  de  moindres  termes.  C'est  ainsi  quç 
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fi  :  il  =  i5.3G  :  a4.25  =5  9  :  10,  * 
4d3.  On  voudrait  Bavoir  encore  quel  e9t  le  rapport  des 
tions  -  et  T  ;  il  est  clair  qu'on  aura 

Q        o 

ce  qu'on  exprime  en  disant  que  deux  fractions  qui  ont  Y\ 
pour  numérateur ,  sont  en  rapport  réciproque  ou  inverse 
leurs  dénominateurs.  On  dit  la  même  chose  de  deux  fir^etioi 
qui  ont  un  même  numérateur  quelconque  ;  car 

e      €        j 
^  :  7  =  i  :  a. 
a      b 

Mais  si  deux  fractions' ont  leurs  dénommateurs  égaux,  GOBHoe 

o      if  ' 

-  :  - ,  elles  sont  en  rapport  direct  des  numérateurs^  savoir;^ 

c       c 

comme  a  l  b  Ainsi 

«  •  T7  —  7^  •  77  —  "  •  ^ ?  •  *  >.  ®^T  •   t  — *  lO  .  13,  — a^a* 

494-  On  a  remarqué  dans  la  chute  libre  des  corps ,  qu  un 
corps  tombe  de  4>.9o4  mètres  dans  une  seconde  sexagésimale; 
que,  dans  deux  secondes  de  temps,  il  tombe  de  la  hauteur  de 
9,803  mètres,  et  que  dans  trois  secondes  il  tombe  de  i4i7ï5 
mètres  ;  on  en  a  conclu-  que  les  hauteurs  sont  entr'elles  comme 
les  quarrés  des  temps ,  ,et  quç  réciproquement  les  temps  sont  en 
rapport  sous-doublé  des  hauteurs,  ou  comme  les  racines  quar^ 
rée^  des  hauteurs. 

Si  donc  on  demande  combien  de  temps  il  faut  à  nue  pierrs 
pour  tomber  de  la  hauteur  de  49^4  mètres;  on  aura 

4,904:4904=1  :^* 

au  quarré  du  temps  cherché.  Ainsi  le  quarré  du  temps  chercln 
est  100  ,  et  parconséquent  le  temps  qu*on  demande  est  10  se- 
eondès  sexagésimales. 
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'  49^'  On  demande  de  quelle  hauteur  une  pierre  tombera  si 
pbi durée  de  sa  chute  est  une  heure,  c'est-à-dire  3Goo  secondes? 
r©n  dira  donc,  comme  les  quarrés  des  temps,  c'est-à-dire 
'  i*;36oo*;  ainsi  la  hauteur  donnée  =4,094  n^étres  est  à  la  hau- 
teur cherchée. 

I  :  ia96oooo=:4i094«  *  *  •  •  53o58a4o  hauteur  cherchée, 
ir  ^ 

Le  diamètre  de  la  terre,  exprimé  en  mètres,  est .- 

£,  =:  137312395  mètres,  donc  cette  hauteur  est  à-peu-près  quatre 
fois  le  diamètre  terrestre. 

496.  Il  en  est  de  même  à  Tégard  du  prix  des  pierres  pré- 
cieuses lesquelles  ne  se  vendent  pas  dans  la  proportion  des 
poids  ;  tout  le  mohde  sait  que  ces  prix  suivent  un  plus  grand 
rapport.  La  règle  pour  les  diamans  est  que  le  prix  est  ei^ 
raison  quarrée  du  poids,  c'est-à-dire  que  le  rapport  des  prix 
est  égal  au  rapport  doublé  des  poids.  On  exprime  le  poids  des 
diamans  en  carats ,  et  un  carat  vaut  4  grains  *,  ai  donc  un  dia- 
mant d'un  carat  vaut  1  o  francs,  un  diamant  de  100  carats  vaiKba 
autant  de  fois  10  francs,  que  le  quarré  dé  100  contieni  de 
fois  1  ;  ainsi  on  aura ,  suivant  la  règle  de  trois , 

i*  :       100*  =  10  francs  : 
ou  1     :   10000   =  10  :.....  Rép.  looooo  francs 

n  y  a  un  diamant  en  Portugal  qui  pèse  1680  carats  ;  son 
prix  se  trouvera  donc  en  faisant 

1*:        iS8oV=  io.fr.  .:....,.. 
ou  1    :  28aa4oo  =;;:  10  ;  ;ar8^a4P90  francs. 

I  497*  ^63  postes  fournissent  assez  d'exemples  de  rapport» 
composés  ,  parcequ'elles  se  payent  en  raison  composée  du 
nombre  des  chevaux  et  de  celui  des  lieues  ou  des  postes.  Par 
exemple,  un  cheval  se  payant  20  sous  par  poste ,  qu'on  veuille 
«avoir  ce  qu'on  aura  à  payer  pour  28  chevaux  et  pour  4  i 
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postes  ?  On  écrira  d'abord  le  rapport  des  chevaux  /  i   ! 
80U8  ce  rapport  on  mettra  celui  des  postes  y a  :      a 

et  composant  les  denx  rappo^ ,  on  aura  , a  :  aSa, 

ou  1  î  laS  =  X  fr.  :  laS  fi:. 

Autre  question.  Si  on  paje  un  ducat  pour  huit  chevaux 
trois  milles  d'Allemagne,  combien  coûteront  trente  chevan 
pour  quatre  nùlies?  Ckx  fera  le  calcul  «uivant  :. 


8 
3 


3o 

4 


}ou{ 


4-* 

3 


iS.z 

4 


5  ::  i  due  :  5  duc. 


498.   La  même  composition  des  rapports  se  présente  quanil 
il  est  question  de  payer  des  ouvriers  y  puisque  ces  paiemeo& 
suivent  ordinairement  le  rapport  composé  du  nond>Fe  des  01:^^ 
vriers.  et  de  celui  des  Jours  pendant  lesquels  on  les  a  employés. 

Si  on  donne ,  par  exemple  ^  sS  sous  par  jour  à  un  maçon ,  et 
qu'on  demande  ce  qu'il  faudra  payer  à  vingt-quatre  maçovt 
^m  auront  travée  pendant  5o  jours  ?  On  fera*  ce  calcul  ; 

i  :  24 

1  :  5o 


1  l  laoo  =r  s5  ! i5oo  franc» 

â5 


3pooo  I  — 


5oo  francs. 


Comme  dans  ces  sortes  d'exemples  on  a  ciùq  données  ^  0» 
nomme  dans  le»  livres  d'Arithmétique  règle  de  cinq ,  celle  qui 
^rtà  résoudre  ces  questions. 


F 


l  D*  A  L  G  ê  B  R  c;  s37 


fs=: 


CHAPITREIV. 

Des  progressions  géométriques  on  des  suites 

par  équi^quo tiens  (*}• 

i499-  ^  ^  ^  suite  de  nombres  dont  chacun  est  toujours  égal  au 
précédent  multiplié  par  un  même  facteur ,  se  nomme  une  jtra-' 
pression  OU  uhe  suite  pur  équi-quotièns ,  parceque  le  rap- 
port d'un  terme  au  suivant,  est  toujours  le  même.  Ainsi ,  quand 
le  premier  terme  est  i  et  le  facteur  constant  =2  (**),  la  pro- 
gression géométrique  devient  : 

Indicés  1,  2,  5,  4,    5,     6,     7,      8,      g,     etc. 
Progr.  1,  à,  4,  8,  16,  3a,  64,  128,  25S,  etc. 

ks  nombres  1 ,  2'^  3  ^  etc.  marquant  toujours  le  rang  de  chaque 
terme  de  la  suite. 

5oo.  Si  on  suppose ,  en  général  ^  le  premier  terme  :=  a  et 
le  facteur  =  A ,  on  a  la  progression  géométrique  suivante  : 

Indices  1,2,      3,      4>      5,      G,      7,      6....   ?i. 
Progr,  a,  ab^  ab^ ,  aP,  ab^,  ab^ ,  ab^,  ab\  , ,  .ab^"^* 

Ainsi ,  quand  cette  progression  est  de  n  termes ,  le  dernier 
terme  est  =  ab'"'^  Il  faut  remarquer  ici^jue  si  le  facteur  i  est 
plus  grand  que  l'unité ,  les  termes  augpientent  continuellement  ; 
que  si  i  =  1  ,  les  termes  sont  tous  égaux  ;   enfin ,  que  si  le 


(^)  Nous  préférons  la  dënomiaatipn  de  suite  par  éq ui-guo tiens ,  parce- 
«ju'elle  énonce  une  définition. 

(^^)L^auteur  aip^elaït  exposant  ce  que  nous  nommonê  facteur  ;  mais  nous 
observerons  qtie  U  denonin^ûoa  d'exposant  ayant  Une  «utr^  acception,  doit 
*ire  rejetée. 
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facteur  b  est  plus  petit  que  i  ,  bu  s*il  est  une  fraotion, 
termes  décroissent  sans  cesse.  Ainsi ,  quand  a  ^=:  i   ^t  6  =:  7 
on  a  cette  progression  géométrique  : 

,     »     I     '      t      _i_     i_      1  _    ^j.^ 

*>    T>    ^i    î>    TZ  i    i^  i    64>    TTT  >''»•*'• 

5oi .  Ici  se  présentent  donc  à  considérer  : 

1*.  Le  premier  terme  que  nous  ayons  nommé  a. 

2*.  Le  facteur  constant ,  que  nous  appelons  b, 

3*.  Le  nombre  des  termes^  que  nous  avons  indiqué  par  n^jL 

4*.  Le  dernier  terme  que  nous  ayons  trouyé  =r  ab"^^» 

Ainsi  quand  les  trois  premiers  nombres  sont  donnés^  on 
trouve  le  dernier  terme ,  en  multipliant  le  premier  terme  a  par 
la  n  —  1*  puissance  de  i,  ou  par  i"^'. 

Si  on  demandait  donc  le  5o^  terme  de  la  progression  géomé- 
trique 1 ,  2 ,  4  j  8 ,  etc.  on  aurait  a  =  1 ,  6  =  2  et  ti  =  5o  ; 
parconséquent  le  5o*  terme  :=  2^9.  Or  29  étant  =:  5i2  ;  2** 
sera  =  1024.  Donc  le  quarré  de  2***,  ou  2®®,  =  1048576,  etlô 
quarré  de  ce  nombre,  ou  1 099611627776  =  2<®.  Multipliant 
donc  cette  valeur  2^®  par  29  ou  par  5 12,  on  a 

2^9  =  56294995342131a. 

5o2.  Une  des  principales  questions  qui  se  présentent  dans 
cette  matière ,  c'est  de  trouver  la  somme  de  tous  les  termes 
d'une  telle  suite  ;  nous  allons  donc  en  expliquer  la  méthode. 
Soit  donnée  d'abord  la  suite  de  dix  termes  : 

1,  2,  4>  8,  16,  32,  64i  128,  a56,  612, 
dont  nous  indiquerons  la  somme  par  /,  de  soite  que 
/=  1  +  2  +  4  +  8  +  16  +  32  +  64— 128  +  256  +  5i3, 
nous  aurons ,  en  prenant  le  double  de  part  et  d'autre , 

2/=2 +  4  +  8+ 16  +  32+64+128  +  256  +  512+1024. 
Otant  la  première  égalité  de  la  seconde ,  il  reste 
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/=  1024— 1  =  ioa3; 

icmt  la  somme  clierchée  =  1  oa3. 

5o5.  Supposons  m^ntenant  que  dans  la  même  suite  U 
iûmbre  des  termes  soit  déterminé  et  =  n ,  de  façon  que  I4 
lomme  en  question  soit 

Si  on  multiplie  par  a ,  on  a 

a/=a  +  a*+a'4-a* . . . .  a», 

Bt  soustrayant  de  cette  égalité  la  précédente ,  on  a 

/=a«  — 1. 

On  Yoit  donc  que  la  somme  cherchée  se  trouve  en  multipliant 
le  dernier  tenue ,  a"**,  par  le  facteur  a,  afin  d'ayoir  a"^  puis 
Boustrajant  l'unité  de  ce  produit. 

So4-  Cela  deyient  encore  plus  clair  par  les  exemples  suivans 
où  nous  substituerons  successivement  à  n  les  nombres  1  ^  a , 
3,  4,  etc. 

1  ==  I  -,  1  4-a==t3;  1  +h  +  4  =  7î  i+2+4  +  8=:i5; 
i4.a-l-4  +  8  +  iS  =  3i-,  i  +  a  +  4  +  8  +  iG  +  3a  =  63,etc. 

5o5.  On  propose  ordinairement  dans  cette  matière  la  ques- 
tion qui  suit  :  Un  homme  veut  vendre  son  cheval  par  les 
clous ,  qui  sont  au  nombre  de  3a  ;  il  demande  1  liard  pour  le 
premier  clou  ,  a  liards  pout  le  second  clou ,  4  H^i'ds  pour  la 
troisième  clou,  8  liards  pour  le  quatrième^  et  ainsi  de  suite,  en 

demandant  pour  chaque  clou  le  double  du  pris:  du  précédent. 

On  demande  quel  ser^^it  le  prix  du  cheval  ? 

Cette  question  se  réduit  évidemment  à  trouver  la  somme  de 

^  \  tousles  termes  de  la  suite  i ,  a ,  4  ^  ^  >  16,  etc.  continuée  jusqu'au 

[h^  terme.  Or  ce  dernier  terme  est  a^^  ;  et  comme  nous  ayons 
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trouvé  pltu  liaiitâ^=  1048576,  et  a**=:ioâ4i  notis  âiu^ 
j^ao  aïo^^^Stt  égal  à  1073741824  >  ^^  c°  multipliant  eiieoi| 
par  a ,  le  dernier  terme  a^'  =  ai47483648  ;  en  doublant  âQi| 
ce  nombre  y  tt  retranchant  l'unité  du  produit,  la  somme  clial 

thée  dévient  4:29496^^9^  ^^^*  ^^^  liards  font  1 0^3741 8aS 
8ous>  et  divisant  par  ao  on  a  53687091  liv-  3  s.  g  d.  pour  1 
prix  cherché. 

506.  Soit  à  présent  le  &cteur  =3,  et  qu'il  s'agisse  d 
trouver  la  somme  de  la  suite  1 ,  3,  9 ,  37,81 ,  a43,  729,  Con 
posée  de  7  termes.  Supposons -la  pour  un  moment  =/,  d 
sorte  que 

/t=  1  +  3+9  +  27+81  +  343+7^9. 
Nous  aurons ,  en  multipliant  par  3  : 

3/=3+9  +  a7  +  8i+a43  +  7a9+ài8^. 

Et  soustrayant  l'égalité  précédente ,  noiis  avons 

a/=ai87 — i=ai86. 

Ainsi  le  double  dé  la  somme  est = ai 86 ,  et  pareoUséquetit  1 
fiomme  cherchée  =  1093. 

507.  Soient  dans  la  même  suite  le  nombre  des  termes  ^zn 
et  la  somme  ==//  de  sorte  qtie 

/=i+3+3*+33+3*  +  ..;.g«-«. 

Si  on  multiplie  par  3  ^  on  a 

3/=  3  +  S*+â^+â4+. . . ,  3«. 

Soustrayant  dé  cette  égalité  la  précédente,  comme  tous  le 
termes  de  celle-ci,  excepté  le  premier,  détruisent  tous  h 
termes  de  la  valeur  de  3/,  excepté  le  dernier  ^   on  aura 

•  y» 
5» i 

3ir=3"-i-  1  ;  donc  /=   ■'        » 

a 

Aini 


d'algèbre.  â4i 

Ainsi  la  somme  cherchée  se  trouve  en  multipliant  le  dernier 
terme  par  3 ,  soustrayant  i  du  produit ,  ef  divisant  le  reste 
par  a.  C*est  ce  qu*on  voit  aussi  par  les  exemples  suivans  : 

r 

,    -  3.3—1  .  r  rr    •  3.  Q^l  _ 

i=:i;i+3=— - — =4;  1+3+9=— 2; —  =  »3; 

x+3+9+fl7  +  8i=— ^ =  121. 

5o8.  Supposons  maintenant  ^  en  général,  le  premier  terme 
=  a,  le  facteur  =  & ,  le  nombre  des  termes  =  11^  et  leur 
somme  =/,  ensorte  que 

f=a  +  ab+ab^  +  ab^  +  ab^+ a6"-«. 

Si  nous  multiplions  par  b  -,  nous  aurons 

et  soustrayant  l'égalité  précédente ,  il  reste 

(i  —  1)  f:=zah^  —  a; 
d*où  nous  tirons  facilement  la  somme  cherchée 

ab^ — a 


/= 


Î=T"- 


Parconséquent  la  somme  des  termes  d'une  série  quelconque 
par  équi-quotiens ,  se  trouve  en  multipliant  le  dernier  terme 
par  le  facteur  constant,  soustrayant  du  produit  le  premier 
terme ,  et  divisant  le  reste  par  le  facteur  diminué  de  Tunité. 

609.  Soit  une  suite  de  sept  termes,  dont  le  premier  ^=3, 
le  facteur  =  2  :  on  aura  a  =3,  b=zz  et  71  =  7;  donc  le 
dernier  terme  =3.a^,  ou  3.64=  192  i  et  la  suite  entière 
sera 
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3,    S,    la,      fl^y^^y     9S,      192. 

Si  de  plus  on  multiplie  le  dernier  terme  19a  par  le  facteurl 
a  ^  on  a  384;  ^^^^^  1^  premier  terme  3,  il  reste  38 1  ;  et  di- 
visant  ce  reste  par  6  ^- 1  ou  par  1  ^  on  a  38i  ponr  la  sommé 
de  tous  les  termes. 

5io.  Soit  encore  une  autre  suite  de  six  termes  ,  commen-  . 
çant  par  4  et  ayant  pour  facteur  =  \ .  Cette  suite  sera 


Multiplions  ce  dernier  terme  -^^  par  le  facteur  \ ,  nous  au-  j 
rons  -^1  ;  la  soustraction  du  premier  terme  4  laisse  le  reste  -^  % 
qui ,  divisé  par  i  —  1  =4  ,  donne  ^1= SSf 

5ii.  Lorsque  le  facteur  est  plus  petit  que  1 ,  et  que  par- 
conséquent  les  termes  de  la  suite  vont  toujours  en  diminuant^ 
on  peut  assigner  la  sonune  d'une  telle  progression  décroissante  j 
qui  irait  à  Tinfini.  ' 

Soient ,  par  exemple ,  le  premier  terme  =  1 ,  le  facteur  =  f ,  ^ 
et  la  somme  =/,  ensorte  que  :  \ 

Si  on  multiplie  par  a^  on  a 

2/=a+i+j+i+J+^+îi+etc; 

et  soustrayant  l'égalité  précédente  ,    il  reste  /=a  pour  la 
somme  cherchée. 

5ia.  Si  le  premier  terme  =  1 ,  le  facteur  =  j ,  et  la  somme 
=/;  de  sorte  que 

« 

à  rinfim  ;  on  multipliera  le  tout  par  3  ^  et  on  aura 

3/=3  +  »+}+i+i+etc.; 


d'algèbre. 

soustrayant  la  valeur  de  /^  il  reste 

fl/=3;  donc/=  i  j. 


s43 


5i3.  Qu'on  ait  une  suite  dont  la  somme  =/j  le  premier 
le =2  ^  le  facteur  =:-|  ;  de  sorte  que 

/=2  +  H-|  +  fr  +  rîî+etc. 

ImSni;  multipliant  par  j,  on  aura 

f/=f +  3+1+1 +  N  +  rVî+etc. 

soustrayant  la  progression  /,  il  reste 

if=l,  donc/=:8. 

5i4*  Si  on  suppose  ,  en  général,  le  premier  terme  =a^' 

b 

tt  le  facteur  de  la  suite  ^s  ~ ,  de  manière  que  cette  fracn 

c  • 

tien  soit  plus  petite  que  i ,    et  parcoaséquent  c  plus  grand 

que  b  ;  voici  comment  on  trouvera  la  somme  de  la  série  con-* 

tinuée  au-<delà  de  toute  limite  :  on  fera 


«Lk 


multipliant  par  -,  on  aura 


t  r^±  + 

cj         c     * 


ab^        aP 


aM 


etc.  ; 


:4t  soustrayant  cette  égalité  de  la  précédente ,  il  reste 
(  i-^)/=«;<ioncy;=-f4,  «^/=S- 


1 

C 


La  somme  de  la  suite  infuiie  proposée ,  99  trouve  donc  eu 


ii44  ï  L  É  M  E  IV  s 

divisant  le  premier  terme  a  par  i  moins  le  facteur ,  ou  bi 
en  multipliant  le  premier  terme  a  par  le  dénominateur  de 
facteur ,  et  divisant  le  produit  par  le  dénominateur  moins 
numérateur. 


5i5.  On  trouve  de  la  même  manière  les  sommes  des  suil 
dont  les  termes  sont  affectés   alternativement  des  signes 


1 

et—.  Soit,  par  exemple. 


1 


Si  on  multiplie  par  -,  on  a  ^ 

c 


b   rab^ 
cj         c 


7r  +  7r--;r+«t^- 


Si  on  ajoute  cette  égalité  à  la  précédente  ^  on  obtient 
d'où  l'on  tire  la  somme  cherchée 


/= 


a  a  c 


c 


5i6.  On  voit  donc  que  si  le  premier  terme  a  =r  f ,  et 
facteur  =-i,  c'est-à-dire,  i=a  et  c=5,  on  trouvera 
somme  de  la  suite  |  +  ^+  i-rr  +  ?r»  +  etc.  =  i  ;  puisqu 
soustrayant  {-  de  i ,  il  restera  f ,  et  qu'en  divisant  le  prem 
terme  par  ce  reste ,  le  quotient  est  i . 

617.  On  voit  en  second  heu  que  si  les  termes  sont  alten 
tivement  positifs  et  négajdfs ,  et  que  la  suite  ait  cette  forme, 

T  ""  â«  "T  Âïs  ■"  êâl  "T  etc. , 


■  ■:-^* 
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i  somme  sera 


a 


■+i 


2 
T 


7' 


Autre  exemple.  Soit  la  suite  infinie 

_L  4.  _3 L— l-  -L-_'—  4.  etc 

10  1^  100  1^  1000  1^  10000  i^  ^i.v» 

Le  premier  terme  est  ici  7^,  et  le  facteur  est  /^  '  sou3trayant 
dernier  de  1  ,  il  reste  -^  ;  et  si  Ton  divise  le  premier  terme 
cette  fraction  ^  il  vient  |  pour  la  somme  des  termes  de  la 
nte  donnée.  Ainsi  en  ne  prenant  qu'un  terme  ^  savoir  -^  % 
ferreur  serait  de  —.  En  prenant  deux  termes ,  ^  +  rio  =  tts  > 
s'en  faudrait  encore  de  ~~  que  la  somme  fût=  \, 

Si 8.  Autre  exemple.  Soit  donnée  la  suite  infinie , 

9  "1    Tô  "1"  lôô  "t"  îôoo  "T  TôVoô   t"  ®*^' 

[Le  premier  terme  est  9  ^ le  facteur  est  •^.  Ainsi  1  moins  le  fac- 

[tenr  fait  -^^  et  V  =  10  ,  somme  cherchée. 

10 

On  remarquera  que  cette  suite  s'exprime  par  la  fraction? 

décimale  9,9999999  etc. 
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CHAPITRE    XI L 


Des  fractions  décimales  infinies. 

519. 1^  ors  ayons  ru  plus  haut  que  dans  les  calculs  logar* 
rithmiques  on  emploie  des  fractions  décimales  au  lieu  deti 
fractions  ordinaires  ;  cela  se  pratique  aussi  avec  beaucoup 
d'avantage  dans  d'autres  calculs.  Il  s'agira  principalement  ici  de 
faire  voir  comment  on  transforme  une  fraction  ordinaire  en 
une  fraction  décimale,. et  comment  on  peut  revenir  d'une 
fraction  décimale  à  la  fraction  ordinaire  qui  lui  a  donné  nais-  J 
sance.  I 

520.  Qu'on  ait  généralement  à  changef  en  fraction  déci- 
male la  fraction  r  '  comme  cette  fraction  exprime  le  quotient  ^ 

dt  la  division  du  numérateur  a  par  le   dénominateur  h^  on  i 
écrira  à  la  place  de  a  le  nombre  a,oooGooo ,  dont  la  valeur; 
ne  diffère  pas  du  tout  de  celle  de  a ,  puisqu'elle  ne  contient 
,ni  dixièmes,  ni  centièmes,  etc.   On  divisera  ensuite  ce  nom- 
bre  par  le  nombre  h ,  suivant  les  règles  ordinaires  de  la  dir  1 
vision  ,  et  en  observant  seulement  de  mettre  à  la  place  con-  V 
venable  la  virgule  qui   sépare  les  décimales  et  les   entiers. 
Voilà  tout  le  procédé  que  nous  allons  éclaircir  par  quelques:, 
exemples 

5a  1.  Soit  donnée  d'abord  la  fraction  \  :  la  division  en  déci-* 
maies  j^rendra  cette  forme  : 


i^  0000000 


f- 

l  o, 


6000000  =  ■!* 
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Nous  voyons  par-là  que  \  est  autant  que  OfSoooooo  ou  que 
,.0,5;  et  en  effet  cela  est  évident,  puisque  cette  fraction  dé- 
cimale indique  ^  qui  équivalent  à  ^. 

5aa.  Que  \  soit  la  fraction  donnée ,  on  aura 

3 


''^^^^^^  {o,333333à=i' 


Cela  fait  voir  que  la  fraction  décimale  dont  la  valeur  r=j, 
ne  peut  ^  à  la  rigueur ,  être  discontinuée  nulle  part ,  et  qu'elle 
va  à  l'infini  en  conservant  toujours  le  nombre  3.  Aussi  avons- 
nous  trouvé  plus  haut  que  les  fractions  jL  -}.  -i^  ^  -J.»  -}.  j^±j^ , 
«te.  à  l'infini ,  ajoutées  ensemble  font  \. 

La  fraction  décimale  qui  exprime  la  valeur  de  f  >  se  conti- 
nue de  même  à  l'infini ,  car  on  a 

3 


5,,ooooooo  {  0^6666666=  f 


et  cela  suit  d'ailleurs  évidemment  de  ce  que  nous  venons  de  dire 
puisque  f  est  le  double  de  j. 

5â3.  Si  \  est  la  fraction  proposée ,  on  a 


1,0000000 


lo, 


a5ooooo=f" 


Ainsi  \  est  autant  que  0,2600000  ou  que  0^25;  et  cela  est 
clair,  puisque  i^  +  fh  =  rs^  =  ï. 

On  aurait  pareillement  pour  la  fraction  |- 


3,0000000  \  — 


,7500000  =  \ 
Ainsi  ~  =:  0,76  ;  et  en  effet 

+      <      -  ni j, 

I  o  o  I  o  ô  —  4  * 


"y 
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La  fraction  \  se  change  en  fraction  décimale ,  en  faisant  la 
division 

5,0000000  \ c— —  . 

'  l  i,a5ooooo=ï 

534.  On  trouvera  de  la  même  manière  ^  =  0,2;  |  =o,4;  ^ 
i=3  0,G;|=o,8j|=i;  |  =  i,a,  etc. 

Quand  le  dénominateur  est  G,  on  trouve  ^=0,1666666  etc. 
ce  qui  est  autant  que  o,GGGGGS  — o,5.  Or  o,6G6666=^  et 
o,5=i:-j,  donc  en  effet  0,1  GGGGGG=:J  —  ^=^. 

On  trouve  aussi  f  .=  o,333333  etc.  =f;  maisi  devient  :J 
c,5oooooo  =2 f .  Ensuite ^=0,833333  =  0,333333  +  o,5,  c'est- ' ' 
à-dire  j -H  1=1. 

5a5.  Lorsque  le  dénominateur  est  7,  les  fractions  décimales  j 
deviennent  plus  compliquées.  Par  exemple  on  trouve  T 

1=0,142857,  etc. 

cependant  il  faut  remarquer  que  ces  six  chiffres  1 42867  re-'^ 
viennent  constamment.  Pour  se  convaincre  donc  que  cette  frac- j 
tion  décimale  exprime  précisément  la  valeur  de  | ,  on  peut  lajj^ 
transformer  en  une  progression  géométrique,  dont  le  premier!" 
terme  soit  =ifi^ ,  et  le  facteuri=  — ^,-;  et  parconséquentij 

la  somme  = — -.'*'°°^°^  ^  >4x« y?  ■__.». 


999999  —  »• 


f ooodoo 


52G.  On  peut  prouver  encore  d'une  manière  plus  facile ,  . 
que  la  fraction  décimale  trouvée  fait  exacteçient  f  ;  car  posant  '■ 
^  pour  sa  valeur  la  lettre/,  on  a 


i 

1 
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/=:o,  142857142857 142857  etc. 

10/=  1,  42857142857142857  etc.  , 

100/=  14,  2857142857142857  etc. 

1000/=  142,  857142857142857  etc. 

ioocx5/==i428,  57142867142857  etc. 

100000/=  14285,  7142857142867  etc. 

1000000/=  142867,  142867142867  etc. 

istrayez      /=    o,  142867142867  etc. 

999999/=!  42867. 
£0  divisant  par  999999  >  vous  aurez 

—  ppppyy — 7" 

627.  On  transformera  de  la  même  manière  j  en  une  frac« 
■on  décimale  qui  sera  0,28671428  etc.,  et  cela  nous  conduit 

trouver  plus  facilement  la  valeur  de  la  fraction  décimale 

le  nous  venons  de  supposer  =/,  parceque  0,28671428  etc^ 
bit  être  le  double  de  celle-là,  et  parconséquent  =  2/.  Car 

ms  avons  eu 

100/=  14,28671428671  etc. 
tinsi  en  sousti'ayant      2/=   0,28671428671  etc. 

flreste  98/=  i4,  donc/=:  J$  =  7- 

On  trouve  aussi 

1=:  0,42867142867  etc. 

ce  qui,  après  notre  supposition,  doit  être  =3/;  or  nous  ayons 
trouvé 

10/=  1,42857142867  etc. 
«insi  en  soustrayant    3/=  0,42867 142867  etc. 

nous  avons  7/==  1 ,  donc  /=  y. 
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5a8.  Ainsi  quand  une  fraction  proposée  a  ledénominat 
la  fraction  décimale  est  infinie,  et  6  chiffres  y  sont  contin 
ment  répétés.  La  raison  en  est,  comme  il  est  facile  de 
appercevoir ,  qu*en  continuant  la  division  il  faut  qu'on 
vienne  tôt  ou  tard  à  un  reste  déjà  trouvé.  Or  il  ne  peut 
dans  cette  division  que  6  nombres  différens ,  savoir  i ,  a 
4  >  5  >  ^',  ainsi  après  la  sixième  division  au  plus  tard ,  il 
que  les  mêmes  chiffres  reviennent.  Mais  lorsque  Te  déno 
teur  est  de  nature  à  faire  parvenir  à  une  division  sans 
ces  circonstances  ne  peuvent  avoir  lieu. 

5123.  Supposons  à  présent  que  8  soit  le  dénominateur 
fraction  proposée ,  on  trouvera  les  fractions  décimales 
suivent . 

i=o,ia5;  f=o,25o;  iï=o,375;  |=o,5o:  Jï=:o,6a5j| 
^ = 0,760  :  J = 0,87b ,  etc.  ' 

5â8.  Si  le  dénominateur  est  9 ,  on  a 

^  =  0,111  etc;  |  =  o,afla,  etc;  1=0,333,  etc. 

Si  le  dénominateur  est  10 ,  on  a 

^z=  0,100;  ^==0,200  ;  îîj=  o,3oo,  etc. 

Cela  est  clair  par  la  nature  de  la  chose ,  de  même  que 

^  =  0,01  ;  que  -H- =0,37  ;  que  ^|^=p,25G    que 
Tïo\ô  =  0,0024 ,  etc. 

53o.  Que  11  soit  le  dénominateur  de  la  fraction  propos 
on  aura 

< 

-  =  0,0909090  etc. 

Or  supposons  qu'on  veuille  trouver  la  valeur  de  cette  fract 
décimale ,  et  nommons- la  /,  nous  aurons 

/=3c  0,090909  etc. 


d'algèbre. 


a5i 


[plus  , 


io/=  0,903030, 

xoo/=  9,09090. 
onc  nous  soustrayons  de  ceci  la  valeur  de  f,  nous  aurons 

99/"=  9  >  ^  parçonséquent  /=;=  jj^  =  n  • 
aurons  aussi 
^=0,181818  etc,|-=; 0,07^727  et€,  ^=0,545454 0c. 

II.  Il  est  donc  lui  grand  nombre  die  fractions  décimales  où 
!,  deux  ou  plusi^iurs  chiffres  reviennent  constamment,  et 
i  continuent  de  cette  manière  jusqu'à  Tinfini.  Dé  telles  frac- 

isontassitz  remarquables ,  et  nous  allons  faire  voir  comment 
peut  trouver  aisément  leurs  valeurs. 

Supposons  d'abord  qu'un  seul  chiffre  soit  toujours  répété , 
It  indiquons-le  par  a ,  de  sorte  que 


fous  avons 


t  soustrayant 


/  =;  OjOaaaaaa  etc. 

1 0/=  a,aaaaaaa  etc. 
f=  Oyttaaaaaa  etc. 


onc 


9/=a- et/=-. 


Lorsque  deux  chiffres  sont  répétés,  comme  a& ,  on  a 
f^i^Oyabababa  etc;  donc  100  fz=i<ib,ababab  etc.  \ 


si  on  en  soustrait  /,  il  reste 


ab 


99/=  oi;  donc/=— , 
Lorsque  trois  chiffres,  comme  abc,  se  trouvent  répétés,  on  a 


i» 
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f^zzOfObcabcabc  etc.  ; 
parconséqaent 

1  ooo  /=  abcyobcabc  etc .'  ; 

et  soustrayant/,  il  reste 

ûqq/=  abc  ;  donc  /= / 

^^^•^  "^       999 

et  ainsi  de  suite. 

53a.  Toutes  les  fois  donc  qu'une  fraction  décimale  de  cette 
espèce  se  présente ,  il  est  facile  d'en  trouver  la  valeur.  Soif 
donnée  ,  par  exemple  ,  celle-ci  0,296296  etc. ,  sa  valeur  sera 
=  m  =z=  :^ ,  en  divisant  les  deux  termes  par  3/. 

Cette  fraction  doit  redonner  la  fraction  décimale  proposée  ; 
et  on  peut  se  convaincre  facilement  que  ce  résultat  a  lieu. 
En  effet ,  en  divisant  8  par  9 ,  et  après  cela  le  quotient  par  3/ 
parceque  27^=3.9.  On  a 

8,0000000  J9 . 


n 

10,2962962  etc. 

.  ce  qui  est  la  fraction  décimale  propesée. 

•533.  Donnons  encore  un  exemple  assez  curieux ,  en  chan- 
geant en  fraction  décimale  la  fraction  ^  .  g  ^ — 0 > 

°  1.2.0.4.5.0.7.0.9.10 

ce  qui  se  fait  ainsi  qu'il  suit  : 


d'algèbre.  5253 

1 ,00000000000000  f  a 
o,  Sooooooooooooo ( 3 
o,iG6GGGGGGGGGGG{4 
o,o4iGGGGGGGGGGG{5 
o,oo833353333333{6 
o,ooi38888888888f7 

o,oooi384iaG984i{8 
0,00002480 1 58730  f  9 
0,00000275573192(10 
o,ooooooa75573i9. 
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CHAPITRE    XIII, 
•    Des  calculs  d  intérêts. 

534.  v^N  a  coutume  d'exprimer  les  intérêts  d'un .  capital 
pourcents ,  en  disant  combien  on  paie  annuellement  d 'int 
de  la  somme  de   100.  H  est  assez  ordinaire  qu'on  place 
capital  à  5  pour  cent ,  c'est-à-dire ,  de  manière  qu'on  tire 
écus  d'intérêt  d'un  capital  de  100  écus.  Ainsi  rien  de  plus 


cile  que  de  calculer  les  intérêts  d'un  ca[âtal  quelconque  :  oïL. 

n'a  qu'à  dire ,  suivant  la  règle  de  trois  :  ' 

100  donnent  5;  que  donne  le  capital  proposé?  Soit,  par 

exemple ,  le  capital  860  écus'y  on  trouve  son  intérêt  annuel, 

en  disant  : 

860 

5_ 

4300  f  100 


{- 


■0 

•  ■- 

535.  Nous  ne  nous  arrêterons  pas  à  ces  calculs  de  l'intérêt 
simple  ,  afin  de  passer  aussitôt  .au  calcul  de  Y  intérêt  sur  inté-^ 
rêt.   On  demande  principalement  dans   ce   calcul,  à  quelle.'' 
somme   monte  un   cajpital  donné   après  un    certain  nombre 
d'années  ,  si  on  joint  annuellement  l'intérêt  au  capital,  et  que 
de  cette  manière  on  augmente  continuellement  le  capital?  On 
part,  pour  résoudre  cette  question,  de  ce  que  100  écus  pla-| 
ces  à  5  pour  cent  se  changent  au  bout  d'une  année  en  un  î' 
capital  de  io5  écus.  Soit  le  capital  =a  :  on  trouvera  ce  qu'il  f 
vaut  au  bout  de  l'année,    en  disant  :  100  donne  io5,  que  . 

donne  a  ;  la  réponse  est  = ,  ce  que  1  on  peut  aussi  {y 

écrire  de  cette  manière,  ~a,  ou  de  celle-ci,  a-^-j^.a.  ^1 


i 
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!6.  Ainsi  quand  on  ajoute  au  capital  actuel  sa  vingtième 
le^  on  obtient  la  valeur  du  capital  pour  l'année  prochaine, 
itantà  celui-ci  son  vingtième ,  on  sait  ce  que  vaut  le  ca- 
l  donné  après  deux  ans ,  et  ainsi  de  suite.  Il  est  donc  fa- 
d'apprécier  les  accroissemens  successifs  et  annuels  du  ca- 
1;  et  de  continuer  ce  calcul  aussi  loin  qu*on  voudra. 

37.  Supposons  un  capital  qui  soit  présentement  de  1000 
s,  qu'il  soit  placé  à  5  pour  cent ,  et  qu'on  joigae  chaque 
ée  l'intérêt  au  capital.  Comme  ce  calcul  ne  tarde  pas  à 
duire  à  des  fractions ,  nous  nous  servirons  des  fractions  dé-^ 
des^  mais  sans  les  pousser  plus  loin  que  jusqu'aux  mil- 
les parties  d'un  écu ,  vu  que  des  parties  plus  petites  n'en-' 
it  pas  ici  en  considération. 

i<e  capital  donné  de  1000  écus  vaudra 

après  1  an io5o  écus 

5a,  5, 

après  2  ans 1 102, 5 

55,125, 

après  3  ans 1157,626 

57,881 , 

après  4  ans i2i5,5o6 

60,775, 

après 5  ans. 1276,281  etc. 

S38.  On  peut  continuer  de  la  même  manière  pour  autant 
nuées  qu'on  voudra;  mais  lorsque  le  nombre  des  années  est 
t  grand ,  le  calcul  devient  long  et  ennuyeux  ;  voici  comment 
peut  l'abréger  : 

Soit  le  capital  présent  =  a ,  et  puisqu'un  capital  de  20  écus 
it  21   écus  au  bout  de  Tannée,  le  capital  a  vaudrais  a 


^ 
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après  un  an.  Le  même   capital  montera  Tannée .  suivant 

.  a=( —  )  a.  Ce  capital  de  deux  ans   vaudra  (  — 

20*  \20/  *"  \ao, 

Tannée  d'après  -,  ce  qui  sera  donc  le  capital  de  trois  ans. 
ci  augmentant  de  même ,  le  capital  donné  vaudra  C — }  j 

bout  de  quatre  ans.  Il  vaudraf  —  j  .  a  au  boilt  de  cinq 

Après  un  siècle  il  vaudraf— J     .a;  et  en  général  y  — 

sera  la  valeur  de  ce  capital  après  n  années  ;  et  cette  foi 
servira  à  déterminer  la  quantité  du  capital  après  un  noi 
quelconque  d'années. 

539.  La  fraction  fl  qui  est  entrée  dans  ce  calcul  ^  se  foi 
sur  ce  que  les  intérêts  ont  été  comptés  à  5  pour  cent,  et 
Il  est  autant  que  J-^.  Que  si  les  intérêts  se  comptaient 

pour  cent ,  le  capital  a  monterait  à  ( j.  a  au  bout  d'^ 

an  ;  à  ( ^  .  a  au  bout  de  deux  ans,  et  à  f -^ — )  .  au 

\ioo/  '  \ioo/ 

de  71  années. 

Mais  si  les  intérêts  ne  sont  que  de  4  pour  cent,  le-capi( 
a  ne  vaudra  que  ( — -j  .  a  après  n  ans; 

540.  Or  il  est  aisé  ,  lorsque  le  capital  a  ainsi  que  le  no: 
des  années,  sont  donnés,  de  résoudre  ces  formules  par. 
logarithmes.    Car  s*il  est  question  de   celle  que   nous  ayf  ^ 
trouvée  dans  la  première  supposition,  on  prendra  le  lojj 

—  j    a ,  qui  est  =  log.  (  —  J  -f"  l^S-  ^  >  parceqj 
la  formule  en  question  est  le  produit  de  f  —  j    par  a. 

comme  ( —  j  est  une  puissance ,  on  aura  L .  (  —  )   =:  ;i  L».  » 

'  '  Ai 
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Lmsi  le  logarithme  du  capital  cherché  est  =:n.  L.  ^  -{*L.  a. 
>e  plus  le  logarithme  de  la  fraction  |^  =  L.  ai  —  L.  ao. 

541*  Soit  à  présent  le  capital  =1000  écus^  et  qu'on  de- 
aande  de  combien  il  sera  au  bout  de  100  ans^  en  comptant 
es  intérêts  à  5  pour  cent? 

Nous  avons  ici  Tirs:  100.  Le  logarithme  du  capital  cherché 
era  parconséquent:=  100  L.  -f^  -{-L.  1000  ^  et  voici  comment 
in  éyalue  ce  uombre  : 

L.  21=  lySiaâigS 
soustrayant  L.  ao=i^3oioioo 

L.ii=d  0,0011893 

multipliant  par  1 00 

100  L.  If =2,1189300 
ajoutant  L.  1000  =3,ooooooo 

5^1189300  logarithme  du  capital. 

On  Toit  par  la  caractéristique  de  ce  logarithme  ,  que  le  ca«* 
ûtal  cherché  sera  tm  nombre  de  six  chiffres,  et  on  le  trouve 
=  i3i5oi  écus. 

543.  Un  capital  de  345a  livres  à  6  pour  cent,  de  combien 
era-t-^il  après  64  ans? 

Nous  avons  ici  a =3453,  et  11=64.  ©onc  le  logarithme" 
In  capital  cherché = 64  L.  fi  +  L.  3452,  ce  qu'on  calcule 
le  cette  manière  : 

L.  53=:  1,7242759 

soustrayant  L.  50=  1,6989700 

<  I         ■         ■  Il  ^ 

L.  ||=o,oa53o59 


nwltipl,  par  64  :  64L.  fi  =  1,6196776 

L.  345a  =3,5380708 

5,1576484- 
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Et  en  prcmatit  te  nombre  de  ce  logarithiiie ,  un  trc 
capital  cherché  égal  à  143763  liTres. 

543.  Quand  le  nombre  des  années  est  fort  grand ,  < 
3  s'agit  de  nmltiptîer  ce  nombre  par  le  logarithme 
fraction ,  il  pourrait  provenir  une  assez  grande  erreur 
que  les  logarithmes  a#  s»  trouvent  calculés  dans  les 
qu'avec  7  décimales.  C'est  pourquoi  il  faudra  em 
des  logarithmes  poussés  à  un  plus  grand  nombre  de  fi 
comme  on  l'a  fait  dans  l'exemple  suivant  : 

Un  capital  d'un  écu  restant  placé  à  5  pour  cent  p< 
5oo  ans ,  et  les  intérêts  s'y  jmgnaat  annuellement,  on  dei 
à  quelle  somme  se  montera  ce  capital  après  les  5oo  ani 

On  a  ici  a  =  i  et  n^5o&\  p^u^conséquent  le  logai 
du  capital  cherché  est  égal  à  5oo  L.  n"^L*  1^  ce  qui 
duit  ce  calcul: 

L.  21  =:£:  i,3â9sH 92947339 19 

L.  1^  =  0,031189299069950 

»olt.pa#  SoD  00  a  l<à^%4fi4953à^6^(to^ 

Voilà  donc  le  logarithme  du  capital  cherché ,  leque 
l^arconséquient  égal  à  ïgSaStàdôoôô  écus. 

544-  ^1  OA  ^^  se  contentait  pas  de  joindre  annuelle 
l'intérêt  au  capital^  et  qu'oa  voulût  encore  l'augmentei 
les  ans  d'une  nôutelle  somme  =&,  le  capital  actuel  que 
nommerons  a  ^  s^aetiïi^hfait  chaquér  taOïit  SûiVant  cette  le 


d'algêsiis.  ^59 


A  ans 

3 


71  ans 


«— i 


cafùtal  consiste,  comme  on  voit^  en  deux  parties,  dont 
îinière=  ( — J  a,  et  dont  Vautre ,  prise  à  rebours  >  forme 

ie  *+ B  i + (0*+ ©'*+...+ ^y**'*. 

suite  est  évidemment  ulie  progression  giomiétriqu'e  , 
le  facteur  constant  est  égal  à  ||.  Nous  en  cherchèfôns 
la   somme ,   en  multipliant  d*abord  le   defoifer  Mme 

b  par  le  facteur  ~  ;  nous  aurons  f  •— }  b.  Soustrayant 

te  le  premier  terme  b,  il  resté  f — J  b  ~^b  \   tk  divfeant 
par  le  facteur  moins  1 ,  c'est-à-dire  par  ^ ,  nous  trouve- 

^  j  fr«^fio6;  dotie  k  eapital 

:lié  estf — j  a-f-aof — j  b — ûo5=r — j  .(a-(*âo5) — âoé. 

;5.  Le  développement  de  cette  f<Hinule  exige  qu'on  cal- 

séparément  son  premier  terme  f-^j  .  (a-)- soi)  ;  ce  qui 

it  en  prenant  son  Idgarithme  qtii  est  n  L.  t54*L.(û-f  aoi); 
le  nombre  qui  répond  à  ce  logarithme  dans  les  tables,  sera 
ïleur  de  c^  premier  terme.  Si  l'on  soustrait  ensuite  aob  de 
Qombre ,  on  connaîtra  le  capital  cherché. 
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Question,  Quelqu'un  a  un  capital  de  looo  écus^  placé 
pour  cent^  il  y  ajoute  annuellement  loo  écus  outre  les 
rets ,  on  demande  la  valeur  de  ce  capital  au  bout  de 
cinq  ans? 

Nous  ayons  ici  a  =1000;  &=ioo;  7i  =  s5;  yoici  do 
plan  de  l'opération: 

£.41=0,021189399. 

Multipliant  par  â5  on  a  â5  L.H =0,5297324750 

L*(a-(>  2oi)  =3,477i2i3i35 

=4,0068537885. 

Ainsi  la  première  partie,  ou  le  nombre  qui  répond  à  c 
garithme  j  est  10159,1  écus,  et  si  on  en  soustrait  âo&=2 
on  trouve  que  le  capital  en  question  vaudra ,  après  vingt 
ans,  8i59|i  écus. 

546.  Puis  donc  que  ce  capital  de  1000  écus  va  toujou: 
augmentant ,  et  qu'après  vingt-cinq  ans  il  se  monte  à  81 
écus,  on  peut  faire  la  question,  en  combien  d'années  il 
tera  jusqu'à  1000000  écus. 

Soit  n  ce  nombre  d'années ,  et  puisque  a=  1000 ,  &= 
le  capital  sera  au  bout  de  n  ans  :  (  —  j    (3ooo)  —  2000 ,  se 

qui  doit  faire  1000000  d'écus;  de  là  résulte  donc  cette  é) 
QXL  équation  : 

3000  (  —  )  — 2000=1000000. 
\20/ 

Ajoutant  des  deux  côtés  2000 ,  on  a 


3ooo  (  —  )  =1002000. 
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sant  de  part  et  d'autrie  par  3ooo,  3  vient 


O'-^- 


tant  les  logarithmes ,  on  a 

sant  par  L.  1-^  on  obtient 

L.334 
n  =  = — n-. 

534=s^i5aS74IS5,  et  L.  ^-^=o^oaii8g3;  donc 

a,5a57465 

""0,0a  11893' 

'on  multiplie  enfin  les  deux  termes  de  cette  fraction 

Dooooo^  on  aura 

_  a5fl57465 

"~  211893  • 

fait  cent  dix-neuf  ans>  un  mois,  sept  jours,  et  c'est  li  le 
iprès  lequel  le  capital  de  1000  écus'se  sera  accru  jusqu'à 
jod'écus. 

Mais  si  on  supposait  que  quelqu'un ,  an  lieu  d*au^ 
'  annuellement  son  capital  d'une  certaine  somme  fixe  > 
nnât ,  en  employant^  chaque  année ,  une  certaine  somme 
on  entretien ,  on  aurait  les  gradations  suivantes  pour  les 
\  de  ce  capital  a ,  année  par  année ,  en  le  supposant  placé 
or  cent,  et  eL  entendant  par  b  la  tomme  qu'on  en  ôt» 
Lement  : 

i  an,  —  a  —  6, 

'  ao  ' 

/ai\*        ai  ,      •  , 

ian»,  i  —  la—  —  b  —  b: 

\ao/         ao  ' 

5  ans,  ( — ]a  —  ( — ^|6— — 6  —  6, 
'  \ao/  \ao/  ao 


i  ans 


■&-(B"^-0^-(S)^' 


fltfs  <  L  É  M  E  11  9 

548.  Ce  Capital  consiste   donc  en   deux  parties  ;  V\ 

est  (  —  )  a ,  et  Tautre  qui  dqit  en  être  aoustraite  ,  formel 

en  prenant  les  termes  en  rétrogr^^dont  ^  U  j^ogrr^sioil 
trique  suivante  : 

Nous  ayons  déjà  trouvé  ci-dessus  la  somme  de  cette  pro4^ 
gression  c=:  ao  f  —  j  b  •—  20b  *^  si  donc  on  soustrait  cette  quaw 

tité  de  (-— ')  o,  y  on  aura  le  capital  cherché  ,  après  n  ansj 

=  r — j  (a — ao^)+30^- 

549.  On  aurait  pu  tirer  aussi  cette  formule  inmiédiàtemeol 
da  la  préçé^e^te,  C^  de  m$me  qu'on  ayoutaîl»  dam  h  wpï^ 
poHtioii  précédente  amiuell^ment  la  somme  .&»  cm  ôte  à  pr^ 
sent  chaque  année  la  même  somme  b.  On  n'a  donc  qu'A  met 
dai^  là  forimrf^  précédente,  partout--» 6  à  Ig  place  de  ^^ 
Il  faut  resEWquer  principalement  ici  que  ^  si  90&  est  plv^ 
que  «,  la  j^emi^e  partie  devient  négative ,  et  parc< 
qu^  U  capit^  va  toujours  en  diminuant.  Cela  sa  qomprend 
nient >  car  ri  on  ^e  plus  du  capital  annue)Umiet|t  qail  m 
joint  d'argent  en  intérêts,  il  est  clair  que  ce  capital  doitdf 
nir  continuellement  plus  petit,  et  qu'à  la  fin  il  doit  mémiO 
réduire  absolument  à  rien.  C'est  ce  que  nous  aj)pns  éclaii 
par  un  exemple. 

550.  Question.  Quelqu'un  a  un  capital  de  iqoooo  écus  pi 
à  5  pour  cent;  il  lui  faut  ch^ue  année  G090  éçus  powc  I 
entretien  ;  cela  fait  plus  que  les  intérêts  de  son  argent^  li 
quels  ne  se  montent  qu'à  5qqû  écna;  parconféquf nt  la  dl 
ira  toujours  en  diminuant.  On  demande  en  combien  de  teiflps 

il  s'évanouir^i  tout-à-fait.  Supposons  ce  nombre  données  ;5i% 

e^  puisque  'i> 
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â  =  looooo  et  &=6ooo^ 
savons  qu'après  n  ans,  la  Taleor  du  capital  sera 

:— aoooç(-*-j  +ISÊOOOO,  ou  lacxxîo  «^  «oooo  ( — J  •; 

dnsi  le  capital  se  réduira  à  zéro  ^  lorsque  aoooo  f — j  se  mon*- 

à  laoooo  écus,  ou  lorsque  aoooo  ( — j   égalera  ifloooo. 
it  des  deux  côtés  par  200oo>  on  a 

pPrenant  les  logarithmes^  on  a 

^Divisant  par  L.  ||  ^  il  vient 

*  _  L.G      o,778i5iS  _778i5iS 

h  '*'"L.Tè~  0,0211893  ""  ai  1893* 

SloDC  ii:=S6  ans  8  mois  sa  jours,  an  boutdnqod  tepps  il 
■s  restera  plus  rien  du  capital. 

^^1.  Il  sera  bon  de  £aire  voir  aussi  comment,  en  partant  des 
pifaies  principes ,  on  peut  calculer  les  intérêts  pour  des  temps 
Uns  courts  que  des  années  entières.  On  se  sert  pour  cela  de  la 

pfamiiila  ( — j  a  trouvée  plus  haut^  qui  exprime  la  valeur  d*un 

caj^tal  placé  à  5  pour  cent  après  n  années  ;  car  si  le  temps  est 
Ée  moins  d'un  an  /l'exposant  n  devient  une  fraction ,  et  le  cal- 
a1  se  fait  par  les  logarithmes,  comme  auparavant.  Si  on  de- 
Jliandait ,  p€u:  exemple ,  la  valeur  du  capital  après  un  jour,  os 

riit  »=57t;  si  c'est  après  deux  jours,  i»  =  yfr,  et  ainsi 
suite. 
L  55a.  Soit  le  capital  a=  100000  écus,  placé  à  5  pour  cent,  à 
[Combien  montera-t-il  en  huit  jours  de  temps? 

4 
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Nous  ayons 

a  =  100000,  et  n  =î|t; 

— y*'  100000.  Le  lo- 
garithme de  cette  quantité  est 

=  L.  f^Y*'  +  L.  100000  =  jfy  L.  1^  +  L.  100000. 

Or  L.  1^  =  0,0211893, 

multipliant  par  jfy ,  on  a  o,ooo4644 
ajoutant  L.   100000  =  5,ooooooo 

la  somme  est  :=  5,ooo4644' 

Le  nombre  de  ce  logarithme  est  =  100107.  Ainsi  dan 
les  premiers  huit  jours  les  intérêts  du  capital  font  déjà  10; 
écus. 

553.  Dans  cette  matière  se  présentent  aussi  les  questions  d'es- 
timer la  valeur  présente  d'une  somme  d'argent  qui  ne  serait 
payable  que  dans,  quelque^  années.  On  considérera  que  puis^ 
que  ao  écus  en  argent  comptant,  montent  à  ai  écus  en  douzfl 
mois,  il  faut  que  réciproquement  ai  écus  qu'on  ne  pourrait 
toucher  qu'au  bout  d'un  an,  ne  valent  actuellement  que  âo 
écus.  Si  donc  on  exprime  par  a  une  somme  dont  le  payement 
écherrait  au  bout  d'un  an  ,  la  valeur  présente  de  cette  somme 
est  H  a.  Ainsi ,  pour  trouver  combien  un  capital  a,  payable 
seulement  au  bout  d'un  certain  temps,  vaudrait  ime  année 
plutôt,  il  faudra  le  multiplier  par  ^;  pour  trouver  sa  valeur; 

(20\* 
—  )  fl;^ 

en  général  sa  valeur,  h  ans  avant  l'échéance ,  s'exprimera  p^ 


©'«• 


554-  Supposons  qu'un  homme  ait  à  tirer  pendant  cinq  anoéei 
consécutives  une  rente  annuelle  de  cent  écus ,  et  qu'il  veuille 
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céder  pour  de  Targent  comptant ,  en  supposant  les  inté- 
â5  pour  cent^  si  on  demande  combien  il  doit  recevoir , 
Ivoid  comment  il  faudra  raisonner  : 

r  après  i  an^N  /*  gS^âSg. 

Pour  1  oo  \  après  â  ans ,  /  \  90,704. 

écus  qui  J  après  3  ans ,  >  il  reçoit  J  86,385. 

échoient  J  après  4  ans ,  V  i  83,3722. 

V  après  5  ans ,  '  \  78,355. 

Somme  des  5  termes      43a,g55.' 

Ainsi  le  possesseur  de  la  rente  ne  peut  prétendre  en  argent 
comptant  que  43a,g55  écus,  ou  15298  livres  17  sous  3  -f  den. 

555.  On  remarquera  que  si  une  telle  rente  devait  durer  un 
:e  d'années  beaucoup  plus  gr^d,  le  calcul,  de  la  ma- 
nière que  nous  l'avons  fait,  deviendrait  très-pénible;  voici  les 
moyens  de  le  faciliter  : 

Soit  la  rente  annuelle  =  a,  commençant  dès  à  présent,  et 
dorant  n  années,  elle  vaudra  actuellement  : 

<")« +€)■" +(57)'»  H-ey-  •  • +0- 

Voilà  une  progression  géométrique ,  et  tout  se  réduit  à  en 
^  trouver  la  somme.  On  multipliera  donc  le  dernier  terme  par 

^  /Î20\"'*"* 

tic  facteur,  ce  qui  donne  ( — j       a;  soustrayant  le  premier 

—  j      a— a;  divisant  enfin  parle  facteur  moins 
1,  c'est-à-dire,  par  — —  ,  ou ,  ce  qui.  revient  au  même,  multipliant 

(20\*^* 
—  j      a;  et  ce  second  terme  qu'il  s'agit 

de  soustraire ,  se  calcule  facilement  par  les  logarithmes. 
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SECTION  QUATRIÈME. 

Des  Equations  algébriques  y  ef  de  la  résçh 

lution  de  ces  Equations. 


■  ■ ■ M  Il  lli* 


CHAPITRE   PREMIER- 
De  la  résolution  des  Problèmes  en  général. 

556.  l^E  but  principal  de  Talgèbre ,  ainsi  gqe  àp  tontes  lei 
parties  des  mathématiques ,  est  de  déterminer  la  valeur  de 
quantités  qui  auparavant  étaient  inconnues.  On  Tatteint  en 
examinant  avec  attention  les  conditions  prescrites.  C'est  aussi 
pourquoi  on  définit  Talgèbre  ^  la  science  qui  ense^ne  à  défef" 
miner  les  quantités  inconnues  par  le  moyen  4e  quantités 
connues. 

557.  Ce  que  nous  venons  de  dire  s^accorde  aussi  avec  tout 
ce  qui  a  été  exposé  jusqu'ici.  Partout  ou  a  vu  la  comiaiBsa&cs 
4e  certaines  quantités  faire  arriver  à  celle  4*autres  quantitél 
qu'on  pouvait  auparavant  regarder  comme  inconnues. 

L'addition  en  offrait  d'abord  un  exemple.  Pour  trouver  la 
somme  de  deux  ou  de  plusieurs  nolnbres  donnés  ,  il  fallait 
chercher  un  nombre  inconnu  qui  fût  égal  à  ces  nombres  connus 
,pris  ensemble. 
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Dans  la  aotistnctioii  on  cherebait  im  nombre  tpà  fiHt  ig/ù  à 
h  cBSénnee  de  denx  nombres  eomms. 

Uat  ondtitiide  d*antres  exemples  se  aout  présentés  dans  !# 
nuiltij^içation  et  dans  Udiyision ,  dans  Télévation  des  puissances 
et  dsni  l'extraction  des  racines  ;  la  question  se  réduisait  tou« 
jonn  i  troorer ,  par  le  moyen  de  quantités  connues  »  une  antre 
quantité  inconnue  jusqu'alors. 

5S8.  Enfin  dans  la  dernière  section  «  nous  avons  aussi  résolji 
différentes  questions  où  il  s'agissait  de  déterminer  un  nombre 
qui  ne  pondait  être  conclu  de  la  connaissance  d^antres  nombres 
donnés  que  sous  de  certaines  condition^. 

Tontes  les  questions  se  réduisent  donc  à  trouver^  par  le  se- 
conn  de  quelques  nombres  donnés  ,  un  nouTtan  nomlnre  qui 
ait  ayee  ceux-là  une  certaine  relation  ;  et  cette  relation  se 
détermine  par  de  certaines  conditions  on  propriétés  qui  doi- 
Tent  convenir  à  la  quantité  diercbée* 

55g.  Lorsqu'il  se  présente  une  question  à  résoudre ,  on  in- 
dique par  une  des  dernières  lettres  de  l'alphabet,  le  nombre 
cherché,  et  on  examine  ensuite  de  qneDe  manière  les  con-* 
ditions  données  peuvent  former  une  égalité  entre  deux  quan- 
tités ;  cette  égalité  qui  est  représentée  par  une  espèce  de 
fommle  qu^oa  appelle  étpiation ,  sert  enaoite  à  déterminer  la 
îskiu:  du  upmbre  cherché  ,  et  parconséquent  à  résoudre  la 
qHe^tion.  n  arrive  quelquefois  qu'on  cherche  plusieurs  nom- 
tves  ;  on  les  trouve  pareillement  par  des  équations. 

5So.  EiqpBquoQs-«0us  par  un  exemple ,  et  supposons  la 

question  ou  le  problême  qui  niit  : 

Vingt  pcrsonnea ,  hommes  et  femmes ,  mapgent  dans  «ne 
auberge  ;  l'écot  d'un  homme  est  8  sous ,  celui  d'une  femma 
e^  7  sous ,  et  la  dépense  totale  se  monte  à  7  liv.  5  sous  ;  on 
demande  le  nombre  des  hommes  et  celui  des  femmes  ? 

« 

On  supposera,  pour  résoudre  cette  question,  que  le  nombre 
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des  Hommes  8oit  =  Xy  et  regardant  maioteûant  «e- noi 
comme  comiu  y  on  procédera  de  la  même  manière  que  ai 
voulait  faire  la  preuve  et  voir  si  ce  nombre  satisfait  à  la  qui 
tion.  Or  le  nombre  des  hommes  étant  =:x^  et  les  hommes 
les  femmes  faisant  ensemble  vingt  personnes ,  il  est  facile 
déterminer  le  nombre  dés  femmes^  on  n'a  qu*à  soustraire  de 
celui  des  hommes ,   c*est'à-dire  que  le  nombre  des  femnii 


=  20  — X. 


Mais  un  homme  dépense  8  sous  ^  donc  x  homnjies  dépensent 
8  X  sous. 

Et  puisqu'une  femme  dépense  7  sous  ,   ao  —  x  femmes  ;_ 
auront  dépensé  140  —  7X  sous.  y 

Ainsi ,  ajoutant  ensemble  8i?  et  1 4o  — -  70?  ^  on  voit  que  tcnAm  < 
les  âo  personnes  auront  dépensé  140 -|-x  sous.  Or,  on  sait  ' 
d'avance  combien  elles  ont  dépensé ,  savoir  7  liv.  5  sous ,  ou 
145  sous  ;  il  faut  donc  qu'il  y  ait  égalité  entre  i4o  -|-  x  et  14^  > 
c'est-à-dire  qu'on  ait  l'équation 

> 

i4o-f-j;  =  i45, 
•t  de  là  on  tire  facilement 

07=5. 

'Donc  l'écot  était  fait  par  5  hommes  et  i5  femmes. 

56 1 .  Vingt  personnes,  hommes  et  femmes,  se  trouvent  dans 
une  auberge  \  les  hommes  dépensent  514  florins ,  et  les  femmes 
autant,  et  il  se  trouve  qu'un  homme  a  dépensé  1  florin  de 
plus  qu'une  femme  ;  on  demande  combien  il  y  avait  d'hommes 
et  combien  de  femmes  ? 

Soit  le  nombre  des  hommes = a; ,  celui  des  femmes  sera 
=:ao — X, 

Or  ces  X  hommes  ayant  dépensé  a4  florins,  l'écot  de  chaque 
homme  est  de  —  florins. 

X 
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De  phu  les  ao— -x  femmes  ajrant  aussi  dépensé  a4  florins^ 
tkot  de  chaque  femme  est  — --!^  florins. 

Hais  on  sait  que  cet  écot  d*niie  femme  est  â*an  florin  plus 
petit  que  celuiâ'im  homme  ;  si  donc  on  soustrait  i  de  Técot 
fan  homme ,  il  faut  qu'on  obtienne  celui  d'une  femme ,  et 
parcoDséqnent  que  ^ 

X  no— x' 

Yoili  donc  l'équation  de  laquelle  il  s'agit  de  tirer  la  yaleur 
dex  ;  on  ne  trouve  pas  cette  valeur  avec  la  même  facilité  que» 
dià  la  question  précédente  ;  mais  on  verra  dans  la  suite  que 

x=8, 

et  cette  valeur  satisfait  en  effet  i  l'équation  ;  car  ^— - 1  =7^ 
redSenne  l'égalité  a=fl. 

56a.  On  voit  bien  à  quel  point  il  est  essentiel^  dans  tops  les 
problêmes  ^  de  peser  avec  attention  toutes,  les  dfconstances  dé 
ia  question,  afin  d*en  déduire  une  équation,  en  ei^rimant  par 
des  lettres  les  nombres  cherchés  et  inconnus.  Tout  l'art  con- 
siste ensuite  à  résoudre  ces  équations  pour  en  tirer  les  valehrs 
des  nombres  inconnus ,  et  c'est  de  quoi  nous  nous  occuperons 
dans  cette  section. 

563.  Nous  avons  à  remarquer  d'abord  une  diversité  qui  réside 
dans  les  questions  elles-mêmes.  Dans  quelques-unes,  on  ne 
dierche  qu'une  seule  quantité  inconnue ,  dans  d'autres  on  en 
cherche  deux  ou  plusieurs  ;  et  on  doit  observer  dans  ce  dernier 
cas  qu'il  faut,  pour  les  déterminer  toutes ,  pouvoir  déduire  des 
circonstances  ou  des  conditions  du  problême ,  autant  d'équa^ 
tions  qu'il  y  a  d'inconnues. 

664.  On  a  déjà  pu  s'appercevoir  qu'une  équation  consiste 
en  deux  membres  qu'on  sépare  par  le  signe  d'égalité,  =,  pour 
indiquer  que  ces  deux  quantités  sgnt  égales  l'une  à  l'autre.  On 
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•st  obligé  souyent  de  faire  subir  bien  dee  ti^ntfoniiations 
deux  membres^  afin  d'en  déduire  la  valeur  de  la  quanti 
connue  ;  mais  ces  transformatiout  cependant  doivent  tou 
fonder  sur  ee  que  deia  quantités  égides  restent  égales 
qu'on  leur  ajoute  ou  qu'on  en  retranche  des  quantités  é{ 
soit  qu'on  lès  multîpUe  ou  qu'on  les  divise  par  un  même  noc 
soit  qu'on  les  élève  toutes  deux  à  la  même  puissance  ^  ou  < 
en  extr^e  les  racines  d'un  même  degré  ^  soit  enfin  que 
prenne  les  logarithmes  de  ces  quantités ,  comme  nous  1* 
déjà  pratiqué  dans  la  section  précédente. 

565.  Les  équations  qu*on  tésoiit  lé  pltiê  tîÉclleikieût  y 
celles  ou  l'inconnue  ne  passe  pas  la  première  ptiissance 
^*on  a  mis  les  tenues  de  l'équatitm  en  ûrAfë^  et  o: 
appelle  équations  du  premier  degré.  Mais  lorsqu'ayant  r 
et  ordonné  une  équation ,  on  y  rencontre  le  quarré  ou  I 
conde  puissance  de  l'inconnue ,  on  A  une  ëfuation  du  lê 
degré  y  qui  est  déjà  plus  difficile  à  résoudre.  Ensuite  viei 
les  équations  du  troisième  degré  ^  qui  renferment  le  eu] 
Finconnue  ^  et  aindi  de  suite.  Nous  traiterons  de  toutes 
cette  section. 
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laréMohuiQU  des  équations  dié  premier  degré. 

0 

XjobsqVe  le  nombre  cherché  on  incoimn  est  indiqui 
la  lettre  x ,  et  ^e  Féquatioa  qu'on  a  obtenue  eit  telle  que 
de  ses  membres  renferme  simplement  JD  ^  et  Taiitre  seii- 
at  un  nombre  connu,  comme ,  par  exemple  x  =  a5, 
leur  cherchée  de  x  est  toute  ttouvée.  C'est  donc  à  panrenir 
e  telle  forme  qu'il  faut  toujours  faire  wts  e£Ebrti ,  quelque 
pliqnée  que  soit  l'équation  qu'on  a  trouvée  d'abord.  Nous 
erons  dans  la  suite  les  règles  qui  rendent  ces  rédil6tiont 
faciles. 

7.  Commençons  par  les  cas  les  plus  simples^  et  supposons 
rd  qu'on  soit  paryeiitt  à  l'éqMtioa 

>it  9ta  le  champ  que 

X'SZJ. 

général  si  on  a  trouvé 

it  h  signifient  des  nombres  quelconques ,  mais  connus,  on 
i'à  soustraire  a  de  l'un  et  de  l'autre  membi^e ,  et  on  ob- 
réquatioa 

idique  la  valeur  de  âts  \ 


1 
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568.  Si  l'équation  primitive  a  cette  forme , 


on  peut  commencer  par  ajouter  de  part  et  d-a|itre  a,  on  aura 

* 

et  en  soustrayant  ensuite  b  des  deux  côtés  ^  on  trouvera  '  ' 

Maison  peut  aussi  ajouter  -f-a  — âdepart  et  d'autre  ;  (V 

obti  ent  par-là  sur-le-champ  1 

.;» 

x=c«|-a— 6.  4. 

Ainsi  de 

X— aa-f  5&=o  |  C  x=:aa— 3i  1; 

x— 5a+3*=a5-f-  a-fai   \  on  déduit  <  a:=a5 +4a  ■ 
a? — 9  +6a=a5+aa  |  (  x=:34'— 4^  •! 


569.  Quand  Téquation  trouvée  est  de  la  forme* 
on  divise  seulement  les  deux  membres  par  a,  et  on  a  Jl 


_b 
a 


\ 


-% 


Mais  si  l'équation  est 

ax4-6-^c=d:  1 

j 

il  faudra  d'abord  faire  disparaître  les  termes  qui  accompagnée^ 
ax ,  en  ajoutant  de  part  et  d'autre  —  6  -f- c  ;  et  après  cela ,  ii 
divisant  par  a  la  nouvelle  équation 


flxrsdf— iff-c, 


4 


. 
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on  aura 

d — A-f-c 


x  = 


a 


On  aurait  trouvé  la  même  chose  en  soustrayant  -|-  &-— c  do 
léquation  donnée  \  on  aurait  eu  pareillement 

—  6  +  c,  et  X  =a  ■  . 

a 

^  conséquence  de  cela  ^ 


6i^3x — 8=  7  /ona\3a?=:i5  Jet(x=! 

\/lx — 5 — 3a=i5+ûa;        (4^  =  20+120)     (x=! 


'x=G 
5 
'4^ — 5 — 3a=i5+9aJ        14^  =  20+120)     tx=5+3a 


570.  Quand  la  première  équation  aura  la  forme 

a 
on  multipliera  des  deux  côtés  par  a ,  pour  avoir 


M^  si  l'on  a 


-  +6  — c=J, 


S  faudra  d'abord  faire 


^  ^d—h+c, 
a 


après  quoi  on  obtiendra 

i 

Soit  ^  X— 3  =  4,  ona^  x=7  et  x=:i4. 
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Soit 

on  aura 

f  a;=4 — o.y  et  x  =  ia— 3a. 

X                                       ce 
Soit i=a,  on-aura =a+i,  eta:=aa< 

571.  Quand  on  est  parvenu  à  une  équation  >  telle  qu» 

CLX 

en  multiplie  d*abord  par  b ,  afin  d'ayoii 

ajc=Jc, 

et  divisaixt  ensuite  par  a,  on  trouve 

bc 


Que  M 


x=  — 
a 


€LX  1 


on  commencerait  par  donner  à  Téquation  cette  formt 

CLX  , 

après  quoi  on  parviendrait  à 

axz=ibd-\-bc y  etàxzz — — — . 

tf 

Supposons 

Ix— 4=1, 

BOUS  aurons 

I  x=5,  et  2z  =  i5  ;  donc  x-r^  ~  =7  |, 

Si 

lx  +  \=5. 
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aoas  avons 


|x:=5— î  =  |  ;  donc  3a:=i8,  et  a;  =  6. 

57a.  Considérons  à  présent  le  cas  qui  peut  arriver  firé- 
^emuxent,  où  deux  ou  plusieurs  termes  contiennent  la  lettre  x, 
4K>it  dans  un  seul  membre  de  i*équation  ^  soit  dans  tous  les  deux. 

Si  ces  termes  sont  tous  du  même  côté ,  c'est-à-dire  dans  un 
seul  membre^  comme  dans  Téquation 

en  a 

a?-f- Ja;=S,  et  3jc=i2,  et  enfin  a:==4. 
Soit 

x^ix+\x=44, 

«t  qu'on  demande  la  valeur  de  x  :  si  on  multiplie  d'abord  par  3 , 
on  a 

4x  +  îX=i3a; 

multipliant  ensuite  par  3  ^  on  a 

iix=a64;  donc  a?  =  34» 

On  aurait  pu  procéder  plus  brièvement ,  en  commençant  par 
réduire  les  trois  termes  qui  renferment  X  ,  au  seul  terme  -V  ^  / 
et  divisant  ensuite  par  1 1  T équation 

«n  aurait  eu 

i  X  =  4 ,  donc  jç  =:  34. 
Soit 

-J  X         ^X-f--X=l  , 

/ 

.  ■  l  ■ 

CkQ  aura  ,  en  réduisant , 

-^.x  =  1  ,    et  x-xz  a  j. 

f 
Soit  plus  généralement. 
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or— ix  +  cx=rf, 

c'est  comme  si  on  avait 

(a— 6-f-c)  x=d,  d*oùx  = 


a — 6  +  c* 


573.  Lorsqu'il  se  trouve  des  termes  renfermant  x  dan; 
et  l'autre  membre  de  Féquation ,  on  commencera  par  fair( 
paraine  ces  termes  du  côté  où  cela  est  plus  facile ,  c'est-à 
où  il  y  en  a  le  moins.  Si  on  a ^  par  exemple^  Téquation 

3x  +  2=x+io; 

il  faudra  soustraire  d'abord  x  des  deux  côtés  ^  on  aura 

flx-f-a  =  io;  donc  ax  =  8,  et  or =4. 

Qu'on  ait 

a:  +  4=20-*-x; 
il  est  clair  que 

îw?-|-4=2o>  donc  2x=  iG,  etx=8. 
Soit 

x+8=5a— 3x, 
on  aura 

4^  +  8  =  32  ;  puis  4x=z*i4,  et  X  =  6. 
Soit 

i5  — x=flo  —  ûx, 
on  aura 

i5-f-x=2o,  etx==5. 
Soit 

i+x  =  5— ^x, 
on  aura 

i  +  |x=5;  puis  Jx=4;3x  =  8;  enfin  x  =  |  =  a 
Si 

on  ajoutera  |-  x,  ce  qui  donne 
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:trayant  | ,  il  reste 

multipliant  par  la  ,  on  obtient 

07  =  a;    . 

ajoute  3  a:  j  ce  qui  donne 

istrayant  :5,  on  a 
;  1^=1  J,  d'où  a:  =  i|=i+^; 

|B  multipliant  par  6^  et  en  divisant  par  7. 

674.  Si  on  est  parvenu  à  une  équation  où  le  nombre  încon— 
ID  x  est  en  dénominateur ,  il  faut  faire  disparaître  la  fraction  ^ 
to  multipliant  toute  F  équation  par  ce  dénominateur. 

Supposons  qu'on  ait  trouvé 


é 

X 

=  ia. 

Ml  ajoutera  d'abord  8, 

et  on  aura 

100 

X 

20; 

Qnltipliant  ensuite  par 

X,  on  a. 

100  — 

aox; 

»t  divisant  par  ao,  on  trouve 

x  = 

:5. 

â78 
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Soit 

5x  +  3 

Si  on 

multiplie 

par  X  —  1  ,  on  a 

i 

5x+5      jx — 7. 

Soustrayant  5x, 

il  reste 

3  =  flx  —  7. 

Ajoutant  7 ,  il  "vient 

2jr  ■=  10  ;  d'où  x  =  5. 

675.    Quelquefois  aussi  on  rencontre  des  signes  radica 
et  l'équation  ne  laisse  pas  d'a')partenir  au  premier  degré, 
exemple  ,  on  cherche  un  nombre  x  au-dessous  de  100,  e 
que  la  racine  quarrée  de  1 00  —  x  devienne  égale  à  8  ^  ou 

1/(100 — a:)  =  8: 
on  prendra  des  deux  côtés  le  quarré^  ce  qui  donne, 

100  —  x=G4> 
et  en  ajoutant  x  y  on  aura 

ou 

a;=:  100  —  64  =  3ff. 

On  pourrait  aussi ,  puisque 

100  —  a7=64, 
soustraire  1 00  de  l'un  et  de  l'autre  membre  ;  on  aurait 

—  a?=— .36, 
et  en  multipliant  par  —  1 , 

x=:3G- 
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57G.  Quelquefois  enfin  le  nombre  inconnu  x  se  trouve  dati!» 
>sant  ^  nous  en  avons  vu  des  exemples  plus  haut,  et  il  faut 
)rs  avoir  recours  aux  logaritlimes. 

Ainsi ,  quand  on  a 

2*=5l2, 

prend  des  deux  côtés  les  logarithmes  ;  on  a 

a:L.  fi  =  L.  5ia; 
en  divisant  par  L.  2  ^  on  trouve 


L.  5ia 
L.  a 


tables  donneront  donc 


3,7093700 370937 


o,3oio3co       ooioo 
'    Soit 

5.3**— ioo=3o5, 

{«n  ajoutera  100  ;  cela  fait 

5.3»*  =  4o5; 

y*  =  81; 


=  9- 


divisant  par  5 ,  on  a 
prenant  les  logarithmes 


2xL.3=L.8t  , 


et  divisant  par  2L.  3^  on  a 


L.Si       L.81 


2L.3 


donc 


_  1 ,9084860 
0,9542425 


L.9 

190848.50 
954^425 
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58o.  Cinquième  question.  Un  homme  laîsse  iioooécns 
partager  entre  sa  veuve  ,  deux  fils  et  trois  filles.  Il  veut  que 
mère  reçoive  deux  fois  la  portion  d'un  fils,  et  qu'un  fils  reçoii 
deux  fois  autant  qu'une  fille.  On  demande  combien  il  revienti 
ces  personnes  séparément?  ' 

Supposons  la  portion  d'une  fille  =jc,  celle  d'un  fils  est  pail: 
conséquent  =  2x ,  et  celle  de  la  veuve  =  4^  \  tout  rbéritan 
est  donc  3x + 4^  +  4-t^  •,  ainsi 

iix  — 11000,  et  x=iooo.  ^ 

Réponse.  Une  fille  tire  looo  écus, 

ainsi  toutes  les  trois  reçoivent 3ooo  écut;/- 

Un  fils  tire  2000  écus, 

ainsi  les  deux  fils  reçoivent 4^00 

La  mère  reçoit 4ooo 

somme  11000  écus.  f 

58 1 .  Sixième  question.  Un  père  veut  par  son  testament,  qnai^ 
•es  trois  fils  partagent  son  bien  de  la  manière  suivante  :  l'auil - 
reçoit  lOOo  écus  de  moins  que  la  moitié  de  tout  l'héritage;  liv 
second  reçoit  800  écus  de  moins  que  le  tiers  de  tout  le  bien:;^ 
et  le  troisième  reçoit  600  écus  de  moins  que  le  quart  du  biei^ 
On  demande  à  quelle  somme  se  monte  l'héritage  entier  ,  cft  ^ 
quelle  est  la  part  de  chaque  héritier  ? 


Exprimons  l'héritage  par x  l 

la  part  du  premier  fils  est  ^  x  —  1000 

celle  du  second ^  x  —  800 

celle  du  troisième x  x  —  600, 


.'-4. 


4 


Ainsi  les  trois  fils  ensemble  tirent  t^  +  î  x  -j-^x  —  2400, 
et  cette  somme  doit  être  égale  à  x  ;  on  a  donc  l'équation 

fj  X  —  2400  =  X. 
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^Soustrayant  x,  il  reste 

itant  2400  ^  on  a 

-^  x=24oo: 

Itipliant  enfin  par  la^  il  vient 

X  =  28800. 

Réponse.  L'héritage  est  de  28800  écus,  et 

Taîné  des  fils  reçoit i34oo  écus. 

|p  le  puîné 8800 

le  cadet 6600 


tous  trois  ensemble ....  28800  écus.' 

582.  Septième  question.  Un  père  laisse  quatre  fils  qui  par- 
atigent  son  bien  de  la  manière  qui  suit  : 

:    Le  premier  prend  la  moitié  de  Théritage ,  moins  Sooo  livres, 

1^  Le  second  prend  le  tiers ,  moins  1000  livres. 

Le  troisième  prend  exactement  le  quart  du  bien. 

Le  quatrième  prend  600  livres  ^  et  la  cinquième  partie  du 
])ien. 

-   De  combien  étoit  l'héritage  ^  et  combien  chaque  fils  a-t-il 
ïeçu  ? 

Soit  l'héritage  total  =:  x  î 

l'aîné  des  fils  aura. ...  -J  ac  —  3ooo 

le  puîné j  X  —  1000 

le  troisième j^  x 

le  cadet f^+    600. 

Tous  les  quatre  auront  reçu  Ix  +  ^x-t-^x^jX^^^  54oo ,' 
ce  qu'il  faut  égaler  à  x ,  d'où  résulte  l'équation 
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Il  X  —  3400  =  X  ; 
soustrayant  x^  on  a 

^x  — 3400  =  0; 

ajoutant  3400,  on  a 

JIx  =  34oo; 
divisant  par  17 ,  on  a 

^x  =  20o; 

multipliant  par  60^  on  a 

x=2 12000. 

Réponse.  L'héritage  était  de  12000  livres* 
le  premier  fils  en  a  pris    3ooo 

le  second 3ooo 

le  troisième 3ooo 

le  quatrième 3ooo» 

583.  Huitième  question.  Trouver  un  nombre  tel  que 
y  ajoute  sa  moitié,  la  somme  surpasse  60  d'autant  que  le 
bre  lui-même  est  au-dessous  de  65. 

Soit  ce  nombre  =  x ,  il  faut  que 

x  +  yx — Go=65--r-x,  ,ou|^x  —  6o==:65?— ;c; 

ajoutant  x,  on  a 

|x  —.Go  =  65; 

ajoutant  60 ,  on  a 

•j  X  =  125  ; 

divisant  par  5 ,  on  a 

i  X  =  a5  ; 

multipliant  par  2 ,  on  a 

x  =  5o. 

Réponse.  Le  nombre  cherché  est  5o. 


r 
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584-  Neitvième  question.  Partager  Sa  en  deux  parties  telles 
pe  si  je  divise  la  moindre  par  6  ^  et  la  plus  grande  par  5 ,  les 
bhx  quotiens  pris  ensemble  fassent  6. 

Soit  la  plus  petite  des  deux  parties  cherchées  =  a?  ;  la  plus 

oc 
lâinde  sera  ^  Sa  —  a;  ;  la  première ,  divisée  par  S ,  donne  -^  ; 

l  seconde  j  dirisée  paî  5^  domie — ? — ;  or  il  faut  qn« 

a:      Sa  —  x      ^ 

insi  multipliant  par  5  ^  on  a 

•Jx+Sa — a;=:3o,  ou— ^x+3a=So. 

[outant  ^oc  ,û  vient 

3a=3o-f-îa:; 

rayant  3o ,  il  reste 
Ltipliant  par  6,  on  a 

â;=  la. 

RifpansB.  Les  deux  parties  sont  la  plus  petite  si  la  ^  la  plus 
=  sio. 

585.  Dixième  question.  Trouver  un  nombre  tel  que  ^î  fe 

imuitipiie  par  5 ,  le  produit  soit  autant  au-nlessous  de  4o ,  que 

i nombre  lui-même  est  au-dessous  de  la.  Je  nommerai  ce 

>re  X,  il  est  au-dessous  de  i  a  de  i  a  — x',  prenant  le  nom- 

X  cinq  fois^  j'ai  5x,  ce  qui  est  moindre  que  4^  de  4o  —  5#» 

tcette  quantité  doit  être  égale  à  la  —  x. 

J*ai  donc 

4e— Sxisia — «; 

mtant  Bx^  )*ai 

4o=ia-f-4*i 

rayant  lU,  j'ai 
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divisant  par  4  j  j'ai 

nombre  cherché. 

586.  Onzième  question.  Partager  sS  en  deux  partfe 
que  la  plus  grande  contienne  49  fois  la  plus  petite. 

Soit  cette  dernière  =  a: ,  la  plus  grande  sera  ==  a5  —  x 
ci  divisée  par  celle-là  doit  donner  le  quotient  4s  >  on 

X  ^ 

Multipliant  par  x^  on  a 

a5  —  a:  =  fy^x  ; 
ajoutant  x , 

a5  =:5oj:; 
divisant  par  5o^ 

x  =  ;. 

Réponse,  ha.  plus  petite  des  deux  parties  cherchées  e 
la  plus  grande  est  24  i  >  divisant  celle-ci  par  x>  ou  niul 
par  2 ,  on  trouve  49- 

587.  Douzième  question.  Partager  48  en  neuf  part 
façon  que  Tune  soit  toujours  de  l  plus  grande  que  la 
dente. 

Soit  la  première  et  la  plus  petite  partie  =  x,  la  secon 
z=zx  -\-  \  y  la  troisième  =  jc  -|-  1 ,  etc. 

Or  ces  parties  formant  une  progression  arithmétiqu 
le  premier  terme  =  a; ,  le  neuvième  et  dernier  terme  seï 
-f-4*  Ajoutant  ces  deux  termes  ensemble,  on  a  2.r-f-4 
tipUant  cette  quantité  par  le  nombre  des  termes,  ou  pai 
a  18a:  4-  36  -,  et  divisant  ce  produit  par  2 ,  on  obtient  la  ; 
de  toutes  les  neuf  parties  =  907-1-18,  et  qui  doit  éqi 
à  48-  On  a  donc 

go? -f^  18  =  48;. 
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«nstrayant  18  ^  il  reste 
divisant  par  9  on  a 

Réponse.  La  première  partie  estS  |-,  et  les  neuf  parties  se 
ÙTent  dans  l'ordre  que  voiù  : 

i         33456789 
3i  +  3|  +  4f  +  4ï  +  5H-5f+6i  +  6J  +  7;. 

Routes  ensemble  font  48. 

588.   Treizième  question.  Trouver  une  progression  arithmé- 
le  dont    le    premier  terme  =  5^  le  dernier  =  10^  et  la 
>mme  =  6o« 

Nous  ne  connoîssons  ici  ni  la  différence  ni  le  nombre  des 

les  ,  mais  nous  savons  que  le  premier  et  le  dernier  terme 

suffiraient  pour  exprimer  la  somme  de  la  progression ,  si 

[ementle  nombre  des  termes  était  donné.  Nous  supposerons 

me  ce  nombre  =zx ,  et  la  somme  de  la  progression  s'expri- 

par ;  or  nous  savons  d'ailleurs  que  cette  somme  est  60} 


i5  X 


=  60;  -jx  =  4,  etx  =  8. 


Haintenant,  puisque  le  nombre  des  termes  est  8>  si  nous  sup!* 
>ns  la  différence  =  z,  il  ne  s'agitplus  que  de  chercher  le  hui- 
le  terme  dans  cette  supposition^  et  de  le  faire  =10.  Lu 
md  terme  est  5  -f-  2  ;  le  troisième  est  5  -|-  2s ,  et  le  hui- 
le est  5  +  7Z,  ainsi 
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Réponse,  La  différence  de  la  progression  est  f,  et  le  n< 
des  termes  est  8 ,  et  parconséquent  la  progression  est 

1234567  8 

5  +  5i  +  6^+7f  +  7|  +  8f  +  9^+io, 

dont  la  somme  =  60. 

589.  Quatorzième  question.  Je  cherche  un  nombre  t< 
si  du  double  de  ce  nombre  je  soustrais  1  ,  et  que  je  dou 
reste,  qu'ensuite  je  soustraie  2,  et  que  je  divise  le  reste  ] 
le  nombre  résultant  de  ces  opérations  soit  de  1  plus  petit 
nombre  cherché. 

Je  supposerai  ce  nombre =j?  :  le  double  est  qx\  soustraj 
il  reste  qx  —  1  ;  doublant  ceci,  j'ai  4^  —  2  ;  soustrayan 
me  reste  ^x  —  4  »  divisant  par  4  >  il  nie  vient  x —  1  ;  e1 
cfi  qui  doit  être  d'une  unité  plus  petit  que  x  ;  ainsi 

X— 1=X— 1. 

Mais  voilà  ce  qu'on  nomme  une  équation  identique 
indique  que  x  n'est  pas  du  tout  déterminé,  et  qu'on  peut 
dre  à  sa  place  un  nombre  quelconque  à  volonté. 

690.  Quinzième  question.  J'ai  acheté  quelques  aui 
drap  à  raison  de  7  écus  pour  5  aunes  ;  j'ai  revendu  de  c( 
à  raison  de  11  écus  pour  7  aunes,  et  j'ai  gagné  100  écus 
tout  :  on  demande  combien  il  y  avait  de  drap  ? 

Supposons  qu'il  y  en  ait  eu  x  aunes  ;  il  faudra  voir  d' 
combien  l'emplette  a  coûté  ;  cela  se  trouve  par  la  règle  d 
suivante  : 

Cinq  aunes  coûtent  7  écus  ;  que  coûtent  x  aunes?  Rép 
}  X  écus. 

Voilà  ma  dépense.  Voyons  à  présent  quelle  est  ma  rec 
il  faudra  faire  la  règle  de  trois  qui  suit  :  Sept  aunes  me  ^ 
XI  écus,  combien  me  rapportent  a;  aunes  ?  Rép,  y-xécu 
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Cettte  recette  doit  surpasser  de  100  écus  la  dépense  ;  on  a 
donc  cette  étpiation  : 

>  «  r  •      '  k 

soustrayant  7  a: ,  il  reste 

-ift-x2=ioo: 
donc 

$x=:55oo,  etx  =  583f. 

R^onse,  Il  y  avait  583  f  aunes ,  qui  ont  été  achetées  povr 
816  j  écus^  et  revendues  ensuite  pour  916  f-écus,  moyennant 
quoi  le  profit  a  été  de  100  écus. 

591 .  Seizième  question.  Quelqu'un  achète  12  pièces  de  drap 

pour  140  écus.  Deux  sont  blanches,,  trois  sont  noires  et  sept 

,  bleues.  Une  pièce  de  drap  noir  coûte  deux  écus  de  plus  qu'une 

pièce  de  drap  blanc ,  et  une  pièce  de  drap  bleu  coûte  trois  écus 

de  plus  qu'une  noire  ;  on  demande  le  prix  de  chaque  sorte  ? 

.   Supposez  qu'une  pièce  blanche  coûte  x  écus  >  les  deux  de 
cette  sorte  coûteront  ax.  De  plus  une  pi^ce, noire  coûtanta; 
-f-a ,  les  trois  pièces  de  cette  couleur  couleront 3x  -|-  6.  Enfin- 
une  pièce  Ueue  coûte  a: -f~  5;  donc  les  sept  bleues  coûtent  jx 
+  35.  Ainsi  toutes  les  douze  pièces  reviennent  ensemble  àiax 

Or  le  prix  réel  et  connu  de  ces  douze  pièces  est  140  écus; 
'  fid  a  donc 

iûa:-f-4i  =3  i4^> 

lax  i=î 9^  ;  donc  a; i=  8  J  ; 

idrap  blanc \  (S^  écu»; 

drap  noir   Scoute  \  lo  i 
dr^pbleu    J  l  l3| 

59a.  Dix'^septième  question.  Un  homme  qui  a  acheté  dea 

T 
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noix  muficadés ,  dit  que  trois  noix  lui  coûtent  autant  j^-^Ii 
d'un  sou  que  quatre  lui  coûtent  au-delà  de  dix  liards  :  on  d«T 
mande  le  prix  de  ces  noix  ? 

On  nommera  x  l'argent  que  trois  noix  coûtent  de  plus  qu'us' 
sou  ou  quatre  liards ,  et  on  dira  :  trois  noi;2(  coûtent  ap-f>4  ^^^^i 
et  quatre  coûteront ,  par  la  condition  du  problème ,  a:  +  lo- 
liards.  Or  le  prix  de  trois  noix  donne  celui  de  quatre  noix  en«* 
c^re  d'une  autre  manière  y  savoir  par  la  règle  de  trois  ;  on  fiera 


3:x+4=4.  :^  T    j 


^jm 


4jc+i6 


donc 


=a?-f-io,    ou4ic+i6=3a7-f-5o; 


x+ 16;=  3p ,  et  x=s  14. 


1 

1 


'    Réponse.   Trois  noix  coûtent  18  liards^  et  quatre  cot^tent 
8  sous  ;  donc  chacune  coûte  6  liards. 

SqS.  Dix '^  huitième  question.  Quelqu'un  a  deux  gobelet! 
d'argent  avec  tmseul  couvercle  pour  les  deux.  Le  premier  go- 
belet pesé  la  onces,  et  si  on  y  met  le  couvercle  ,  il  pèse  deux 
fois  plus  que  Tautre  gobelet  ;  mais  si  on  couvre  l'autre  gobelet, 
belui-ci  pèse  trois  fois  plus  que  le  premier  :  il  s'agit  de  trouver 
le  poids  du  second  gobelet  et  celui  du  couvercle. 

Supposons  le  poids  du  couvercle  =  0;  onces  ;  le  premier  go- 
belet étant  couvert,  pèserai  +  12  onces.  Or  ce  poids  étant  la  p 
double  de  celui  du  second  gobelet,  if  faut  que  ce  celuit-ct 
pèse  I  a;  +  6.  Si  on  le  couvre ,  il  pèsera  i  j:  +  6,  et  ce  poidf 
doit  être  le  triple  de  la ,  ou  du  poids  du  premier  gobelet.  On 
aura  donc  l'équation 

|a:  +  6=36,   ou|x  =  5o;  donc|x=:  10  etxrnflo. 

Réponse,  Le  couvercle  pèse  sq  onces ,  et  le  second  gobdit  ■'^ 
pèse  16  onces. 


\ 
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Dix^neuvième  question.  Un  Banquier  ^  deu^i^  espèces 

jinaie  ;  il  faut  a  pièces  de  la  première  pour  faire  un  écu  ; 

^iaut  b  pièces  de  la  seconde  pour  faire  la  même  somme.  Quel-^ 
|aun  vient  et  demande  c  pièces  pour  un  écu  ;  combien  le  Ban- 

ier  lui  donnera-t-il  de  pièces  de  chaque  espèce  pour  le  satis-i 

ire? 

Supposons  que  le  Banquier  donne  x  pièces  de  la  première 
ipèce  ;  il  est  clair  qu'il  donnera  c-'^x  pièces  de  l'autre  es- 

),  Or  les  X  pièces  de  la  première  valent  *  écu  par  la  pro-^ 

X  "'  •       ■• 

)rtion  al  1:^2x1-^  i  et  U$Ç'^x  pièces  de  la  seconde  espèce* 
lent  — j— éçu,  parcequon  â  o;ï=c— -a;:  — j— Jlfàutdonc 


3D      ,      C~~3tî  OX  m  m  'm 

-i — T— =1»  ou \-c^rfX::^p  ^  oiàbX'^aC'^ax:s:ab,    ,f 

bien 

.  '.      •  ' 

d'où  l'on  tire 


X  =  -Ç — 2.     ouarsi:  'L^ ^  J 


JParconséquent 


^T-û         'k — a 


A^^MMe.  Le  Banquier  donnera     ,^ — ^pièces  de  la  pre- 
iiière  espèce,  et'  S        ■   'pièces de  la  seconde  espèce. 

Remarque.  Ces  deux  nombres  se  trouvent  facilement  par  la 
1^  de  trois ,  lotsqu'il  s'agit  de  faire  une  application  de  nos 

a 
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résultats.  On  êirû,  pour  trouver  le  premier  t 

1         .L  .ob  —  ac 

0  —  a 

Le  second  nombre  se  détermine  en  faisant  ! 


f 


.A. 


•M 


Il  faut  remarquer  aussi  que  a  est  plus  petit  que  b,  et  qas 
est  pareillement  plus  petit  que  b ,  mais  cependant  plus  gian 
que  a ,  ainsi  que  la  nature  de  la  chose  le  demande.  T^ 

535.  Vingtième  question.   Un  Banquier  a  deux  sortes 
monnaie  :  dix  pièces  de  Tune  font  un  écu ,  et  il  faut  ao  piè 
de  l'autre  pour  faire  un  écu.  Or  quelqu'un  demande  à  cha 
un  écu  contre  dix-sept  pièces  de  monnaie  ;  combien  rece 
t-il  donc  de  pièces  de  chaque  sorte  'i 

Nous  ayons  ici  a  ==  10  >  i  =  ao  ^  et  c  =  17  ;  ce  qui  fournil 
les  règles  de  trois  suivantes  : 

i<>.  io:3  =  io:3  pièces  de  la  première  so^e. 

£<>.  10:7=30: 14  pièces  de  la  seconde  sorte. 

596.  yingt^urdème  qiiesÛQfi.  Un  père  laisse  à  sa  mort  quel" 
ques  enfans ,  avec  un  bien  qu'ils  partagent  de  la  manière  sui«; 
vante  : 

Le  premier  reçoit  cent  écus  et  la  dixième  partie  du  reste. 

Le  second  tire  deux  cents  écus ,  et  la  dixième  partie  de  et- 

qui  reste.  1^. 

-  ■* 

Le  troisième  prend  trois  £ents  écus  et  la  dixième  partie  ^| 

ce  qui  reste. 

m 

Le  quatrième  prend  quatre  cents  écus  et  la  dixième  partU^ 
de  ce  qui  reste ,  et  ainsi  de  suite. .  ï^ 

Et  il  se  trouve  à  la  &n  que  le  bieix  a,  été  partagé  ^akmèi 


V 
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Btre  tous  les  enfans.  On  demande  maintenant  de  combien 
tait  l'héritage ,  combien  il  y  avait  d'enfans^  et  combien  chacun 
L  reçu  ? 

Cette  question  est  d*iine  nature  toute  particulière ,  et  mériter 
lar  là  qu'on  y  fasse  attention.  Pour  la  résoudre  plus  facile* 
Bent ,  nous  supposerons  l'héritage  total  ==  z  écus  ;  et  puisque 
ans  les  enfans  tirent  une  même  somme  y  soit  cette  portion  do 
fcacun  =  JT^  moyennant  quoi  le  nombre  des  enfans  s'exprime 

ttr  -.  Cela  posé ,  voici  comme  nous  nous  y  prendrons  pour 

^udre  la  question  proposée. 


fa  Masse 
€u  le  bien 
tptitingef. 


«— aa: 


Zjc 


z — 4^ 


5jo 


Ordre 

des 

JEnfans, 


Portion  de  chacun. 


le  ir. 


le  fld. 


le  3e. 


le  4«. 


le  5e. 


le  6e. 


x=:ioo-f« 


a:=200+ 


x=3oo-|- 


=400+ 


z — 100 
10 

«— a>— 200 
10 

z— a  X— 3oo 


Différences^ 


;o 
2— 5a;— 400 


ar+ioo 


10 


K      ,  z — jLr — 5oo 
a=5oo^ -^- 


x=Goo+ 


10 
z— 5a: — 600 


10 


10 

ar+ioo 

100—  — • =0 

10 

37+ 100 

100— ■ =0 

10 

or+iGO 
100 =0 

10 

et  ainsi  de  suite. 


^fous  avons  inséré  dans  la  dernière  colonne  les  différences 

on  obtient  en  soustrayant  chaque  portion  de  la  suivante. 

toutes  les  portions  étant  égales ,  il  faut  que  chacune  de  ces 

Eérences  soit  ==  o.  Et  comme  il  arrive  heureusement  qu'une 

3 
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même  expression  a  lieu  pour  toutes  ces  difiFérences  ,  il  sufG 
d'en  égaler  uiie  seule  à  zéro  :  on  aura  donc  Téquation 

JC+lOO 

100  —  — i— —sso. 

10 

Multipliant  par  lo ^  on  a 

1000— a; — 100=0,  OU900— a:  =  o; 

parconséquent 

X  =  goo.' 

Nous  savons  donc  déjà  que  la  part  de  chaque  enfant  et 
goo  écus  ;  ainsi  en  prenant  à  présent  à  volonté  une  des  éqv 
lions  de  la  troisième  colonne  ,  par  exemple  la  première^  e 
devient^  en  substituant  à  x  sa  valeur^ 

,  z — 100 
900=100+—^—, 

â*où  Ton  tire  z  sur  le  champ  ;  car  on  a 

9ooo=:ioDO-f-î&—- 100,  ou  9000=900-^2; 


donc 


a = 8 1 00  ;  et  parconséquent  -  =  9 . 


Réponse,  Ainsi  le  nombre  des  enfans  =±  9  ;  Théritage  lai 
par  le  père  =  8100  écus  ;  et  la  portion  de  chaque  énf« 
^=  900  écus. 


t  r 


V   I 


f- 
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CHAPITRE    IV. 

I 

De  la  résolution  de  deux  ou  de  plusieurs  Equa-- 

fions  du  premier  degré. 

597.  XL  arrive  souvent  qu'on  est  obligé  de  faire  entrer  dans 
le  calcul  deux  ou  plusieuri  de  e«s  nombres  iAccntniiis  i^epré^ 
sentes  par  les  lettres  x^  y^Zy  etc.  ;  et  si  la  <{tteflliôti  Mt  (iétor^ 
minée ,  on  parvient  dans  ce  cas  à  autant  d'équations  desquelles 
il  s'agit  ensuite  de  tirer  les  inconnues.  Cônune  nous  ne  consi- 
dérons  encore  que  les  équations  qui  ne  contiennent  pas  des 
puissances  d'une  inconnue,  plus  élevées  q«é  la  première  y  ni  de» 
produits  de  deux  ou  de  plusieurs  inconnues ,  on  voit  que  ce» 
équations  auront  toutes  la  forme 

698.  Commençant  donc  pat  deux  équations  y  nous  chercbe- 

rons  à  en  tirer  les  valeurs  de  cr  et  jr  \  et  pour  traiter  ce  cas 

d'une  manière  générale ,  soient  les  deux  équations  i 

t 
1®.  or +  6y  =  c;  a*.^+gy=A, 

où  a,b,Cy  etfy  g,  h  signifient  des  nombres  connus.  H  s'agit 
donc  ici  de  tirer  de  ces  deux  équatiotis ,  les  valeurs  des  deux 
inconnues  x  et  y, 

599 .  La  voie  la  plus  naturelle  potir  y  parvenir,  se  présente  aisé^ 
ment  à  l'esprit;  c'est  de  déterminer  d'après  l'une  et  l'autre  éqna-^ 
tion  la  valeur  de  l'une  des  inconnues ,  par  exemple  y  de  x,  et 
de  considérer  ensuite  l'égalité  de  ces  deux  valeurs  ;  car  on  aura 
une  équation  dans  laquelle  l'iactnmue  y  se  trouvera  seule  et 

4 
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pourra  être  déterminée  par  les  règles  que  nous  ayons  donnéfli' 
plus  haut.  Connaissant  donc  alors  y ,  on  n'aura  plus  qu'A  sub- 
stituer sa  valeur  dans  une  des  équations  qui  donnent  x, 

600.  D'après  cette  règle ^  nous  tirons  de  la  première  éqoa-; 
tion  ; 

a 
et  de  la  seconde , 

posant  ces  deux  valeurs  égales  l'une  à  l'autre  ^  nous  ayooiscett» 
nouvelle  équation  : 

c-by_h  —  gy 

multipliant  par  a>  le  produit  £st 

ah  —  offv 
.      €^by  = jSiI; 

multipliant  par  f,  le  produit  est 

/c— /&y  =  aA  — flgy; 
ajoutant  agy,  on  a 

fc'-'fby  +  agy=ahi  ' 

soustrayant yV,  il  reste  1 

'-fby  +  agy'=^oh^fci 
ou  bien 

(«g  — i/)j^=:cA— /c; 

divisant  enfin  par  ag  —  If  y  nous  avons 


î. 


\ 


i 
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Substituons  donc  cette  valeur  de  j^  dans  une  des  deux  yaleurs 
|0  nous  avons  trouvées  pour  x,  par  exemple  dans  la  première 


BOUS  aurons  d'abord 


.    _      abh—bçf 


h 


ag-bf 


•U 


,  abh+bcf 


ag^bf 


,    ^^ocg —  bcf —  €ibh  +  bcf acg^^abh 


ivisant  par  a^ 


ag—bf 


c — by cg — bh 

~      a     '^  ag—bf 


og-bf 


)i.  Première  question.  Pour  éclaircir  cette  méthode  par 
exemples ,  soit  proposé  de  trouver  deux  nombres  dont 
>nune  soit  =  1 5  ;  et  la  différence  =7. 

Fommons  x  le  nombre  qui  est  le  plus  grand  ^  et  j^  le  plus 
Nous  aurons 


1®.  a:-fjr=i5,  a®,  x— ^ 

remière  équation  donne 

x=  i5 — j^; 
Bconde  donne 

|*Iâ  résulte  la  nouvelle  équation 


=  7- 


'! 


r 
ï 


ià^8  i  L  É  M  k  v'i 

Ainsi 

i5  =  7+fly,  5iy=8,  etj^=4; 

au  moyen  de  quoi  on  trouve 

x-=.ii. 

Réponse,  Le  plus  petit  noinbre  est  4  >  et  le  plus  grand  e 

6oa.  Seconde  question.  On  peut  aussi  généraliser  laqni 
précédente ,  en  cherchant  deux  nombres  dont  la  somm 
=  a,  et  la  différence  =  b. 

\    Soient  le  plus  grand  des  deux  nombres  se x,  et  le  plus 
?=  j^.  On  aura 

1®.  x+^=ra;  a*,  x— j^ssè. 

» 

La  première  équation  donne 

x=a— j^; 
la  seconde  donne 

x=i+^. 
Donc 

a— jr=;i+^;  arsi+ûy;  2y=:=a  —  i; 
En&i 

et  parconséquent 

x  =  a  — y  =  a  —  — - —  =  — - — .    . 

Réponse.  Le  plus  grand  nombre^  ou  x  est  =  ■  et  le 

a 

...                ^      û  —  b  .       .  . 

petit,  ou  j'  est  = ,  ou,  ce  qm  reyient  au  meme> 
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là  rénàte  I«  tfaéotéme  suirant.  Quand  la  somme  de  deux 

fires  quelconques  est  a ,  et  que  la  différence  de  ces  dmuù 

''es  est  h,  le  plus  grand  des  deux  nombres  est  égal  à  la 

}iûé  de  la  somme  plus  la  moitié  de  la  différence  ;  et  le  plus 

des  deux  nombres  est  égal  à  lasonume  moinB  la  moitié  de 

différence. 

L  On  peut  aussi  résoudre  la  même  question  de  la  manière 
soit  : 

^PuÎBqae  les  deux  équations  sobt, 
\  ^+y  =  o,   etx—y  =  b. 

l  Si  on  les  ajoute  Tune  avec  l'autre  ^  on  a 

,   ,      .  a  +  b 

Six nza  + 0  i  donc x=, — ■ — . 

Ensuite  ,  soustrayant  lès  mêmes  équations  Tune  de  l'autre, 
an  a 

fîy  =  a— i  ;  donc  y  = . 

6o4<  Troisième  question.  Un  mulet  et  un  âne  portent  des 
Mtarges  de  quelques  quintaux.  L'âne  se  plaint  dé  la  sienne  et 
Ilit  au  mulet  :  il  ne  me  manque  que  de  porter  encore  un  quintal 
pte  ta  charge ,  pour  être  plus  chargé  que  toi  du  double.  Le 
Hinlet  répond  :  oui ,  mais  si  tu  me  donnais  un  quintal  de  la 
tienne ,  je  serais  troià  fois  plus  chatgé  que  toi.  On  demande 
combien  de  quintaux  ils  portaient  chacun  ? 

Supposons  la  charge  du  mulet  de  x  quintaux ,  et  celle  de 
l'Ane  de  jf  quintaux.  Si  le  mulet  donne  à  Fane  un  quintal ,  celui? 
^  aairay  +  i  >  ^^  il  restera  à  l'autre  x —  i  ;  et  puisque  dan^ 
te  cas  l'âne  est  deux  fois  plus  chargé  que  le  mulet  ^  on  a 

Mais  si  l'âne  donne  nn  quintal  au  mulet ,  celui-ci  a  x  -f-  i  ^ 
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et  râne  ffadey  —  i  ;  et  la  charge  du  premier  étant  mainte 
triple  de  celle  du  second  -,  on  a 

a:  +  i  =  3y  — 5. 

Nos  deux  équations  seront  parconséquent 

La  première  donne 

et  la  seconde  donne 

aî=5y— 4; 

de  là  résulte  la  nouvelle  équation 

qui  donne 

de  cette  valeur  on  déduit  x  =  a  f . 

Réponse.  Le  mulet  portait  a  f-  quintaux^  et  Tâne  portail 
quintaux. 

6o5.  Dans  Thypothèse  de  trois  nombres  inconnus ,  etd 
tant  d'équations  ^  comme ,  par  exemple , 

.1^.  x-l*^— «=:8;  a^.x+z — y  =  9;  5^.y  +  «— jî  = 

on  commencera ,  comme  auparavant ,  par  tirer  de  chacui 
valeur  de  a?,  et  on  aura  par  la  première 

X  =  8  +  ^  — "  J' l 
par  la  deuxième 
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px  la  troisième 

x=:j^  +  »—  10. 

Comparant  maintenant  la  première  de  ces, valeurs  avec  la 
onde ,  puis  ayec  la  troisième  ^  on  aura  les  équations  sui-. 
ites  : 

!)r  la  première  donne 

a  seconde  donne 

I5y=i8,   ouj^=:g; 

tonc  on  substitue  cette  valeur  de^  dans 

— 2y=i  ,  onaaB— i&=si ,  «t  sa:=:iï^  ,  ainsi  2  =  9  ;: 

le  reste  donc  que  x  i  déterminer  ^  et  on  le  trouve  facilement 

[]  est  arrivé  ici  par  hasard  que  la  lettre  z  s*est  éliminée  dans 
lemière  équation ,  et  qu'on  a  trouvé  la  valeur  de  y  immé- 
tement.  Si  ce  cas  navait  pas  eu  lieu ,  on  aurait  eu  deux 
lations  entre  z  ety ,  qu'il  aurait  fallu  résoudre  par  la  règle 
^édente. 

>o6.  Qu'on  ait  trouvé  les  trois  équations  suivantes  : 

3^«  3y-f-5z  — x  =  6a. 
ii  on  tire  de  chacune  la  valeur  de  x  ^  on  a 

6?.  xc=5jf  +  5«— 6i3i. 


Comparant  à  présent  ces  trois  valeurs  entr'dks'^  et  d*il 
la  troisième  ayec  la  première ,  on  a 


3y+5«-6a=25z:p:^; 


5 
multipliant  par  3, 

gjf  + 15»*«- 186  =;ûS— 5y +4»  ; 

ainsi 

gy+i5z=2ii  — 5y-f-4^,  et  ii^  +  ii«=:2ii 
Comparant  aussi  la  troisième  avec  la  seconda  \  on  a 

OU  . 

^e  qui  se  réagit  à  , 

356  =i3jr  4-282; 


^• 


'    On  tirera  maintenant  dé  ces  deux  nouvelles  équation 
VJdeurdè^jT' 

c    .    .  .7^.  aii  =  i^-|-i**/  donc  i/^çasaii  —  ita, 

211— lia 

«<>.  356a=iSy-f'28z;  donc  l^5^'ï=:55S-ii'ia8; 
556— 282  ":  .^ 
et                                   j^  = = — 

Ces  deux  valeur^orment  la  nouvelle  équaitioa 

21 1 — HZ 35S — 28a 
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Hese  change  en  celle-ci , 

3743— 143^=4984—3922; 
!  réduit  i 

12492  =  2241   9    â*OÙ2=:9. 

tte  valeur  étant  substituée  dans  une  des  deux  équationt 
et  2  ^  on  trouye 

Sn  une  substitution  9emblable  dans  une  des  trois  râleurs 
,  donnera 

x  =  7. 

f.  Si  on  avait  plus  de  trois  inconnues  à  déterminer ,  et 
it  d'équations  à  résoudre ,  on  pourrait  s'y  prendre  de  la 
e  manière  ;  mais  on  se  trouverait  engagé  le  plus  souvent 
des  calculs  fort  prolixes. 

3st  donc  à  propos  de  remarquer  que  dans  chaque  cas  par-« 
er  y  on  ne  manque  guère  de  rencontrer  des  moyens  qui  en 
tent  beaucoup  là  résolution.  Ces  moyens  sont  d'introduire 
le  calcul  y  à  côté  des  inconnues  principales  y  une  nouvelle 
mue  arbitraire  telle  qu'est ,  par  exemple  la  somme  da 
s  les  autres  ;  et  quand  on  est  un  peu  versé  dans  ces  sortes 
Iculs  ,'<)n  juge  assez  facilement  ce  qu'il  est  le  plus  conve- 
s  de  £^re.  Nous  allons  rapporter  quelques  e:x;emples  qui 
mt  guider  dans  l'application  de  cette  méthode. 

B.  Quatrième  question.  Trois  personnes  jouent  ensemble  ; 
la  première  partie  le  premier  Joueur  perd  avec  chacun 
eux  autres  autant  que  chacun  d'eux  avait  d- argent  sur  lui.' 
la  seconde  partie  ,  c'est  au  second  Joueur  que  les  deux 
s  gagnent  autant  chacun  qu'ils  ont  déjà  d'argent.  Dans 
)isième  partie  en&n ,  le  premier  et  le  second  Joueur  ga- 
t  au  troisième  autant  d'argent  chacun  qu'ils  en  avaient. 
lisent  alors  de  jouer  ^  et  il  se  trouve  qu'ils  ont  tous  une 
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somme  égale ,  lavoir  vingt-quatre  louis  chacmi.  On  d 
avec  con^ien  d'argent  chacun  s* est  mis  au  jeu  ? 

Supposons  que  Tenjeu  du  premier  joueur  ait  été  de  x 
celui  du  second  9  y  ^  et  celui  du  troisième ,  z.  Et  faisons 
cela  la  somme  de  tous  le»  enjeux ,  ou  a; + j^  +  z  =/. 
premier  Joueur  perdant  dans  la  première  partie  autant  d* 
qu'en  ont  les  deux  autres ,  il  perd  / —  x  ;  car  lui-même 
eu  X ,  les  deux  autres  auront  eu  / —  x  -,  donc  il  lui 
ax — /;  le  second  aura  oy ,  et  le  troisième  aura  as. 

Voici  donc  ce  qujB  chacun  aura  après  la  première 
le  premier  ar — /;  le  deuxième  ay  ;  le  troisième  az. 

Dans  la  seconde  partie  ,  le  second  Joueur  qui  a  main' 
ay  >  perd  autant  d'argent  qu'en  ont  les  deux  autres ,  c' 
dire  /  —  ay  ;  il  lui  reste  parconséquent  ^  —  /.  QuanC 
autres,  ils  auront  le  double  chacun  de  ce  qu'ils  avaient ;i 
après  la  seconde  partie  les  trois  Joueurs  ont  le  premier  4^:— 
le  second  /^  — /;  le  troisième  j^z. 

Dans  la  troisième  partie,  c'est  le  troisième  Joueur,  le 
a  actuellement  4^  ,  qui  est  le  perdant  ;  il  perd  ay^c  le.prt 
4-r  —  a/,  et  avec  le  second  ^y — /;  parconséquent  aprçsjt 
partie  nos  trois  Joueurs  auront  :1e  premier  8a?  —  4fi  le  « 
8y  —  a/;  le  troisième  Sz — /. 

Or  chacun  ayant  maintenant  a4  louis,  jàous  avons 
équations  telles  que  la  première  donne  sur-le-champ  x 
seconde  ^ ,  et  la  troisième  z  ;  de  plus  /  est  connu  et  = 
puisque  les  trois  Joueurs  ensemble  ont  7a  louis,  à  la  fin  i 
dernière  partie  ;  mais  c'est  à  quoi  il  n'est  pas  même  néces 
de< faire  attention  d'abord,  comme  on  va  le  voir.  Noos  av) 

i'^.  8x— 4/'=z=a4,   ou8a:  =  a4  +  4/',  oux=3+i 
a^  8y  — a/=a4,  ou  8j^  ==  s4  +  a/,  ou^=3  +  i 

3?.   8a—  /=5a4,  ou8a=:a4+  /,  ou»=3  +  f 

Ajoi 


•  • 
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Ljoutant  ces  trois  valeurs  y  on  a 

insî,  puisque 

if=9>  et/=72. 

Si  on  substitue  à  présent  cette  valeur  de  /  dans  les  e^res- 
ins  trouvées  pour  x ,  y  et  z  ,  on  trouvera  qu'avant  que  de 
mettre  au  jeu,  le  premier  joueur  avait  Sg  louis  ;  le  second , 
louis  ;  et  le  troisième  ,   12  louis. 

■ 

On  voit  par  cette  solution  comment ,  par  le  secours  de  la 
e  des  trois  inconnues ,  on  surmonte  heureusement  les  ob- 
des  qui  se  rencontrent  dans  la  méthode  ordinaire. 

60g.  Quoique  la  question  précédente  paraisse  -  d'abord  assez 
cile ,  nous  remarquerons  cependant  qu*on  peut  la  résoudre , 

me  sans  algèbre.  On  n'a  qu'à  chercher  à  le  faire  en  rétro- 
ant.   On  considérera  que  puisque  les  joueurs  ,  en  quittant 

Jeu,  avaient  chacun  a4  louis,  et  que  dans  la  troisième  partie  , 
premier  et  le  second  ont  doublé  leur  argent ,  ils  doivent 
savoir  eu  avant  cette  dernière  partie  ,  le  premier  12 ,  le  second 
^la ,  et  le  troisième  4^. 

Dans  la  seconde  partie,  ce  sont  le  premier  et  le  troisième  qui 
ont  doublé  leur  argent  ;  donc  avant  cette  partie  ils  avaient ,  le 
premier  G ,  le  second  42  >  le  troisième  24- 

Enfin,  dans  la  première  partie,  le  second  et  le  troisième 

oueurs  ont  gagné  chacun   autant  d'argent   qu'il  en  avait  mis 

au   jeu;  c'es,t-à-dire   que  chaque  joueur  a  doublé  sa*  mise  ; 

Pdonc  en  coiuniençant,   les  trois  joueurs  avaient  devant  eux  ,  le 

i  premier  39  ,  le  second  21  ;  le  troisième  12. 

^-  C'est  ce  que  nous  avons  aussi  trouvé  par  la  solution  précédente. 
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610.  .Ciiiquième  question.  Deux  p^sonses  doivent 
tôles  ;  elles  ont  de  l^argent  toutes  les  deux  ^  mais  pi 
chacune  pour  pouvoir  acquitter  seule  cette  dette  con 
le  premier  débiteur  dit  donc  au  second ,  si  vous  me 
les  j  de  votre  argent  y  je  paierai  seul  la  dette  sur-le« 
Le  second  lui  réplique  qu'il  pourrait  aussi  acquitter  seul  1 
si  l'autre  lui  donnait  les  j  de  son  argent.  On  demande  c 
ils  ont  l'un  et  l'autre  ? 

Supposons  que  le  premier  ait  x  pistoles ,  et  quM  le 
ait  j'  pistoles. 

Nous  auroQS  d^àbord 
et  en  second  lieu  ^ 

La  première  équation  donne 

07  =  29—1^, 
«t  la  seconde  donne 

tàaû 

On  tilre  dé  cell»-ci 

jr=i4i;^oncx=i9|:. 

Réponse.  Le  premier  débiteur  a  19  J  pistoles ,  et  le  s 
a  14  f  pistoles. 

611.  Sixième  question.  Trois  frères  ont  acheté  une 
pour  cent  louis.  Le  cadet  dit  qu'il  pounlait  la  payer  se 
le  second  lui  donnait  la  moitié  de  l'argent  qu'il  a  ;  le  s 
dit  que  si  l'ainé  lui  donnait  le  tiers  seulement  de  iM>a  arge 


ï>*  A  L  G   £  B   ft   E.  307 

Iftierait  la  vigne  seul  -,   enfin  Vaîoe  ne  demande  que  le  quart  de 

l'aident  du  cadet ,  pour  payer  seul  la  vigne.  Cconbien  chacun 

rait-il  d'argent  ?  -Que  le  premier  ait  eu  a;  louis  ;  le  second , 

louis  ;  le  troisième ,  z  louis  ;  on  aura  les  trois  équations  sui^ 

ites  : 

[i^.  ar  +  ij^=  loo;  ai^.y  +  jZ=ioo',  3^.  a  +  ^a:=ioo; 

desquelles  seulement  donnent  la  valeur  de  a;  ^  savoir  ; 

!«».  a?=  loo  —  iy  ;   3**.  07  =  400  —  42. 

Ainsi  on  a  l'équation  : 

100  —  1^=400  —  4*>   OU45  —  ^^  =  3oo, 

qu'il  faudra  comhiuer  avec  la  seconde^  afin  de  détermitter  ^ 
^  et  z.  Or  la  seconde  équation  était 


\ 


y  ^^ z^=^  icfoy 


jrrriOO  — i 


[.  on  en  tire  donc 

II 

^  et  réquation  trouvée  en  dernier  lieu  étant 

45 —  ■3:^=300, 

on  a  . 

y  =  8z  — '  600* 

Parconséquent  la  dernière  équation  est  : 

r 

100  —  §  jt  5«  fe  -^Soof 


;.  amsi 


Donc 


8«  4-1*  =  700,   ou  ^2  =  700,  et  2  =  84. 
j^=:ioo  — 128  =  73,   etx  =  64. 


Réponse.  Le  cadet  avait  64  louis,  le  puîné  avait  72  louis,  et 
rainé  d¥4iC  Si^  louis. 
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61  a.  Comme  dans  cet  exemple  chaque  équation  ne  renfei 
que  deux  inconnues ,  on  peut  parvenir  d*une  façon  plus  com- 
mode à  la  solution  cherchée. 

La  première  équation  donne 

y  =  200  —  2X  ; 

ainsi  y  est  déterminé  en  a;  ;  et  si  on  substitue  cette  valeur 
la  èeconde  équation ,  on  a 


donc 


floo  —  2a;  -|-  "l  2j  =  100  ; 


|.a  =  2x — 100,  et  a  =  60;  —  3oa. 


Ainsi  z  est  aussi  déterminé  en  xy  et  si  on  introduit  cetlii 
valeur  dans  la  troisième  équation ,  on  obtient 


6x  —  3oo  +  ^  a?  =  100 , 
où  X  se  trouve  seul^  et  qu'on  réduit  à 

25x  — iGoo  =  o, 


•1 


d'où  l'on  tire 


X  =  G4. 


Parconséquënt 

^="200 — 128  =  72,  et  z  =  384  —  5oo  :=  84- 

6i3.  On  peut  suivre  le  même  procédé ,  lorsqu'on  a  un  pluf 
grand  nombre  d'équations.  Supposons ,  par  exemple ,  qu'on  ait^ 
d'une  manière  générale  : 


.'^< 


.-^ 


i®.u+-==n;2^.x+-^=:n;3^.y+-=7i;4^z-f-5=n; 
a  b  '^      c  a 

ou,  en  chassant  les  fractions  : 


d'algèbre;  Zocj 

Ici  la  première  équation  donne  d*abord 

X  =  an  —  au , 

cette  valeur  étant  substituée  dans  la  seconde ,  on  a 

abn  —  abu '^  y  :=:  bn  \  ainsi  j^  =:  £n—-a&n -|-<z&i^> 

substitution  de  cette  valeur  dans  la  troisième  équation^  donn* 

bcn  —  abcn  -|-  abcU'\'  2  =:  cti  ; 
>nc 

z=:cn'^  bcn  -f-  abcn  —  abcu  ; 

bstituant  en&n  cette  valeur  dans  la  quatrième  équation  ^  on  a 

cdn  —  bcdn  -|-  abcdn — abcdu + u  =  dn. 
msi 

dn  —  cdn  -f-  bcdn  —  abcdn  =  ■—  abcdu  +  m  , 

1  bien 

(aicd— 1)  uziz abcdn '■^ bcdn '^'Cdn'-^dni 

où  Ton  tire 

abcdn  —  bcdn  -f-  cdn — dri. (^abcd-^bcd-^cd-^-'d^ 

a^c(i — 1  abcd — i 

irconséquent  on  aura 

abcdn — acdn + adn  -^an {abcd  —  acd^ad^^a) 

abcd —  1  '  abcd  —  1 

abcdn  —  abdn + abn — bn (  abcd —  abd  +  ab  —  b) 

"^  abcd — i  *  abcd'—i 

abcdn  —  abcn  +  bcn — en (  abcd —  abc  +  bc  —  c  ) 

■""       abcd  —  1  *      abcd  —  1 

abcdn  —  bcdn  +  cdn  —  dn (^abcd  —  bcd  +  cd  —  d) 

^^''  abcd —  1       "*  '      abcd — 1 
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61 4-  Septième  question.  Un  capitaine  a  trois  compagnies  î 
Tune  est  de  Suisses ,  Tautre  est  de  Suabes ,  la  troisième  est  àe 
Saxons.  Il  veut  donner  un  Pssaut  avec  une  partie  de  ces  trou-^ 
pes^  et  il  promet  une  récompense  de  901  écus  sur  le  pied  sui-^ 
vant  : 

Que  chaque  soldat  de  la  compagnie  qui  montera  à  Tassaut^ 
recevra  i  écu,  et  que  le  reste  de  Targent  sera  distribué  égale-* 
ment  aux  deux  autres  compagnies. 

Or  il  se  trouve  que  si  les  Suisses  dçnnent  l'assaut ,  chaque 
Soldat  des  autres  compagnies  reçoit  un  demi-écu  ;  que  si  les 
Suabes  vont  à  l'assaut^  chacun  des  autres  reçoit  j  écu  ;  enfin  ^ 
que  si  les  Saxons  domient  l'assaut ,  chacun  des  autres  reçoit 
^  écu.  On  demande  de  combien  d'hommes  était  chaque  com- 
pagnie ? 

Supposons  le  nombre  des  Suisses  =x/ celui  des  Sua}>es=y, 
et  celui  des  Saxons^  =1=  z.  Et  faisons  de  plus 

parcequ'il  est  facile  de  voir  que  c'est  le  moyen  d'abréger  con- 
sidérablement le  calcul.  Si  donc  les  Suisses  donnent  l'assaut  j 
leur  nombre  étant  =  x ,  celui  des  autres  sera  f —  x  ;  or  ceux- 
là  reçoivent  1  écu  ^  et  ceux-ci  1  demi-écu  ;  mnsi  on  aura 

x-f-i/— |x  =  90i. 

On  trouvera  de  la  même  manière  que  si  les  Suabes  donneni 
l'assaut^  on  a 

^4-t/— Tj  =  901. 

Et  enfin  que,  si  ce  sont  les  Saxons  qui  montent  à  l'assaut, 
on  aura 

z  +  î/— iz  =  90i. 

Chacune  de  ces  trois  équations  suffira  pour  déterminer  une 
des  inconnues  x  ,  ^  et  a  j 
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car  la  première  donne. . .  .x  =  1802  —  /, 
la  seconde  donne. .  .a^  =  2703  —  /, 
la  troisième  donne. .  .32  =  36o4  *-—  /• 

Or  si  Ton  prend  maintenant  les  valeurs  de  Gx  ^  Gy  et  €z , 
et  qu'on  écrive  ces  valeurs  l'une  sous  l'autre ,  on  aurar 

Gx  =  1081a  —  6/, 
6;.=  8109-3/, 
Sz  =    7Û08  —  a/, 

«t  ajoutant  6/=  aSiag  — 11  /, 

ou  17/=  ûSiag-,  doù  ft=  i55y; 

c'est  le  nombre  total  des  soldats,    an  moyen   duquel   on 
trouve 

X  =  180a  —  1537  =    a65  ; 
ay  =  3703  —  i537  =  1166,  d'où  j^  =  583; 
5z  =  36o4  —  1537  =  ao67,  d'où  z  =  689. 

Réponse,'  La  compagnie  des  Suisses  est  de  a65  hommes  ; 
ceUes  des  Suabes,  de  583  hommee,  :et  celle  des  Saxons,  do 
B89  hommes. 


>»»  i^  ^1  ^  ^  ^1^  ^i*»»*» 


4     . 

y 


y 
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CHAPITRE     V. 

De  la  résolution  des  équations  pures  du  second 

degré. 


61 5.  V-^N  dit  qu'une  équation  est  du  second  degré,  quand  . 
elle  renferme  le  quarré  ou   la  seconde    puissance  de  Fincon- 
nue.   Une  équation  qui  renfermerait  aussi  la  troisième  puis- 
sance de  Tinconnue,  serait  du  troisième  degré,  et  la  réso- 
lution exigerait  des  règles  particulières.  \ 

61  G.  Il  ny  a  donc  que  trois  espèces  de  termes  dans  une  j 
équation  du  second  degré.  En  premier  lieu,  les  termes  où  j 
Tinconnue  ne  se  trouve  pas  du  tout,  ou  qui  ne  sont  compo-  j 
ses  que  de  nombres  connus. 

En  second  lieu ,  les  termes  dans  lesquels  on  rencontre  seu- 
lement la  première  puissance  de   la  quantité  inconnue. 

En  troisième  lieu ,  les  termes  qui  contiennent  le  quarré  de 
la  quantité  inconnue. 

Ainsi  X  signifiant  une  quantité  inconnue ,  les  lettres  a,  ^ , 
c,    d y   etc.   représentant   des  nombres    connus  ,    les  termes*: 
de   la  première  espèce  seront  de  la  forme  a ,  les  termes  de  *■ 
la  seconde  espèce ,  de  la  forme  ix,  et  les  termes  de  la  troi- 
sième espèce ,  de  la  forme  cxx, 

617.  On  a  déjà  vu  suffisamment  que  deux  ou  plusieurs  V 
termes  d'une  même  espèce  peuvent  se  réunir  ensemble  ,  et\ 
être  considérés  comme  un  seul  terme.  < 
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,  Par  exemple ,  on  peut  considérer  comme  un  seule  terme  la 
rmule  axx — bxx+cxx y  en  la  représentant  par  (a — b-^-c^xx , 
'en  effet  a  —  b  -\-  c  est  une  somme  connue. 

Et  quand  même  de  tels  termes  se  trouveraient  des  deux 
tés  du  signe  =,  on  a  vu  qu'on  peut  les  faire  passer  d*un 
ême  côté,  et  les  réduire  ensuite  à  un  seul  terme.  Soit,  par 
emple^  Téquation 

5kxx — Sa:  +  4  =  5xx — 8a? -f-  ii  ; 
m  soustrait  d*abord  axx,  et  il  vient 
I  — 3x  +  4=3xx — 8x+ii; 

Ei)outant  ensuite  Sx,  on  obtient 

5x+  4  =  3xx  +  11; 
UKmstrayant  11,   il  reste 

3xx  =  5x  —  7. 

618.  On  peut  aussi  transporter  tous  les  termes  d'un  même 
rcôté  du  signe  = ,  de  façon  qu'il  ne  reste  que  o  dans  l'autre 
[membre  ;  l'essentiel  est  de  faire  attention  que  quand  on  trans- 
)rte  des  termes  d'un  membre  dans  l'autre ,  il  faut  en  chan- 
ger les  signes. 

C'est  ainsi  que  l'équation  ci-dessus  prendrait  cette  forme , 

3xx  —  5x  -f-  7  =  o , 

c'est  aussi  pourquoi  on  peut  représenter  généralement  toute 
Ltion   du  second  degré  par  cette  formule , 

axx  dz  ix  ±1  c  =  o , 

\s  laquelle  le  signe  ±  se  prononce  plus  ou  moins,  et  in- 
le  que  de  tels  termes  peuvent  être  tantôt  positifs  et  tantôt 
igatifs. 
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61  g.  Quelle  que  soit  la  forme  primitive  d'une  équation 
second  degré ,  on  peut  toujours  la  réduire  à  cette  formi 
de  trois  termes:  qu'on  soit  parvenu,  par  exemple^  à  1*^ 

quation 

il  faudra ,  avant  toute  chose ,  chasser  les  fractions  :  muldj 
pliant  pour  cet  effet  d'abord  par  cx-^d,  on  a 

gx  +A 
ensuite  par  gx  -f  ^ ,  on  a  '. 

eigxx  -f.  bgx  +  ahx  ^bh-^. cexx+cfx  +edx  +fd\   ^ 

qui  est  une  équation  du  second  degré ,  et  qu'on  réduit  aux  troi 
termes  suivans  ^  en  transposant  tout  dans  un  seul  membre ,  1 
cumulant  en  un  seul  les  termes  qui  renferment  une  méoi 
puissance  de  a:  : 

o  =  agxx  +  bgx  -{'  bh ,  3 

—  cexx  +  ahx  "-^fd, 

—  rf^  y 

—  edx , 

On  peut  représenter  aussi  cette  équation  de  la  manière  soi 
vante  qui  est  même  plus  claire  : 

0=  (ûg — ce)xx-j'(^bg'{'ah  —  (f — ed)x  +  bh'^fd. 

620.  Ces  équations  du  second  degré ,  où  toutes  les  trois  « 
pèces  de  termes  se  trouvent ,  se  nomment  complètes ,  et  le^ 
résolution  est  aussi  sujette  à  plus  de  diiEcultés  ;  c'est  ppurfujj 
nous  commencerons  par  considérer  le  cas  où  vsl  de  fH 
termes  manque. 
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si  c'était  le  terme  xx  qui  ne  se  trouvât  pas  dans  l'équa- 
,  elle  ne  serait  que  dn  premier  degré  >  et  nous  ayons  déjà 

té  ces  équations  ;  que  si  c'était  le  terme  qui  ne  contient 
des  nombres   connus ,  qui  manquât  ^  Féquation  aurait 

te  forme 

axx  ±1  ix  =  o , 
le  étant  divisible  par  x ,  se  réduit  à 

ardb6  =  o, 

est  pareillement  du  pr^emier  degré. 

1.  Mais  lorsque  c'est  le  terme  du  miKeu^  on  celui  qui 
lent  la  première  puissance  de  a: ,  qui  manque ,  Téquatîoa 
cette  forme 

itt»:=:rç:c!=o,  ou  axx  =  dic; 

de  c  pouvant  être  soit  positif^  soit  négatif. 

>ns  appellerons  une  telle  équation ,  une  équation  pare  da 
degré ,  par  la  raison  que  sa  résolution  ne  souffre  aucune 
iculté.  En  effets  on  n*a  qu'à  diviser  par  a^  on  obtient 


a 


prenant  de  part  et  d'autre  la  racine  quarrée,  on  trouve 

6t9.  liais  nous  arons  à  présent  trois  cas  à  considérer  ici  : 

supposerons  en  premier  lieu  que  -   soit  un  quarré  dont 

puisse  parconséquent  assigner  réellement  la  racine  ;  on  ob- 
dans  ce   cas  pour  la  valeur  de  a:  un  nombre  rationnel, 
d  peut  être  ou  entier  ou  rompu.  Par  exemple ,  l'équation 
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y  ajoutant  5  >  et  en  retranchant  5  ,■  le  produit  de  la  aomi 
la  différence  soit  =96. 

Soit  ce  nombre  x  :  il  faudra  que  x  -f-  5,  multiplié  par  : 
donne  96  ;  d'où  résulte  Féquation 

jpjc— a5  =  9S. 
Ajoutant  aS^  on  a 

arx=i2i  ; 

et  extrayant  la  racine^  il  vient 

Xz=zll, 

Ainâ  a:  +  5=i6,  et  a:  —  5  =  6;  or  en  effet 

6.16  =  96. 

6127.  Troisième  question.  On  cberche  un  nombre  tel, 
l'ajoutant  à  10,  et  en  le  retranchant  de  10,  la  somme 
tipliée  par  le  reste  ou  par  la  différence ,  donne  5i. 

Que  X  soit  ce  nombre;  il  faut  que  10-f-a;,  multipli 
10  — 07,  fasse  5i ,  et  qu'ainsi 

100  — a:x=:5i. 

Ajoutant  xx,  et  soustrayant  5i  ,  on  a 

XX  =  42, 

dont  la  racine  quarrée  donne 

x  =  7. 

628.  Quatrième  question,  Trds  Joueurs  qui  ont  faii 
partie ,  se  retirent  ;  le  premier  avec  autant  de  fois  7 
que  le  second  a  de  fois  trois  écus  ;  et  le  second  avec  auti 
fois  17  écus  que  le  troisième  a  de  fois  5  écus  ;  et  si  on 
tiplie  Tajrgent  du  preinier  par  Targent  du  second ,  et  l) 
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mye  qu'une  seule,  si  Ton  divise  par  x.  Car  si  Ton  a,  par 
[emple ,  réquation  xx  :=:  5x ,  ensorte  qu'il  s'agisse  d'assigner 
>iir  X  une  valeur  telle  que  xx  devienne  égal  à  Sjc  ,  on  aura 
'abord  x  =  3  ',  valeur  qu'on  trouve   en  divisant  l'équation 

X  ;  mais  outre  cette  valeur ,  il  en  est  encore  une  autre  qui 

Fait  également  ^  c'est  j;  =:=  o  ;  car  alors 

XX  =  o ,  et  Sx  ■=!  o. 

outes  les  équations  dvL  second  degré  en  général  admettent 
X  {solutions ,  tandis  que  les  équations  du  premier  n'en  ad- 
ettent  qu'une. 

Nous  allons  maintenant  éclaircir  par  quelques  exemples  ce 
e  nous  ayons  dit  sur  les  équations  pures  du  second  degré. 

Ga5.  Première  question.    On  cherche  un  nombre  dont  la 
itié  multipliée  par  le  tiers ,  fasse  ^4  ? 

LSoit  ce  nombre  =  a:  :  il  faut  que  ^  x  multiplié  par  j  a? , 
^    une  a4j  on  aura  donc  l'équation 

\  XX -=124* 
^Multipliant  par  6^  on  a 

xxz=z  i44; 

l^t  l'extraction  de  la  racine  donne 
[  ,  '  X  =  ±:  12. 

Wn  met  ±:  ;  car  si  a?=  +  la ,  on  a 

ia:=+6,  et  ix  =  +  4. 

«  le  produit  de  ces  deux  nombres  est  24  ;  et  si 

r  \x  =  —  &,  et  fx  =  — 4, 

Ée  produit  est  encore  24- 

^     6a6.  Seconde  question.  On  cherche  un  pombre  tel  ,  qu'en 
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Cette  fraction  est  encore  réductible  à  de  moindres  termes  ;  i 
divisant  par  i3  ;  ainsi  *     • 

x  =  i|S  =  79i; 

et  on  conclut  de  là  que 

f  j:=34,  et  -r'^x^nio. 

Réponse,  Le  premier  joueur  a  79  J  écus ,  le  second  en  a  S| 
et  le  troisième  se  retire  avec  10  écus. 

Remarque.  Ce  calcul  peut  se  faire  encore  d'une  manièf 
plus  facile  ;  savoir  en  prenant  les  facteurs  des  nombres  jqm  8* 
présentent  j  et  en  faisant  attention  principalement  aux  càfri 
de  ces  facteurs. 

On  voit  que  607  =  3. 1G9 ,  et  que  1G9  est  le  quarré  de  i3 
ensuite  que  833  =  7.119,  et  que  119  =  7.17.  Or  on  a 

?^^9xx  =  383o|, 

et  si  on  multiplie  par  3  ^  on  a 

f^^xx  =  11492. 

Qu'on  résolve  aussi  ce  nombre  en  ses  facteurs;  on  voit  d'aboî 
que  le  premier  est  4,  c'est-à-dire  que  11492  =  4-2873,  q 
2873  est  divisible  par  17,  desorte  que  2873=:  17.169.  Pi 
conséquent  notre  équation  aura  la  forme  suivante  : 

17^^^  =  4-17. iG9> 
laquelle  divisée  par  iSg  ,  se  réduit  à 

multipliant  de  plus  par  17.49  >  et  divisant  par  9  ,  on  a 
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tous  les  £Eicteurs  sont  des  quarrés  ;  d*où  il  suit  qu'on  a , 
autre  calcul ,  la  racine 


X 


ft'l7*7 


aS8 
3    > 


[Comme  ci-devant. 

629.  CinCjuième  question.  Quelques  négocians  établissent  un 
:tear  à  Archangel.  Chacun  d'eux  met  dans  le  commerce 

[^çn'ils  ont  en  vue  ,  dix  fois  autant  d'écus  qu'ils  sont  d'associés. 

produit  du  facteur  est  fixé  à  deux  fois  autant  d'écns  qu'il 

a  d'associés  pour  100  écus.  Et  si  l'on  multiplie  la  ~  partie 

ide  son  gain  total  par  a  |,  on  trouve  le  nombre  des  associés. 

On  demande  quel  est  ce  nombre  ? 

Soit  ce  nombre  =  x  ;  et  puisque  chaque  associé  a  fourni 
lox,  le  capital  entier  est  =  ioa;x.  Or  avec  chaque  centame 
d'écus ,  le  facteur  gagne  a  x ,  son  profit  sera  donc  |  x^  avec 
le  capital  loxjc.  La-~  partie  de  ce  gain  est  j~  ac^  ;  multi- 
pliant par  2  f ,  ou  par  ^,  on  a  :^h^>  ^m  -iî^  9  ^^  c'est  ce 
qui  "doit  être  égal  au  nombre  des  associés  x. 

On  a  donc  l'équation  f 

■^oc?^=^x,  pux^  =  225a:: 

elle  paraît  d'abord  être  du  troisième  degré  ;  mais  comme  on 
peut  diviser  p^  x  ^  elle  se  déduit  à  l'équation  du  sepond  degré 

►  a:x=225,  d'où  a:  =  i5. 

Réponse.  Il  y  a  quinze  associés ,  et  la  contribution  de  cha^ 
[    cun  est  de  i5o  écus. 


X 
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CHAPITRE    IV. 

De  la  résolution  des  équations  mixtes  dusecoi 

degré.  ^ 

63o.  v>rN  dit  d'une  équation  du  second  degré ,  qu'elle  est  mûr» 
ou  complète^  lorsqu'on  y  rencontre  trois  espèces  de  termes ,gE 
savoir  celui  qui  contient  le  quarré  de  la  quantité  inconnue  j^ 
comme  axx  :  celui  où  l'inconnue  se  trouve  seulement  élevéof^ 
à  la  première  puissance  y  comme  bx  ;  enfin  un  terme  tout-^^ 
connu.  Et  puisqu'on  peut  réunir  deux  ou  plusieurs  teignes  d'une  - 
même  espèce  en  un  seul ,  et  qu'on  peut  porter  tous  les  termes 
d'un  même  côté  du  signe  =  ^  la  forme  de  l'équation  mixttt. 
du  second  degré  sera  celle-ci  : 

axx  zfc  ix  dz  c  =z=  0. 

Nous  montrerons  dans  ce  Chapitre  comment  on  doit  tirer  t 
la  valeur  de  x  de  ces  sortes  d'équations  ;  on  verra  qu'il  7  1 1 
deux  routes  pour  y  parvenir.  f 

63 1.  Une  équation  de  l'espèce  dont  il  s'agit,  peut  se  réduire,  . 
par  le  moyen  de  la  division  ,  à  une  forme  telle  que  le  pre-  ' 
mier  terme  ne  contienne  purement  que  le  quarré  xx  de  l'in- 
connue X,  On  laissera  le  second  terme  du  même  côté  où  est  t, 
et  on  portera  le  terme  connu  de  l'autre  côté  du  signe  s:.  ' 
Notre  équation  prendra  de  cette  manière  la  forme 

XX  du  px  =  rp  ç ,  . 

où  p  et  9  signifient  des  nombres  connus  quelconques  ,  positifs 
ou  négatifs  ;  et  tout  se  réduit  à  présent  à  déterminer  la  vraitt 
Taleur  de  x.  Nous  commencerons  par  remarquer  que  si  xx-f-P^ 
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jlUdt  un  qaarré  eflPectif  y  la  résolution  n'aurait  aucune  diflîculté/ 
■arcequ'il  ne  s'agirait  que  de  prendre  des  deux  côtés  la  racine 
|Darrée. 

G3a.  Mais  il  est  clair  que  xx  -f  px  ne  saurait  être  un  quarré, 
puisque  nous  avons  vu  plus  haut  que  si  une  racine  est  de 
termes^  par  exemple  x  -f-  /^  >  son  quarré  contient  toujours 
trois  termes ,  savoir^  outre  le  quarré  de  chaque  partie ,  encore 
ie  double  du  produit  des  deux  parties;  c'est-à-dire,  que 
quarré  de  x  +  /i  est  xx  +  anx  +  nn.    Or  nous  avons 

éjà  d'un  côté  xx  -f-  px  ,  nous  pouvons  donc  regarder  xx 
comme  le  quarré  de  la  première  partie  de  la  racine  ,  et  il 
Ëuit  en  ce  cas  que  px  représente  le  double  du  produit  de  \a. 
première  partie  x  de  la  racine  par  la  seconde  partie  ;  parcon- 
fléquent  cette  seconde  partie  doit  être  |  p  ,  et  en  effet  le 
qnarré  de  x  -f-  -J  p  se  trouve  être  xx"  -f-  px  +  -jpp. 

G^.  Or  XX -|- px -f- i  pp  étant  un  quarré  complet  qui  a, 
pour  racine  x+  ^p,  si  nous  représentons  i^otre  équation  paj: 

xx+px=ç, 

nous  n'avons  qu'à  ajouter  de  part  et  d'autre  \pp  ^  ce  qui  nous 
donne 

xx  +  px  +  i^pp  =  q  +  îpp, 

dont  le  premier  membre  est  effectivement  un  quarré  ,  tandis 
que  le  second  ne  renferme  que  des  quantités  connues.  Si 
donc  nous  prenons  des  deux  côtés  la  racine  quarrée ,  nous 
trouverons 

et  soustrayant  7  p ,  nous  obtenons 

^=—\p  +  V\pp  +  q^ 

et  comme  toute  racine  quarrée  peut  être  prise  soit  affirma- 
tivement  ^  soit  négativement  ^  nous  aurons  pour  x  deux  ya^ 
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leurs  exprimées  de  cette  manière  ; 


634*  TeUe  est  la  formule  qui  contient  la  règle  d'après  laqui 
tputes  les  équations  du  second  degré  peuvent  être  résolues 
et  il  sera  bon  d'en  imprimer  la  substance  dans  la  mémoire 
afin  qu'on  n'ait  pas  besoin  de  répéter  à  chaque  fois  toul 
V^pération  que  i^ous  venons  de  faire.  On  pourra  toujours  or«i 
donner  l'équation  de  façon  que  le  quarré  de  oçx  se  trou^ 
feul  d'un  côté ,  et  qu'ainsi  l'équation  ci-dessug  ait  la  forme 

XX  ÎS  — pX  -f-  9  ; 

où  rpQ  Toit  9lQr«  «Wr-le-diamp  que 

635.  La  règle  générale  que  nous  déduisons  de  là  pour  ré-* 
•oudre  l'éqi^itioQ 

xx  =  '^px  +  q,  [^ 

consiste  donc  en  ceci  :  .  *  ' 

Que  la  quai^tité  inconnue  x  est  égale  à  la  moitié  du  nombrt  ^ 
qui  multiplie  x  dans  Tautre  membre  de  l'équation,  plus  on 
moins  la  racine  quarrée  du  quarré  du  nombre  que  l'on  vient 
de  dire ,  ajouté  à  la  quantité  connue  qui  forint  le  troisièint 
terme  de  l'équation. 

Ç'e^  ^insi  que  si  on  avait  l'équation 

on  dirait  aussitôt  .que 

a;  =  3±:V/9T7  =  5=t4> 
d'où  résultent  ces  deux  valeurs  de  x^ 
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Pareillement  Téquation 

xxt=z  lox— g 
donnerait 

ceflt-à-dire  que  les  deux  valeurs  de  x  sont  9  et  i. 

r  636.  On  se  mettra  encore  mieux  au  &it  de  cette  tègle  em 
âstinguant  les  cas  suivans^  '''-  P  nombre  pair  ;  a^.  p  nombre 
impair ,  et  3" .  p  nombre  rompu. 

Soit  1*.  p  un  nombre  pair,  et  Téquation  telle  que 

rcj:  =  api?  "-!-</, 
on  aura 

x-=zp±,  \/pp  +  q. 
Soit  a*,  p  un  nombre  impair,  et  Téquation 

a?x=px*4~  9  i 
on  aura 

^t  puisque 

4PP+9  = ^ » 

OQ  pourra  extraire  la  raclâe  quarrée  de  ce  dénominateur,  et 

«crire 

^-^»^-t,./pp  +  4?_P=faV^PP  +  4^ 

X"^  ipIE =  '  -» 

EnGn  3*.  Soit  p  une  fraction ,  on  pourra  résoudre  Téqua- 
tion  de  la  manière  qui  sidt  :  qne  l'équation  en  question  soit 

celle-ci ,  ' 

L     I                         bx  .  c  . 
axxzzzbx^c,  ou  xxz=s f--. 


a       a 

3 
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on  aura^  par  la  règle , 


aa      "      Àaa      a 


Or 


=-±1/ 


bb  +  4^c 


où  le  dénominateur  est  un  quarré  ;  ainsi 

_b±.\/bb  +  4ac' 


637.  L'autre  voie  qui  conduit  à  la  résolution  des  équati 
du  second  degré ^  mixtes^  est  de  les  transformer  en  des  éq 
tions  pures.  Cela  se  fait  en  substituant  ^  par  exemple ,  à 
r  équation 

XX  =  px  "f-  ^  > 

,     à  la  place  de  l'inconnue  x ,  une  aiutre  inconnue  y ,  telle  < 

au  moyen  de  quoi,  lorsqu'on  a  déterminé j^,  on  trouve  aui 
tôt  la  valeur  de  x. 

Si  nous  faisons  cette  substitution  de  jf  + 1  p  à  la  place  de 
nous  avons 

parconséquent  notre  équation  se  change  en  celle-ci  : 

yy+py+ipp=py+lpp  +  <i> 

qui  se  réduit,  en  soustrayant  py  y  d'abord  à 

yy  +  jpp=ipp+9'> 

et  ensuite ,  en  soustrayant  jpp,  k 

yy=\pp  +  <}' 


\ 
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Celle-ci  est  une  équation  du  second  degré  pure  ^  de  laquelle 
DU  déduit  immédiatement 

Or  puisque 

on  a  

x^ip±,\/ipp  +  q, 

ainsi  que  nous  Tayons  trouva  ci-dessus.  Il  '  ne  nous  reste  donc 
qu'à  éclaircir  cette  règle  par  quelques  exemples. 

638.  Première  question.  J*ai  deux  nombres  ;  l'un  surpasse 
l'autre  de  6^  et  leur  produit  estgi.  Quels  sont  ces  nombres? 

Si  le  plus  petit  est  x  ,  l'autre  est  or  -f-  6  ^  et  leur  produit 

gi  =xx  -J-  Sx. 

Soustrayant  &r^  il  reste 

XX=zQl  — 6x, 
et  la  règle  donne 

a?  =  — 3±:  V/9+9i=  — 3ihio; 

ainsi 

x^^y  et  a:  =  — i3. 

Réponse.  La  question  admet  deux  solutions  : 

Suivant  l'une ,  le  plus  petit  nombre  x  est  =  7 ,  et  le  plus 
grand  x  +  6  =  i3. 

Suivant  l'autre ,  le  plus  petit  nombre  a;=—  i3 ,  et  le  plus 
grand  x  +  6=:z  —  7. 

639.  Seconde  question.  Trouver  un  nombre  tel  que  si  de 
«on  quatre  on  retranche  9 ,  on  obtienne  un  nombre  qui  soit 
d'autant  d'unités  au-dessus  de  100^  que  le  nombre  cherché  est 
au-dessous  de  a3. 

Soit  le  nombre  cherché  =x;  je  rois  que  xx  —  9  surpasse 

4 


im. 
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100  de  XX  -^  109.  Et  puisque  x  est  au  -dessous  de  aS  —  x, 
j*aurai  cette  équation  : 

XX  — ^  iog  =à  23  —  X. 
Donc 

XX  :±=  —  X -f-^  1 32  , 
et  par  la  règle 

Ainsi 

x=ii   et  x=:  — 12. 

Réponse.  Lorsqu'on  ne  detnftnde  qu'un  iioâibre  positif,  ce 
nombre  cherché  est  11,  dont  le  quarté  moins  g  est  112,  et 
parconséquent  de  la  plus  grand  que  100^  de  même  que  11 
est  de  12  plus  petit  que  23. 

640.  Troisième  question.  Trouver  un  noml>i'6  tel  que  à 
on  I^ultiplie  sa  moitié  par  son  tiers  ^  et  qu'au  produit  on 
ajoute  la  moitié  du  noihbre  qu*oïi  cherche ,  le  résultat  soit  3o. 

Qu'on  suppose  ce  nombre  =  x ,  sa  moitié  multipliée  par  p 
çon  tiers  ,  fetà  ^xx;  H  fiant  doiifc  que 

\  XX  -[--'*  =  3o. 

Multipliant  par  6,  on  a  - 

àîx  +  Sxi±=i8ô, 
ou 

jèiîSsw^Sx  ^  i8o»    . 
ce  qui  donne 

Parconséquent  x  est  ou  =  1 2 ,  ou  égal  —  1 5. 

641 .  Quatrième  question.  Trouver  deux  nombres  qui  soient 
en  proportion  double ,  et  tels  que  si  on  ajoute  leur  somme  à 
leur  produit^  on  obtienne  go. 


y 
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Soit  raû  des  nombres  -=1  x  yle  plus  grand' sera  sn  fxx  ,  leur 
jroduit  sera  i=  2xx,  et  si  on  y  ajoute  5x  ou  leur  somme ,  la 
louyelle  somme  doit  faire  90.  Ainsi 

2JCJ:  +  3ap  =  90 ;  2xx  =  90  —  3x ;  a;x  =  —  ïX+45> 
ïoà  Ton  tire 

Parconséquent 

a;  =  G,  ou  x  =  **-7}. 

€4^.  Cinquième  question.  Un  maquignon  qui  a  acheté  un 
cheval  pour  certain  nombre  d*écus,  le  revend  pour  11g  écus, 
et  il  gagne  autant  pour  cent  écus,  que  le  cheval  lui  a  coûté. 
On  demande  ce  qu'il  en  avait  payé  ? 

Supposons  que  le  cheval  ait  coûté  x  écus  ;  comme  le  maqui- 
gnon y  gagne  x  pour  cent,  on  dira  :  si  100  donnent  le  profit  x  : 

I 

XX  XX 

que  doime  xl  Réponse  ,  — .  Puis  donc  qu'il  a  gagné  —  et 
que  le  cheval  lui  coûte  x  écus  d'achat ,  il  faut  qu'il  l'ait  vendu 

XX 

pour  X  +—  ;  donc 

100 


+    XX 
=  110. 
100    ^ 

Soustrayant  x ,  on  a 

XX 

•=  — 37  +  119; 

100       '   ^ 

et  multipliant  par  100,  il  vient 

orxt^—  100X+  11900. 
Appliquant  maintenant  la  règle,  on  trouve 
x^= — 60  ±:  v/â5oo-|- 1 1 900  = — 5o±:V^i44oo= — 5o±:i2o. 
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Réponse,  Le  cheval  a  coûté  70  écus ,  et  puisque  le  mac 
gnon  a  gagné  70  pour  cent  en  le  revendant  ,  le   profit 
avoir  été  de  49  écus.  Le  cheval  doit  ,  parconséquent ,  av( 
été  revendu  en  effet  pour  70  +  49  >  c'est-à-dire  pour  1 19  éci 

G43.  Sixième  question.  Quelqu'un  achète  un  certain  nombx 
de  pièces  de  drap  ;  il  paie  pour  la  première  a  écus  ;  pour 
seconde  ,  4  écus  ;  pour  la  troisième  ,  -6  écus ,  et  de  même  toi 
jours  2  écus  de  plus  pour  les  suivantes  *,  et  toutes  les  pièce 
ensemble  lui  coûtent  110  écus.  Combien  y  avait-il  de  pièces 

Soit  le  nombre  cherché  =  a;  ;  et 

pour  la  1^'',  2^«%  3^"»',   4^'"%      5^"»', . . . .  x^'»^ 
il  paie     2,      4>       6>       8  10, 20?  écus. 

H  s'agit  parconséquent  de  sommer  la  progression  aritfamé^ 

tique  2+4  +  6+8  +  10-1- 2r,  qui  est  de  x  termes , 

afin  d'en  déduire  le  prix  de  toutes  les  pièces  de  drap  pris 
ensemble.  La  règle  que  nous  avons  donnée  plus  haut  p 
cette  opération ,   exige  qu'on  ajoute  le  dernier  terme  et  1 
premier.  La.  somme  est  2.r+2*,  qu'on  multiplie  cette  somnn 
par  le  nombre  des  termes  x  ,  le  produit  est  2.'  x  +20:;  qu* 
divise  enfin  par  la  différence  2,  le  quotient  est  xjc+o:,  c'e 
la  somme  de  la  progression;  ainsi  Ton  a 

XX  +  X  =  1 1  o ;  donc  XX  =  —  07+  110, 

et  .  ■       [' 

I 
t  »* 

Réponse,  Le  nombre  des  pièces  de  drap  achetées,  est  10.  j^ 

644*  Septième  question.  Quelqu'un  a  acheté  plusieurs  pièces", 
de  drap  pour  180  écus.  S'il  avoit  reçu  pour  la  même  somme 
3  pièces  de  plus,  il  aurait  eu  la  pièce  à  meilleur  marché  de  ' 
5  écus.  Combien  a-t-il  acheté  de  pièces  ? 

Faisons   le    nombre   cherché  z=z  x  ,    chaque   pièce    aura. 


* 
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180 

Lcoûté  réellement écus.  Or  si  Tacheteur  avait  en  X  +  5 

pièces  pour  180  écus,  la  pièce  lui  serait  revenue  à — -^écus; 

et  puisque  ce  prix  est  moindre  de  3  écus  que  le  prix  réel^  il 
faut  que  nous  ayons  l'équation 

180   _i8o      g 


^    Multipliant  par  x ,  nous  ayons 

180a: 


m 

;r  +  3-^°"-^*' 

? 

1 

r 

divisant  par  3,  Ton  a 

1 

1 

Gox       ^ 

multipliant  par  âr  -|-  3 , 

* 

Gox  =  180  +  670:  —  xx  ; 

-• 

ajoutant  xx, 

•   r 


xx-|-6ox^  i8o-f-57x; 
soustrayant  Gox, 

XX  =  —  3x  -f- 180. 
La  règle  donne  parconséquent 

x  =  -.|  +  V^f+l8o,  ou  x  =  —i+^  =  i2. 

Réponse.  On  a  acheté  pour  180  écus  13  pièces  de  drap  à 
1 5  éciis  la  pièce ,  et  si  on  eût  obtenu  3  pièces  de  plus ,  savoir 
i5  pièces  pour  180  écus,  la  pièce  ne  serait  revenue  qu'à  la 
écus^  c'est-à-dire,  à  3  écus  de  moins. 
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645.  Huitième  question.  Deux  marchands  entrent  en  scK 
avec  un  fonds  de  100  écus;  Tun  d'eux  laisse  son  argent  dai 
société  pendant  trois  mois ,  Vautre  laisse  le  sien  pendant  c 
mois,  et  chacun  retire  99  écus  de  capital  et  d'inté  éts. 
demande  quelle  part  chacun  ayait  fournie  au  fonds? 

Supposons  que  le  premier  Associé  ait  mis  x  écus^  Vautres 
contribué  de  100  — a:.  Or  celui-là  retirant  99  écus,  son  pi 
est  99  -  X  ,  qu'il  aura  acquis  en  trois  mois  avec  le  capital 
et  puisque  le  second  retire  pareillement  99  écus  ,  son  profit 
a:  -—  2  ,  qu*il  aura  acquis  en  deux  mois  de  temps  avec 
capital  100 — jc  ;  et  il  est   clair  que  le  profit  de  ce  seo 

Oi!Z7  ^^  3 

Associé  eût  été    ■  ,  s'il  était  resté  trois  mois  dans  la 

a 

ciété.  Maintenant    comme  les  profits  acquis  dans  le  m( 

temps  sont   proportionnels    aux   capitaux ,  nous  avons  i 

demment 

x!  99  —  x=  100 —  X  : . 

L* égalité  du  produit  ded  extrêmes  et  de  celui  des  moye 
donne  l'équation. 

5 XX  —  3x  , 
1 =9900  — i99x  +  a:x; 

mtdtipliant  par  a  ,  nous  aurons 

3xx  —  3a?  =  19800 — 398X  -}-  2XX  ; 
soustrayant  2xx , 

xx— 3j:r=  igSoo— 398X; 

ajoutant  5x , 

XX  3=  19800— îgSx, 
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$  Donc  par  la  règle 

^.        395      I   X  i5fa'oa5  ,  7.9aoo_    SgS     485_9o_   . 

Réponse.  Le  premier  a  mis  4^  écus  ,  et  Tautre  65  écus; 
premier  ayant  gagné  en  trois  moi»  54  écus  ,  aurait  gagné 
im  mois  18  écus  ;  et  le  second  ayant  gagné  en  deux  mois 
écns  ,  aurait  gagné  en  un  mois  22  écus  :  or  ces  deux  profits 
Nt'accordent  ;  car^  si  avec  45  écus  on  gagne  18  écus  dans  un 
jjDois  de  temps ,  on  gagnera  dans  le  même  temps  sa  écus  avec 
£5  écus. 

64s.  Neuvième  question.  Deux  Paysannes  portent  ensemble 
100  œufs  au  marché  ;  Tune  en  porte  plus  que  l'autre ,  et  cepen- 
dant le  produit  est  le  même  pour  Tune  et  pour  l'autre.  La  pre- 
mière dit  à  la  seconde  :  Si  j'avais  eu  tes  œufs ,  j'aurais  retiré 
i5  sous.  L'autre  lui  répond  :  Si  j'avais  eu  les  tiens ,  j'aurais 
ïetiré  6  -^  sous.  Combien  d'œufs  chacune  a-t-elle  portés  au 
marché? 

Que  la  première  ait  eu  x  œufs ,  la  seconde  en  aura  eu 

Puis  donc  que  celle-là  eût  vendu  loo  —  a?  œufs  pour  1 5  sous, 
«n  fera  la  règle  de  trois  suivante  : 

-  i5a; 

100  —  xl  i5  =  x  : sous. 

100  —  X 

De  même  puisque  la  seconde  eût  vendu  x  œufs  pour  6  fsous, 
on  trouvera  combien  100  —  x  œufs  lui  eussent  rendu,  en 
disant 

.  10  aooo —  20X 

a:  :  ^  =  100  —  a;  : . 

*  ùx 

Or  les  deux  Paysannes  ont  retiré  autant  d'argent  l'une  que 
Vautre  ;  nous  avons  parconséquent  l'équation , 

iSjc  aooo  -  aoo: 

100 — x  3x        * 
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qui  se  réduit  à  celle-ci ,  .    "^     ^* 

si5xx  =  flooooo  —  4^oox  ; 

et  eiiEn  à  celle-ci , 

xa;  =  —  iGox  -f-  8000  ; 
d'où  l'on  tire 

x=— 80+  V^  6400  +  8000= — 80+120=40. 

Réponse.  La  première  Paysanne  avait  4o  œufs  ,  la  seconde 
en  avait  60  ^  et  chacune  a  retiré  10  sous. 

647.  Dixième  question.  Deux  Marchands  vendent  chacun 
d'une  certaine  étoffe  ;  le  second  en  vend  3  aunes  de  plus  que 
le  premier ,  et  ils  tirent  ensemble  35  écus.  Le  premier  dit  au 
second  :  J'aurais  retiré  de  votre  étoffe  24  écus  *,  l'autre  répond, 
et  moi  j'aurais  retiré  de  la  vôtre  la  écus  et  demi.  Combien 
d'aunes  avaient-ils  chacun  ? 

Supposons  que  le  premier  ait  eu  x  aunes  ;  le  second  aura  eu 
a;  +  3  aunes.  Or  puisque  lé  premier  eût  vendu  a:  +  3  aune» 

pour  24  ^cus ,  il  faut  qu'il  ait  retiré  — ^^  écus  de  ses  x  aunes. 

Et  quant  au  second ,  puisqu'il  eût  débité  x  aunes  pour  1 2  -  écus, 

QDX  -4-  7D 

il  faut  qu'il  ait  vendu  ses  a;  +  3  aunes  pour ^  ;  ainsi 

la  somme  totale  qu'ils  ont  retirée ,  est 

24X        Q5r  +  75_gg 
a;  +  3  2x 

écus.  Cette  équation  se  réduit  à 

0:07  =  200;  —  75,   d'où  a;=  lodz  {/  100 — .j5-=z  lodzS. 

Réponse,  La  question  a  deux  solutions  :  suivant  la  première, 
le  premier  Marchand  avait  i5  aunes  ^  et  le  second  en  avait  18  ; 
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puisque  celuî-là  eût  vendu  1 8  aunes  pour  24  écus  ,  il  aura 
renau  ses  i5  aunes  pour  20  écus  ;  le  second  ,  qui  eût  vendu 
i5  aunes  pour  12  écus  et  demi  ,  aura  vendu  ses  18  aunes  i5 
;  donc  en  effet  ils  ont  tiré  35  écus  de  leur  marchandise. 

I 

^  Suivant  la  seconde  solution ,  le  premier  Marchand  avait  5  au- 
lnes, et  l'autre  8  aunes  ;  ainsi,  puisque  le  premier  eût  débité 
Saunes  pour  ^4  écus,  il  aura  retiré  i5  écus  de  ses  5  aunes  ;  et 
Kmisque  le  second  eût  vendu  5  aunes  pour  1 2  écus  et  demi , 
ïmes  18  aimes  lui  auront  rendu  âo  écus.  La  somme  est  encore 
S5  écus. 
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CHAPITRE    VIL 

De  ^extraction  des  Racines  des  nombre; 

polygones. 


648.  Il  o  U  s  ayons  fait  voir  plus  haut  comment  on  doit  di 
miner  les  nombres  polygones  ;  or  ce  que  nous  ayons  no: 
alors  un  côté ,  s'appelle  aussi  une  racine.  Si  donc  on  inc 
la  racine  par  x ,  on  trouyera  ce  qui  suit  pour  tous  les  non 
polygones  : 

ûcoc^^^  oc 
le  III     gone  ,  ou  le  triangle^  est  — -^ — , 

le  IV      gone,  ou  le  quarré,  xx, 

le  V        gone —  . 

le  VI      gone 2x0;  —  x, 

«  DXX  ■■"  OX 

le  VII     gone , 

le  VIII  gone 5xx  —  2x  , 

k/  XX  ^^"  \jOC 
IX       gone -L 

2 

le  X        gone ^x  —  Zx , 

,  (m  —  a)xx  —  (m  — 

le  m       gone î:^ ^ 

2 

649 •  Nous  avons  montré  qu'il  est  facile,  par  le  moj 
ces   formules,  de  trouver,   pour   ime   racine  donnée 

co: 
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conque  ^  un  nombre  polygone  cherché.  Mais  lorsqu'il  s*agit 
le  trouver  réciproquement  le  côté,  ou  la  racine  d'un  poly- 
gone dont  on  connaît  le  nombre  des  côtés  ^  l'opération  est  plus 
difiEcile  et  demande  toujours  la  résolution  d'une  équation  du 
second  degré.  Cela  fait  que  cet  article  mérite  d'être  traité 
ici  séparément.  Nous  le  ferons  par  ordre,  en  commençant 
par  les  nombres  triangulaires ,  et  passant*  de  là  à  ceux  d'un 
plus  grand  nombre  d'angles. . 

65o.,Soit  donc  gi  le  nombre  triangulaire  donné,  et  duquel 
on  cherche  le  côté  ou  la  racine. 

Si  nous  faisons  cette  racine  =  x ,  il  faut  qu'on  ait 

ccx  •4-x  rt  o 

— •■ =91;  ouxx  +  a:=i82,  etxjr  =  — a:+ 18a, 

et  parconséquent  que 

i  .  

a7=— 1+  v/i  +  i82=-i+  v/H^=-^  +  ¥  =  i3. 

Nous  en  concluons  que  la  racine  trigonale  cherchée  est  i3  ; 
car  le  triangle  de  i3  est  91. 

65 1.  Mais  soit  en  général  aie  nombre  trigonal  donné,  et 
^'on  en  cherche  la  racine. 

Si  on  la  fait  =  x,  on  a 

XX  ^^x 

• —  =  a,  ouxx-j-xr^aa; 

a 

donc  * 

XX  =  —  X  +  2^  > 

et  par  la  règle , 

1  j.  i/T-r-  ""  ^  +  v/87+T 

Ce  résultat  donne  la  règle  qui  suit  ;  pour  trouver  une  racin« 
trigonale ,  il  faut  multiplier  par  '8  le  nombre  trigonal  donné  , 

Y 
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ajcmter  i  au  produit ,  e^ttdre  la  tsttme  fle  b  tomftia ,  iMnd*  Ji 
traire  i  âe  cette  racine^  et  diyiset  enfin  le  reste  par  a. 

C5fi.  Oa  voit  ipar  làcjue  tous  les  noudireâ  trigonanx  jom 
de  tette  prorpriété^  que  ei  on  le«  multiplie  par  8^  et  qu^on  ajoute 
INnîté  au  produit^  la  «omme  est  toujours  un  quarré  :  la  petite 
tdslfe  qw  «lit  eu  diMiae  quelques  exemples. 

Triangles  :   i,  3,   G,  lo,  i5,   21,  ô^,   36,   if5,   55>  «ItL  ^ 
8foî8+i  :  i9,î25,49>«i>ï^^ï69,irt5,ïi89,SSi,44i>«tc. 


On  remâi^^ttera  qae  «I  k  nond)re  idcmaé  «  œ  «aXis&k  pai  à 
cette  condition ,  c'est  signe  que  ce  n'est  pas  un  nombre  trigonal 
réel)  tm  )|a*oa  ne  pe«it«n  indiquer  une  racine  radonn^fie. 

653.  Qu'on  cherche ,  suivant  cette  règle ,  la  racine  trigonale 
de  210  y  on  aura  a  =  210,  et  8a  -f-  ^  =  1681  doint  la  roône 
quarrée  est  41  \  d'où  Ton  voit  que  le  nombre  210  est  réellemeat 

triangulaire,  et  que  sa  racine  est =^^ =±=  20.  Mais  si  oa 

donnait  pour  trigonal  le  nombre  4^  et  qu'ion  proposât  d^ieft 

1/33 
assigner  la  racine ,  elle  se  trouverait  =: \,  et  parcon- 

séquent  irrationnelle  ;    cependant  m  trouve  réeUemeat  h 

1/33 
triangle  de  cette  racine  —  -^  | ,  de  la  'manière  ^Jui  *uft  : 

Puisque 

1/33— 1  17-^1/33 

2        '  a        * 

et  en  ajoutant  x,  la  somme  est 

et  parconsécpient  le  triangle ,  ou  le  nombre  trigonal 

xx^x 


^nva»^ 


=4. 


•c 


1' 
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fi^  Les  iioa&MB  tétxagones  étasN:   les   normes  que  les 
Ifpmés,  ne  peuvent  faire  aucune  diificulté.   Car  supposons  le 
sombre tétragone  donné =a>  et  saxacine  cherchée  =x,  nous 
«irons 

XX  =  a,  d'où  x=  v/a; 

de  sorte  que  la  racine  quarrée  et  la  racine  téti^gone  soirt  la 
même  chose. 

65S.  Passons  donc  aux  nombres  pentagones. 

» 

\      Soit  aa  un  nombre  de  cette  espèce  ^  et  x  sa  racine  ;  il  fau* 
[  draque 

=  aa ,  ou  3xx  —  x  =r  44  ^  ^^  ^^  =  I  «^  +  y  • 

E  On  tire  de  U 

\    ai—L^x/^jiSJ    oux  — L±J^~.a.*'  — ^ 

\ 

^      Donc  4  eât  la  racine  pentagone  du  nombre  aa. 

[       656.  Qu'on  propose  maintenant  la  question  :  étant  donné  le 
[   pentagone  a ,  trouver  sa  racine. 

•09ttt  zacine  z=  x^  on  aura  T-éqfiaftàoa 


3xx— X  -  .       ,  aa 
:=a,  ou  oxx  — x;=^a,,  oaa  jeu: ^=  | ic  + -^  : 

2  ô  . 

d'où  Ton  déduit 


a: 


Lors  donc  que  a  est  un  pentggojie  elFectif  ^  il  ikui  que  u^  4"  J- 
iOit  un  <^arré. 

a 


54o  £  L  É  M  E  N  8 

Que  33o  soit;  par  exemple >  le  pentagone  donnée  la  racoe 
lera 

65/.  Soit  à  présent  a  un  nombre  hexagone  donné;  et  cp'oa 
en  cherche  la  racine. 

Si  on  la  suppose  =:  a; ,  on  aura 

d'où  l'on  tire 

1  +  /Sa  +  i 


ï 


a; 


=  5+|/r»  +  ra=: 


Ainsi  pour  que  a  soit  réellement  un  hexagone ,  il  faut  que 
8a  r)- 1  devienne  un  quarré  ;  d'où  l'on  voit  que  tous  les  nombres 
hexagones  sont  compris  dans  les  trigonaux  ;  mais  il  n'en  est  pas 
de  même  des  racines. 

3 

Soit;  par  exemple ,  le  nombre  hexagone  i52a5  :  sa  racine  sera 

4 

658.  Supposons  a  un  nombre  heptagone  duquel  il  soit  quei-  I 
tion  de  trouver  le  côté  ou  la  racine. 

Soit  cette  racine  =  x  :  on  aura  ' 

hxx  —  5x  .       .  • 
-^ =  fl;  o\ixx=\x+\a, 

ce  qui  donne 

Tous  le9  nombres  heptagones  ont  parconséquent  la  propriété 
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({De  si  on  les  multiplie  par  4o  et  qu'on  ajoute  q  an  produit^  la 
somme  est  toujours  im  quarré. 

Soit^  par  exemple^  le  heptagone  âo5g  ;  on  trouvera  sa  racine 

10  lO  ^ 

669.  Qu'on  entende  par  a  un  nombre  octogone  duquel  oa 
ireuille  trouver  la  racine  x. 

On  aura 

3a7j?«^âx  =  a;  oua;x=f  x-{- i-a» 
d'où  résulte 

îToos  les  nombres  octogones  sont  tels ,  par  conséquent,  que  si 
^  on  les  multiplie  par  3,  et  qu'on  ajoute  l'unité  au  produit,  la 
tomme  est  constamment  un  quarré. 

Soit,  par  exemple,  38 16  ou  octogone  ;  sa  racine  sera 

f 

o  5 

\    66o«  Soit  enfin  a  un  nombre  m  gone  donné  dont  il  s'agisse 
[de  déterminer  la  racine  ;  on  aura  cette  équation 

' ^ -ii— ssa,  ou  (/îi— fl)xa:— (m— 4)a:=raa, 


parconséquent 


XX  in  ■  -f-  — ^—  ; 

wi— a      *  /n— a 


Q  en  tire 


3 


■    'J 


54% 
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OU 


ou 


~2(m  — 2)"^K       4(111— a)*  "'^m— a 

a(m— .a)"^!^     4(m— a)*  "*"  4(m— fl)*' 
_  m— 4  +  y/s  (m— a)  g  +  m— 4)* 


a(OT— a) 


Cette  formule  renferme  une  règle  générale  pour  trouver  toute 
les  racines  polygones  possibles  de  nombres  donnés. 

Par  exemplie ,  soit  donné  te  ncmibreXXlT  gone  Soog  ;  poil 
a  est  ici  =3009  et  m  =  a4>  on  a  tu  —  a  ;=  aa  et  m — 4=^' 
donc  la  racine 

ao + v/529584  +  4^0      ao  -f-  7a8' 


►- 
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CHAPITRE    Vm. 

J)ô  p0xtraction  des  Racines  quarrées  des 

Binômes. 

Ml .  Il  00s  coBtld^troBê  de*  l^mtoMs  oompoeis  de  deux  par- 
lies  qui  aeieat  Time  et  rentre  affectées  da  signe  de  ]e  racine 
«{narrée  ^  on  dont  l'nse  au  moiiis  renferme  ce  signe.  Tels  soot^ 
çsr  exemple,  5-f  i/5,  |/8-^|/3,  3— |/5,  etc. 

66a.  La  principale  raison  pour  laquelle  ces  binômes  méritent 
attention ,  c'est  que',  dans  la  résolution  des  équations  du  se- 
cond degré ,  c'est  toujours  à  des  quantités  de  cette  form»  qu'on 
•■  parvi^it,  lorsque  la  résolution  ne  peut  se  £ûre.  Par  exemple, 
l'équation 

«r = Sx  —  4  ^oï"i®  ^  ==  5  + 1^5. 

On  sent  bien ,  parconséquent ,  que  ces  formules  doivent  se 
présenter  fréquemment  dans  les  calculs  algébriques  ;  aussi 
ayons-nous  eu  soin  plus  haut  de  faire  voir  comment  on  doit  les 
traiter  dans  les  opérations  ordinaires  de  l'Addition ,  de  la  Sous- 
traction ,  de  la  Multiplication  et  de  la  Division  ;  mais  ce  n'est 
qu'à  présent  que  nous  sommes  en  état  de  montrer  comment  on 
doit  en  extraire  les  racines  quarrées,  c'est-à-dire,  autant  que 
cette  extraction  est  possible  ;  car ,  quand  elle  ne  l'est  pas  ,  on 
le  contente  de  donner  un  nouveau  ûgne  radical  à  la  quantité. 

!-a  racine  quarrée  de  3  -f-  j/  2  est  v/3  +  ^^  2. 

653.  Il  faut  observer  d'abord  que  les  quarrés  de  tels  binômes 
>nt  aussi  des  binômes  pareils ,  dans  lesquels  même  un  des  ter- 
les  est  toujours  rationnel. 

4 
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Car  qu'on  prenne  le  quarré  de  a  +  |/  6 ,  on  trou 
(aa  +  ^) +^^i^  ^*  Si  donc  il  s'agissoit  réciproquemeni 
prendre  la  racine  de  la  formule  (aa  +  é)  +  sû  l/  b,  c 
trouverait  =a  +  yb,  et  il  est^  sans  contredit^  bien  plusfi 
de  s'en  faire  une  idée  de  cette  manière  ,  que  si  on  avait  t 
plement  mis  encore  le  signe  {/  devant  cette  formule.  De  mê 
si  on  prend  le  quarré  de  |/a  -f-  >/  é ,  on  trouve  (a+6)  +  2  j/ 
donc  réciproquement  la  racine  quarrée  de  (a-f-^)+âV 
sera  v/a  +  V^  ô,  laquelle  sera  pareillement  plus  facile  à  sa 
que  si  on  se  contentait  de  mettre  le  signe  {/  devant  la  quan 

664-  Il  s*agit  donc  principalement  de  déterminer  un  ca 
tère  qui  puisse  faire  reconnaître  dans  tous  les  cas ,  si  une  ' 
racine  quarrée  a  lieu  ou  non.  Nous  commencerons ,  dan: 
dessein^  par  ime  formule  facile,  en  cherchant  si  on  peut 
signer  ,  dans  le  sens  que  nous  avons  dit  ^  la  racine  quarré( 
binôme  5  -f"û|/6. 

Supposons  donc  que  cette  racine  soit  \/x  ^  \/ y  ;  le  qu 
en  est  (aj+J')  +  ^  |/xy,  et  il  doit  être  égal  à  la  fori 
5  +  21/6.  Parconséquent  la  partie  rationnelle  x  -{-y 
être  égale  à  5 ,  et  la  partie  irrationnelle  a  v'  oy  dbit  être  k 
à  2  1/  6.  Cette  dernière  égalité  donne 

]/a^=^6j  etay  =  S. 
Or  puisque 

a;+j^=5,   ona^=5— a:, 

et  cette  valeur  substituée  dans  Féquation 

xy=iQy 
produira 

bx  —  xjc  =  6,  ou  XX  =  bx —  6. 
Donc 

Ainsi  a:=:3  et^=2  :  d'où  nous  concluons  que  la  racine  qua 
de5+ai/6  est  \/5+\/2. 
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665,  Comme  nous  ayons  trouvé  ici  les  deux  équations  y 


1**.  a?+^  =  5;   a®.  ay  =  G; 


lous  allons  indiquer  une  voie  particulière  pour  en  tirer  les  ya- 
eurs  de  x  et  de  y. 

Puisque 

x+y=5, 

^'on  prenne  les  quarrés 

XX  -f-  2xy  -^yy  =  26  ; 

faisant  attention  maintenant  que  a;a?— axy +^jr  est  le  quarré 
de  x^-~y  y  qu'on  soustraie  de, 

XX  +  aoTy  -^yy  ^  25 

l'équation  xy  =  G  prise  quatre  foi»,  ou 

alin  d  avoir  -  . 

XX — ^xy  +yy  =  1  ; 

car  prenant  à  présent  les  racines ,  on  a 

X  — y  =  1  ;  d'ailleurs  x  +  j'  =  5  , 

donc 

x  =  3   etj'^sfl. 

Donc  la  racine  quarrée  de  5  +  ^  l/  6  est  v/  3  +  l/  2. 

G6G.  Considérons  le  binôme  général  a  +  1/  i  ,  et  supposons! 
sa  racine  quarrée  =  v/  x  +  y^ y ,  nous  aurons  l'équation 

ainsi 

x+J'  =  a,  et2i/xy  =  j/6,   ou  4xj^  =  i  ; 

« 

soustrayant  ce  quarré  du  quarré  de  l'équation 

X  +  J'  =  a  ,   ou  de  XX  +  2xy  -^-yy  =^  oa  : 
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il  reste 

dont  la  racine  quarrée  est 

Or 

nous  ayons  donc 

a+t/oéi  —  b                B"^  y  aa  —  b 
X  = : et  y  = ' , 

et  parconséquent  la  racine  quarrée  cherchée  de  a  -f-  K'  ^> 
I    y^  a  +  j/aa  — ^       |  y<    a  —  V^oa  —  b 

K   5 +K j^- 

6S7.  Nous  conviendrons  que  cette  formule  est  plus  com 
quée  que  si  on  eût  mis  simplement  le  signe  radical  |/  dev 

le  binôme  donné  a  -f  l/  A  >  et  qu*on  eût  écrit  V^  a  +  V 
Mais  considérons  que  ladite  formule  peut  se  simplifier  be; 
coup ,  lorsque  les  nombres  a  et  A  sont  tels  que  aa  —  b  devi 
un  quarré  ,  puisqu'alors  le  signe  ]/  qui  est  sous  le  si 
|/  se  trouve  éliminé.  Nous  voyons  en  même  temps  qu'on 
peut  extraire  commodément  la  racine  quarrée  du  bine 
a  +  V^  A  *  que  lorsque  aa  —  3  t=  ce  ;  car ,  dans  ce  cds ,  c< 

racine    est    l/?L±f  +  j/^£jllf .   et  que  si  ca - 

n'est  pas  un  quarré  parfait,  on  ne  peut  indiquer  plus  conve 
blement  la  racine  quarrée  de  a  -f-  |/  A ,  qu'en  mettant  le  si{ 
radical  y  devant  cette  quantité. 

GG8.    La    condition   requise    pour    qu'on    puisse    exf 
mer  d'une. façon  plus  commode  la  racine  quarrée  d'un 
nome  a  -f-  j/  A  ,  c'est  que  aa-^b  soit  un  quarré  \  et  si 
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idiqixe  ee  quarré  par  ce ,  on  aura  pour  la  racine  quarrée  en 
uestion  1/^  2_x_f  ^  V/^  .  H  faut  remarquer  de 

lus  que  la  racine  quarrée  de  a  —  ^b  sera 

— -I— _|>^    ;   car  en    prenant  ^e  quarré  de 

o         ,  I    j/^aa' — ce 

cette   formule ,  on  trouve  a  —  a  1/^  , — 7 —  ;   or  puisque 

ce  "=1  aa  —  A j  et  parconséquent qa^cc:=:b y\e même  quarré 

fetrottve  =  a — a  1  X   -=a— =  a — y  o. 

P  669.  Lors  donc  qu'il  s'agit  d'extraire  la  racine  quarrée  d'un 
\  bmome  tel  que  û  +  l^  b  ;  la  règle  est  de  soustraire  du  (piarré 
>  aa  de  la  partie  rationnelle^  le  quarré  b  de  la  partie  irrationnelle  ^ 
de  prendre  la  racine*  quarrée  du  reste  ^  et  nommant  cette  ra« 
(  cme  c^  d'écrire  pour  la  racine  cherchée 


I 


[/îE^i/i 


870.  Çu'on  cherche  là  racine  quarrée  dte  s  -f"  1^3 ,  on  a 
«=»€rt&=3>;  donc  oa — ô=5rcrs  1 ,  d'où  c  =  i  ; 
ainsi  la  racine  cherchée  =  V^  |  +  ï/  7. 

Qu'il    s'agisse   de  trouver  la   racine    quarrée    du   binôme 
ii-|-6  j/a,   on  aura 

a  =  ii,   eti/é  =  6v^a; 
parconséquent 

i  =  36.3=  7a,   etaa— i  =  49  ,  d'oùc  =  7  ; 

et  il  résulte  de  là  que  la  racine   quarrée  de   11+6  J/a  est 
1/9+ «/a,  ou 3+ 1/13. 


l 
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Qu'on  cherche  la  racine  quarrée  de  11  -f-  ^  V^  3o  ;  ici 

a=net^6  =  av/3o; 
parconséquent 

i=4.3o  =  iao,  et  aa  —  6=si,c=i  ; 

donc  la  racine  cherchée  :=  V  6  —  ^5. 

G71 .  Cette  règle  a  lieu  également,  lors  même  que  le  bin 
renferme  des  quantités  imaginaires  ou  impossibles. 

Soit  proposé  ,  par  exemple ,  le  binôme  1  +  4  V^  "^  ^ 
aura 

a  =  i  et)/  b  =  4\/  —  5, 

c'est-à-dire , 

i  =  —  48  et  aa  —  i  =  49  ;    donc  0  =  7, 

et  parconséquent  la  racine  quarrée  qu'on  cherche 

=  V^4  +  i/— 3  =  24-1/  — 3. 

Autre  exemple.  Soit  donné  —  i  +  i  V  —  3  :  nous  avo 

«  =  — i;  KA=M/  — 3,  etft  =  ^— 3  =  — f 

Donc 

aa  —  i  =  :5-4.i=:i,etc=i; 

tt  le  résultat  cherché  est 

Un   autre  exemple  remarquable   est  celui  où  il   s'agi 
trouver  la  racine  quarrée  de  2  v/  —  1.  Comme  il  n'y  a 
ici  la  partie  rationnelle ,  on  aura 

a^zo;  or|/i;=2|/— 1    etb  s=  —  4> 
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)équent  la  racine  quarrée  qu'on  cherche  est  |/ 1  + 1/ —  i 
\/  1  y    et  en  effet  le  quarré  de    cette   quantité  est 
/ —  1 1=2  ]/ — 1. 

Supposons  encore  qu'il  se  présente  une  équation  telle 

xx  =  a  du  V^  6 , 
aa  — -  b'=icc\  on  en  conclura  la  valeur 


^\/--tl±\/'L 


.  peut  être  utile  en  bien  des  cas. 
ty  par  exemple^ 

icx=:  17+  la  v^a  : 
ira 

a?  =  3+ |/8=:3-+.2  v/a. 

5.   Ce   cas  a  lieu  principalement  dans  la  résolution  [dt 
ues  équations  du  quatrième  degré ^  par  exemple^  de 

X*  =:  aaxx  -}-  d. 
i  l'on  suppose 

xx'=^y,  on  SLoc^szzyy^ 

li  réduit  l'équation  donnée  à 

l'on  tire 

y=:a±:  \/aa+d. 
donc 

«xacadz  \/aa+d, 
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et  parconséquent  encore  une  extraction  de  racine  à  faire.  Q 
puisqu*ici 

&B  anra 

&  =:  aa  +  ^  >  d'où  ca  —  &  =  —  A 

Si  donc  —  J  est  un  quarré  comme  ce  ,   c'est-à-dire  ^ 
</  =  —  ce,  on  pourra  assigner  la  raciae  demandée. 

Supposons  qn'^ffectiyMneat 

£ir=— -ce, 
ou  bien  que  l'équation  du  quatrième  degré  proposée  soit 

nous  trouverons  donc 

6'f4'  Nous  rendrons  plus  sensible  par  quelques  exemjik 
ce  que  nous  venons  de  dire. 

1®.  On  cherche  deux  nonAres  dont  le  produit  soit  io5, 
dont  les  quarrés  fassent  ensemble  274* 

Indiquons  ces  deux  iioiniaras  fai  as  ^  y^  nous  aurons  i 
deux  équations  ^ 

1**.  xy  =  io5  ,   a**,  xx  +yy  =  274. 

La  première  donne 

iû5 

tt  cttte  valeur  de  y  éttort  mibBtîttt^  ^asA  la  seconde  équatloi 


CUIf 
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XX  -4 =:  £74. 


3âi 


»11C 


x^  +  io5*  =  274rx,  ou  a;r4  =  ^^j^x  —  loS*. 


Si  nous  comparons  maintenant  cette  équation  avec  celle  de 
iticle  précédent  y  nous  avons 


»nsëqtient 


âa=:;974^  et— cc  =  —  io5*; 


c  =  io5,  et  a  =137. 


trouverons  donc 

9  suit  de  là  que  a?  est  ou  =  i5,  ou  =7.  Dans  le  premier 
jf  =  7  y  âaoe  le  â^dMd  icae  y  t=s  i5.  J)oac  les  deux  hddum 
cherchés  sont  1 5  et  7. 

5.  n  sera  bon  cependant  de  remarquer  que  ce  calcul  peut 

ire   beaucoup  plus  facilement  d'une  autre  manière.  Car 

e  XX  4-  ^xy  +yy  ^  a:i:  —  ft^  ^yy  ^^"^^  ^^^  quarrés ,. 

^que  nous  connaissons  les  valeurs  de  xx  +  yy  et  de  xy , 

8  n*ayons  qu'à  prendre  le  dotdîïe  d^  cette  dernière  qtwm- 

j  l'ajouter  à  la^iremière  et  l'en  soustraire^  comme  on  va 


09  ajoute 


axy  r=:  210 , 
aa?  +  aay+^  =  484. 
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Soustrayant  à  présent  ï^xy ,  il  reste 

d'où  a?— ^  =  8. 

Ainsi 

ax  =  3o  et  ay  =  14 , 

et  parconséquent 

a;  =  i5  etj^  =  7. 

La  question  générale  qui  suit  ^  se  résout  par  la  mêo 
thode. 

2®.  On  cherche  deux  nombres  dont  le  produit  soil 
et  la  somme  des  quarrés  =  n. 

Si  ces  nombres  sont  l'un  =  x,  l'autre  =y ,  on  a  le 
équations  suivantes  : 

1».  xy  =  m  ;    a?,  xx  +yy  =  n. 
Or  fxocy  =.  a/n  étant  ajouté  à  xx  -j-yy  =^n ,  on  a 

xx  +  2xy+yyz=:n  +  am, 
et  parconséquent 

X  +y  =  \/h  ^  am. 
Mais  soustrayant  axy ,  il  reste 

XX  — axy+3y=z=ji  — am, 
d'où  l'on  tire 

x^^yrrzy  n  —  am  ; 
on  aura  donc 

«t 

^=5  V^/i  -f-  ûTT»  — J  v/ji  — am. 
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B'^G.   3**,  On  cherche  deux  nombres  tels  que  leur  produit 
=  35  ,   et  la  différence  de  leurs  quarrés  =  24» 

Soient  le  plus  grand  des  deux  nombres  =x  etleplus  petit  ==y, 
1  aura  les  deux  équations , 

xy  =  35 ,  et  xx  — yy  =  24  ;        . 

:  les  mêmes  circonstances  n* ayant  pas  lieu  ici ,  on  procédera 
u:  la  voie  ordinaire.  La  première  équation  donne 

;t ,  en  substituant  cette  valeur  iey  dans  la  seconde^  on  a 

1225  '     - 

XX =  24. 

XX 

Itipliant  par  xx  y  on  a 

:t7^  —  1225  =  24^x ,  et  a:*  =  24  ^^  +  1225. 

le  second  membre  de  cette  équation  étant  affecté  du  signe  +,  ' 
n  ne  pourra  pas  faire  usage  de  la  formule  donnée  ci-dessus , 
rceque  ce  étant  =3  —  1225,  c  deviendrait  imaginaire. 

Qu'on  fasse  donc 

XX  —^  Z  f 

on  aura 

ZZ  =  24Z  -J-  1225  , 

d*où  Ton  tire 

2i  =  i2±:  V^i44  +  1225,  ou  2=  12 ±37;  . 
parconséquent 

c'est— à-dire 

XX  =  /^Q  ,    XX  =.  —  25.   : 

Si  on  adopte  la  première  valeur ,  on  a 
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Si  on  adopte  la  seconde  yaleur  ^  on  a 


=  V^-.n5,  y^—-^^\/  ^55  =  ^- 


^• 


677.   Nous  terminerons  ce  chapitre  par  lit  question  suivante. 

4".  On  cherche  deux  nombres  tels  qu*3  j  ait  égalité  entre 
leur  somme  ^  leur  produit  et  la  différence  de  leurs  quarrés. 

Soient  x  le  plus  grand  des  deux  nombres ,  et  y  le  plus  petit  ; 
il  faudra  que  les  trois  formules  qui  suivent  ^  soient  égales  entre 
elles:  1*.  la  somme  x-^y  \  a^.  le  produit  ;ry  ;  3*.  la  différence 
des  quarrés  xx  "^yy-  Si  Ton  compare  la  première  avec  la  se- 
conde^ on  a 

ce  qui  donnera  une  valeur  de  x\  car  on  aura 

jr  =  ay  — x  =  a?(jr— 1),  et x= --*^< 
Parconséquent 

X  +  y  =    '^"  ■  et  xy  =    ^^    , 
jf  — 1         •/       y^i 

c'est-à-dire  que  la  somme  est  en  effet  égale  au  produit ,  et 
c'est  à  quoi  doit  être  égale  aussi  la  différence  des  quarrés.  Or 
on  a  ! 


yy  — T*  +  sy 

XX  —  y  v  :=  '^- •—  yy  =  — ^ — ^ — ^ 


faisant  donc  ceci  égal  à  la  quantité  trouvée  -^    ,  on  obtient  ^ 


p^ 
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Uvisant  par  yy ,  fl  Tient 


^  — ^       jy— ûJK  +  i' 

Qultipliant  par  (  j'-^  i  )*,  o»  a 

.  • 

y  — 1!=— j^+ay; 

. .  ' 

>arconséquent 
!^ela  donne 

jr  =  ^3i=i/iHJl;ai-Hl/|  =s 

a      ' 

oa  aura  donc 

k  5—1 

I    Pour  chaisser  la  quantité  soutde  du  ^«nômiaateur  ^  on  mul- 
tipliera les  deux  termed  par  y^  5  +  i ,  et  on  oi^tiendra 

6  +  3  1   5      3+V/5 
4  a 

Réponse.  Le  plus  grand  des  nombres  cherchés,  OU 

3+î    5 
a        * 
6t  le  plus  petit , 

1+1/5 
•^  a 

Ainsi  leur  somme 

x+y  =  sL  +  ^  5-, 

âenr  produit 

:ry=z=a  +  i/5; 

«t  puisque 


7  +  31/5  3  +  1/5 


a 
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on  a  aussi  la  diiFérence  des  quarrés 

678.  Gomme  cette  solution  est  assez  longue^  il  sera  bonde 
faire  remarquer  qu'on  peut  Tabréger.  Qu'on  commence  par 
faire  la  somme  x  -^y  égale  à  la  différence  des  quarrés  xx-^yy, 
on  aura 

x+y  =  xx—yy', 

et  divisant  par  x  '^y ,  k  cause  de 

on  trouve 

1  =x— ^,  d'où  x=j^+  1. 

Parconséquent 

oo+y  —  2y+i  ,xx—yyxay  +  i; 

de  plus  le  produit  Jy  on  yy  -}- y  devant  être  égal  à  la  même 
quantité^  on  a 

yy+y=^y  +  ^>  ouyy=y+i, 

ce  qui  donne ,  comme  ci-dessus , 

1  +  1/5  ' 

y= — :; — • 


G79.  5**.  La  question  précédente  nous  conduit  à  considérer  i 
encore  celle-ci.  Trouver  deuTc  nombres  tels  qu'il  y  ait  égalité  i 
entre  leur  somme ,  leur  produit  et  la  somme  de  leurs  quarrés.  j 

Nommons  x  et  y  les  nombres  cherchés  ;  il  faut  qu'il  y  ait; 
égalité  entre  1^.  x  -hy  >  ^*-  ^>  ^t  3®.  xx  -{-yy- 

Comparant  la  première  et  la  seconde  formule ,  nous  avon* 


f 
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cl*ou  nous  tirons 
parconséquent 

Or  la  même  quantité  équivaut  à  xx  "{^yy  y  ainsi  nous  ayons 


«^'•^  mLm  yy  ziZ     r*r      . 


yy--^y+ 

m 

L  Multipliant  par  yy  —  ijy  +  i ,  le  produit  est 

yi—af-\-ayy^y'--yy,d'oùy*zs^—3yy, 

et  en  divisant  ^àryy,  nous  avons 

jy  =  3y  — 3; 
ce  qui  donne 

parconséquent 

:y-i= __,doux=^-p^î 

et  en  multipliant  les  deux  termes  par  1  —  l/— 3,  le  résultat 
est 

6  — 31/  — 3        3— v/— 3 
4  a 

Réponse.  Donc  les  deux  nombres  cherchés  sont, 

_5— y/— 5         _3±Vj-3 


X 

fl         '  '  a 


.  y 


I 

'    La  somme  est  x  +  j/  :=  3 ,  et  le  produit  oy  =  3  ; 

3 


I. 
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enfin  ^  puisque 

3  — 3l/— 3               3  +  3i/— 3 
xx  = g ,  yy  = , 

la  somme  des  quarrés 

±x  +yy  =  3. 

68o.  On  peut  abréger  conudérablement  ce  calcul  par  ua 
artifice  particulier  qui  est  applicable  aussi  dans  d'autres  cas. 
II  consiste  à  exprimer  les  nombres  cherchés  par  la  somme  et 
par  la  différence  de  deux  lettres ,  au  lieu  de  les  indiquer  par  |^ 
des  lettres  simples. 

Qu'on  suppose  y  dans  notre  dernière  question ,  Fun  des  non»- 
bres  cherchés  ..:.  p-j-  q ,  et  l'autre  xsp'^q  y  leur  somme  sera 
spy  leur  produit  serapp'^qq,  et  la  somme  de  leurs  quarrés  sera 
:=zQpP'\'2qq,  Ces  trois  quantités  doivent  être  égales  entr' 
égalant  d'abord  la  preioièr^  à  la  seconde  ^  on  a 

ap =/3p — qq ,  d'où  résulte  qq:=zpp  —  op. 

Substituant  cette  valeur  de  qq  dans  la  troisième  quantité  j  ^j 
comparant  le  résultat  4pp^^4p  ^^^^  1^  première^  on  trouve 

sp^^p  —  4py  d'oup=?f 

Parconséquent 

1/—5 


W=— T>  et7  = 


2       ' 


de  sorte  que  les  nombres  que  nous  cherchons  sont 

p  +  q  = ,  etp  —  q^ ^ , 


comme  nous  les  avons  trouvés  ci-dessus. 
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CHAPITRE    IX. 
De  la  nature  des  Equations  du  second  degré. 

€81 .  V^  N  a  vu  suiEsamment  par  ce  qui  précède ,  que  les  équa- 
tions du  second  degré  sont  résolubles  de  deux  manières^  et 
cette  propriété  mérite  à  toiis  égards  d'être  examinée^  parceque 
la  nature  des  équations  d'un  degré  supérieur  ne  peut  que  rece- 
voir par  là  beaucoup  de  jour.  £a  examinant  donc  avec  plus 
d'attention  pourquoi  toute  équation  du  second  degré  admet 
nne  double  solution  ;  nous  découvrirons  indiibitablement  une 
propriété  essentielle  de  ces  équations.  • 

682.  Il  est  vrai  que'  nous  avons  déjà  vu  que  cette  double 
[  solution  provient  de  ce  que  la  racine  quarrée  d'un  nombre 

quelconque  peut  être  prise  soit  positivement ,  soit  négative- 
ment :  cependant ,  comme  ce  principe  ne  s'appliquerait  pas 
aisément  à  des  équations  d'un  degré  plus  élevé ,  il  sera  bon  de 
développer  clairement  la  même  propriété  encore  d'ime  autre 
manière.  Nous  prendrons  pour  exemple  l'équation  du  second 
degré  , 

XX  =  i^x  —  35, 

et  nous  donnerons  une  nouvelle  raison,  pour  laquelle  cette  équa- 
tion est  résoluble  de  deux  façons ,  en  admettant  pour  x  les 
deux  valeurs  5  et  7  qui  lui  satisfont  également. 

683.  Il  est  plus  convenable  pour  notre  but,  de  commencer 
par  transposer  les  termes  de  l'équation ,  de  manière  qu'un  des 
membres  devienne  o  ;  cette  équation  prend  parconséquent  la 
forme 

0:0;  —  1  ax -|- 35  =:  o , 
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et  il  s'agît  à  présent  de  trouver  un  nombre  tel  que  si  on 
substitue  pour  x,  la  formule  xx —  iax-|-35  se  réduise  e8Fe 
tivement  à  zéro  ;  il  sera  question  après  cela  de  montrer  pour-i 
quoi  cela  peut  arriver  de  deux  manières, 

G84.  Or  la  chose  se  réduit  à  faire  voir  avec  clarté ,  qu'i 
quantité  de  la  forme  xx — lax +35,  peut  être  envisagée  coi 
le  produit  de  deux  facteurs;  en  effet  la  formule  en  ques- 
tion est   composée  des   deux  facteurs  (x  — 5).(a: — 7). 
Or  puisque  cette  quantité  doit  se  réduire  à  o^  il  faut  aussi  que 
le  produit 

(x-~5).(x  — 7)  =  o; 

mais  un  produit ,  quel  qu'en  soit  le  nombre  de  facteurs ,  de- 
vient =  0,  pourvu  qu'un  de  ses  facteurs  se  réduise  à.o  ;  c'est 
un  principe  fondamental  auquel  il  faut  faire  attention ,  sur-' 
tout  quand  il  s'agit  d'équations  d'un  degré  élevé. 

G85.  On   comprend  donc  aisément ,  que  le  produit 

(x  —  5).  (x  —  7)  peut  devenir^o  de  deux  façons  :  1  ^ .  quand 
le  premier  facteur 

X  —  5  =  0  ; 
2? .  quand  le  second  facteur 

X  — 7=0. 

Dans  le  premier  cas 

x  =  5, 
dans  l'autre  cas 

x  =  7. 

On  voit  donc  très- clairement  pourquoi  une  telle  équation 

XX  —  1 2x  +  35  ^:  o , 

admet  deux  solutions  ;  c'est-à-dire  pourquoi  on  peut  assigner 
pour  X  deux  valeurs  qui  satisfont  également  à  l'équation.  Cette 


Le 


i 
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ison  fondamentale  consiste  en  ce  que  la  formule  xx — i2a:-f-35 
ut  être  représentée  par  le  produit  de  deux  facteurs. 

686.  Les  mêmes  circonstances  se  retrouvent  dans  toutes  les 
quations  du  second  degré.  Car  après  avoir  porté  tous  les 
ermes  d'un  même  côté  ,  on  parvient  nécessairement  à  ime 
bipiation  de  la  forme 

XX — ar-f-ft=:o, 

rt  cette  formule  peut  être  aussi  regardée  comme  le  produit 
le  deux  facteurs  que  nous  représenterons  par  (x — p)  (x^q), 
idépendamment  des  valeurs  de  p  et  de  q.  Or  ce  produit 
levant  être  -=  o  par  la  nature  de  notre  équation,  il  est 
lâir  que  cela  peut  arriver  de  deux  manières  :  en  premier  lieu , 
[lorsque 

X'=p', 

et  en  second  lieu,  lorsque 

07  =  7; 

et  telles  sont  les  deux  valeurs  de  x  qui  satisfont  à  l'équation. 

G87.  Voyons  maintenant  de  quelle  nature  doivent  être  ces 
deux  facteurs ,  pour  que  la  multiplication  de  Tun  par  l'autre 
reproduise  exactement  notre  formule  xx  —  oj?  +  i.  Nous  trou- 
vons, en  les  multipliant  l'un  par  l'autre ,  xx — (p+q)j^-\'Pq'i 
or  cette  quantité  doit  être  la  même  que  xx — ax  -j- b ,  il  faut 
donc  évidemment  que 

p  +  q=za,  etpqz=zb. 

Ainsi  nous  apprenons  cette  propriété  bien  remarquable ,  que 
dans  toute  équation  de  la  forme 

XX  —  ax  -f-  ^  =  o , 

les  deux  valeurs  de  x  sont  telles  que  lem*  somme  est  égale  à  a , 
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et  leur  produit  égal  à  b  ;  d'où  il  suit  que  y  dès  qu'on  cons 
Tune  des  valeurs ,  on  trouve  aussi  Vautre  facilement. 

688.  Nous  venons  de  considérer  le  cas  où  les  deux  vàlti 
de  X  sont  positives ,  ce  qui  exige  que  le  second  terme  de  Téqi 
tion  ait  le  signe  -^ ,  et  que  le  troisième  terme  ait  le  signe  • 
Considérons  donc  aussi  les  cas  dans  lesquels  soit  l'une  on 
deux  valeurs  de  x  deviennent  négatives.  Le  premier  de  ( 
cas  a  lieu^  lorsque  les  deux  facteurs  de  l'équation  donnent 
produit  de  cette  forme  (x — p)  (x-j-ç);  car  alors  les  d< 
valeurs  de  x  sont 

x=p  etxrr  —  fl; 

l'équation  elle-même  devient 

a:x  +  (9  — p)a: — pq-=:o; 

le  second  terme  a  le  signe  + ,  quand  (/  est  plus  grand  que 
et  le  signe  — ,  quand  q  est  plus  petit  que  p  ;  enfin  le  troisiè 
terme  est  toujoui's  négatif. 

Le  second  cas  où  les  deux  valeurs  de  x  sont  négatives , 
donné  par  ces  deux  facteurs  (x  +  p)  (j:^  +•  7)  î  ^^  o°  ^ 

x  =  — p  et  07=  —  <7  ; 
l'équation  elle-même  devient 

^j^  +  (.p  +  q)^  +  pg=o, 

où  le  second  comme  le  troisième  terme  sont  affectés  du  signe 

689.  Les  signes  des  second  et  troisième  termes,  nous  f 
connaître  parconséquent  ceux  des  racines  d'une  équat 
quelconque  du  second  degré.  Soit  l'équation 

si  le  second  et  le  troisième  terme  ont  le  signe  -f-  ,  les  deux  ' 
leurs  de  x  sont  négatives  ;  si  le  second  terme  a  le  signe  — j 
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s  le  troisième  terme  ait  le  signe  -|- ,  les  deux  valeurs  sont 
iitives  ;  enfin ,  si  le  troisième  terme  est  précédé  du  signe  — , 
s  des  valeurs  en  question  est  positive.  Mais  dans  tous  les 
i  ,  le  second  terme  contient  la  somme  des  deux  valeurs^ 
le  troisième  terme  contient  leur  produit. 

390.  On  trouvera  très-facile,  après  ce  qui  a  été  dit,  de 
-mer  des  équations  du  second  degré,  qui  aient  deux  ra- 
tes données.  On  demande,  par  exemple,  une  équation 
le  que  l'une  des  valeurs  de  x  soit'7 ,  et  que  Vautre  soit  —  3. 
l'on  forme  d*abord  les  équations  simples 

a:==7 ,  x  =  — 3; 
>ù  Ton  déduit  celles-ci , 

X — 7=0,  074-3=0; 

pi  aura  de  cette  manière  les  facteurs  de  Téquation  cherchée  , 
tlie  devient  parcon^quent 

XX  —  4^  —  21=0. 

^Tissi  en  appliquant  ici  la  règle  donnée  plus  haut,  trouve-t-on 
deux  valeurs  de  x  supposées  ;  car  si 

a:  ==  2  ±:  y/aS  =  2  di  5 , 
iC8t-à-dire 

x^zj^  oux  =  — 3. 

G91.  Il  peut  arriver  aussi  que  les  valeurs  de  x  deviennent 
jales  :  qu'on  cherche ,   par  exemple  ,  une  équation  où  ces 

lenx  valeurs  soient  =  5 ,  les  deux  facteurs  seront 

X  —  5)  (^—5),  et  l'équation  cherchée  sera 

a?x  —  1  or -f- a5  =  o. 
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Dans  cette  équation  x  parait  n'avoir  qu'une  valeur  ;  mais 
que  X  se  trouve  doublement  zs  5  ^  comme  la  solution  ordii 
le  fait  voir  pareillement  ;  car  ou  a 

XX  =  100:  —  26  ;  donc  x  :;=  5  i  ^/o  =  5  ±  o , 

c'est-à-dire  que^  x  est  deux  fois  =  5. 

G32.  Un  cas  remarquable  surtout,  et  qui  arrire  qdeli 
fois ,  c'est  celui  où  les  deux  valeurs  de  x  deviennent  imaginai! 
ou  impossibles  ;   car  il  est  tout-à-fàit  impossible  alors  d'i 
signer  pour  x  une  valeur  telle  qu  elle  satisfasse  à  l'équatic 
Qu'on  se  propose ,  par  exemple ,  de  partager  le  nombre 
cp  deux  parties  telles  que  leur  produit  soit  3o  ;  si  on  nomme] 
une  de  ces  parties  ,  l'autre  sera  =  10—  x  ,  et  leur  pi 
sera 

lox— j:x  =  3o;  doncxx=:iox— 3o,  etx=5it:i/— ' 

nombre  imaginaire  qui  apprend  que  la  question  est  im] 
sible. 

693.  Il  est  donc  très  important  de  trouver  un  signe  au< 
on  puisse  reconnaître  sur-le-champ  si  une  équation  du  se( 
degré  est  impossible ,  ou  si  elle  ne  l'est  pas. 

Reprenons  l'équation  générale 


l-K* 


m 


I     y 

xi 


le 


XX  —  ox  +  è  =  O  , 


nous  aurons 


XX 


=  ax  — i,  etx  =  5a±:  ï/^oa — h. 


On  voit  par  là  que  si  h  est  plus  grand  que  J-  aa ,  ou  si  46  est  pi 
grand  que  ca,  les  deux  valeurs  de  x  deviennent  toujours  il 
ginaires ,  puisqu'il  s'agirait  d'extraire  la  racine  quarrée  d'i 
quantité  négative  ;  et  au  contraire ,  que  si  h  est  plus 
que  \aay  ou  même  plus  petit  que  o  ,  c'est-à-dire  que  ce 
un  nombre  négatif ,  les  deux  valeurs  seront  possibles  ou  réell< 
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este,  qu'elles  soient  réelles  ou  qu  elles  soient  imaginaires, 
;n  est  pas  moins  vrai  qu'on  pourra  toujours  les  exprimer, 
l' elles  ont  aussi  toujours  la  propriété  que  leur  somme  est 
,   et  leur  produit  =  6-.  Dans  l'équation 

•  I 

arx  —  Gx  +  id  =  P  i 

exemple ,  la  somme  des  deux  valeurs  de  x  doit  être  =  G , 
î  produit  de  ces  deux  valeurs  doit  être  =  lo  ;  or  on  trouve , 

lo.  a?  =  3+  V^—  1 ,   et  a°.  a;=S  — |/— i, 

atités  dont  la  somme  =  G ,  et  le  produit  =  i  o. 

94.  Le  caractère  que  nous  venons  de  trouver  peut  s'expri- 
•  d'une  manière  encore  plus  générale ,  et  de  façon  à  pouvoir 
ne  être  appliqué  aux  équations  de  cette  forme , 

fxx  di  gx  +  A  =:  O  ; 

t  cette  équation  donne 


OCX H^      ^,  etx_^^±|^    W     f' 

^-  Tf  ' 

OÙ  Von  conclut  que  les  deux  valeurs  sont  imaginaires,  etpar- 
séquent  Téquation  impossible ,  quand  4fh  est  plus  grand 
legg";  c'est-à-dire,  lorsque  dans  l'équation 

fxx  zfc  gx  -f-  A  =  o , 

itpadruple  du  produit  du  premier  et  du  dernier  terme  sur- 

le  quarré  du  second  terme  ;  car  ce  produit  du  premier 

ïAn  dernier  terme ,  pris  quatre  fois  ,  est  ^fhxx ,  et  le  quarré 

terme  moyen  estgg-xx;   or  si  ^fhxx  est  plus  grand  que 

?,  4fh  est  aussi  plus  grand  que  gg ,  et,  dans  ce  cas ,  Téqua- 

i  -  ^ 
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lion  est  évidemment  impossible.  Dans  tous  les  autr 
l'équation  est  possible ,  et  on  peut  assigner  deux  valeurs 
pour  X  y  il  est  vrai  que  souvent  elles  deviennent  irratioi 
mais  nous  avons  vu  plus  haut  qu'alors  on  peut  les  obter 
toute  l'approximation  que  requiert  l'état  de  la  questi 
lieu  qu'aucune  approximation  ne  saurait  avoir  Ueu  p 
expressions  imaginaires  telles  que  y  —  5  ;  car  loo  e 
éloigné  d*être  la  valeur  de  cette  racine^  que  l'est  i  ou  u 
nombre  quelconque. 

695.  Nous  avons  encore  à  [faire  remarquer  qu'une  f 
quelconque  du  second  degré  ,  xx  ài  ax  ±  b ,  est  t 
nécessairement  résolue  en  deux  facteurs  ;  tels  que  (  c 
(^x±:q).  Car  si  l'on  prenait  trois  facteurs  pareils  à  ce 
on  parviendrait  à  un  pol}rnome  du  troisième  degré ,  e 
prenant  qu'un  seul  facteur  pareil ,  on  ne  passerait  pas 
mier  degré. 

C'est  donc  un  point  qui  est  au-dessus  de  toute  conteî 
que  toute  équation  du  second  degré  renferme  nécessai 
deux  valeurs  de  oc*  ^  et  qu'elle  ne  peut  en  admettre  ni 
moins. 

G96.  Nous  avons  déjà  vu  que  connaissant  les  deux  fa 
on  connut  en  même  temps  les  deux  valeurs  de  a: ,  ] 
chaque  facteur  égalé  à  zéro ,  donne  une  de  ces  ^ 
L'inverse  a  lieu  pareillement ,  c'est-à-dire  que  dès  ^ 
trouvé  une  valeur  de  x^  on  connaît  aussi  un  des  fact< 
l'équation  ;  car  si  a;  =  p  indique  une  des  valeurs  de  x  di 
équation  quelconque  du  second  degré,  x— p  est  un  d* 
teurs  de  cette  équation  ;  c'est-à-dire  que  tous  les  ternie 
été  portés  du  même  côté ,  l'équation  est  divisible  par  : 
et  de  plus  le  quotient  exprime  l'autre  facteur. 

697.  Soit  donnée ,  pour  mieux  éclaircir  ce  que  nous 
de  dire,  Téquation 

yx  +  4^  —  21  =  o , 
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lelle  X  =  3 ,  puisque 

3.3+4.5—21=0; 

►ns  que  a?  —  3  est  un  des  facteurs  de  cette  équa- 
que  ofj:  +4^—  ai  eât  divisible  par  x — 3,  et  en 
ivision  suivante  le  fait  voir. 


a:x  +  4^— ai  f:r-^3 
xx— ■3x 


f£---3 

\x  +  j 


JX 21 

7j:  — 31 
l'autre  facteur  est  x  -f-  7 ,  et  notre  équation  équivaut 

(X  — 3)(x  +  7)=o; 

Liltent  immédiatement  les  deux  valeurs  de  x  ^  le  prê- 
teur donnant  ' 

x  =  3, 
i  facteur  donnant 

x=i— 7. 
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CHAPITRE     X. 
Des  Equations  pures  du  troisième  degri 

G98.  yj  N  dit  d'une  équation  du  troisième  degré ,  qu'el 
pure  y  lorsque  le  cube  de  la  quantité  inconnue  est  égal  i 
quantité  connue  ,  sans  que  ni  le  quarré  de  l'inconnue  ni 
connue. à  la  première  puissance  se  trouvent  dans  Féquatioi 
exemple  ^ 

ou  plus  généralement 

sont  des  équations  de  ce  genre. 

G39.  On  apperçoit  aisément  le  moyen  de  tirer  la  valeu: 
d'une  telle  équation  ,  car  on  n'a  besoin  que  d'extraire 
cine  cubique  de  part  et  d'autre.  L'équation 

donne 

l'équation 
donne 


et  l'équation 


3 


3       ^ 


b 
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oime 

s  .  -     ■■■ 

yb 

n  suffit  donc  qu'on  ait  appris  à  extraire  la  racine  cubique  d*un 
aombre  proposé/  pour  qu'on  soit  en  état  de  résoudre  de  sem- 
blables équations., 

700-  On  ii'obtient  de  cette  manière  qu'une  seule  valeur  pour 
oc  ;  cependant  toute  équation  du  second  degré  ayant  deux  ra-* 
cines ,  on  est  fondé  à  soupçonner  qu^une  équation  du  troisième 
âègré  a  pareillement  plus  d'une  racine  :  la  chose  mérite  d'être 
approfondie^  et  si  l'on  découvre  qu'une. telle  équation  doit 
ayoir  plusieurs  valeurs  pour  x,  H  s'agira  de  déterminer  ces 
valeurs. 

701.  Considérons^  par  exemple»  l'équation 

dans  la  vue  d'en  conclure  tous  les  nombres  dont  le  cube  est  8. 
Comme 

XZ=Q  ,        - 

t 

est  sans  contredit  un  tel  nombre, "il  faut,  d'après  le  chapitre 
précédent ,  que  la  formule  ; 

a?. —  8=0, 

soit  nécessair,ement  divisible  par  x— 2.  Faisons  donc  cette  dir  . 
Tision  : 


+  2a;-j-4 


x^  —  QXX 


2:fx  —  8 
2XX  —  ^x 


4x— 8 
4:r— 8 


o.  . 


Aa 


\ 
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n  suit  de  là  qae  notre  équation 
peut  se  représenter  par  ces  facteurs-ci  : 

7Qa.  Ot  la  qnestionr  est  de  sayoir  qpel  nombre. on  doit  substi' 
tuer  4  la  place  dt.x,  pour  ^e 

a^^sztl,    otr    x*— S=:o; 

«til  estdair  qufoiK  satisfiait  i  cetler  condition  ^  en:  soppasont^:  a 
k  produit  que  soi»  ymamê  de  trourec;  bmb&  cda:aiiî?e  non- 
seulement  quand  le  premier  facteur 

X — a=:0,       aoù      07=3  ^ 

mais  aussi  quand  le  second  facteur 

Quon  fasse  donc 

on  aura 

xx=S'^Qx — 4s  et  de  là  x=!  — 1±:\/ — 5. 
70?.  Outre  le  cas  donc  où 


qui  satisfait  à  l'équation 

0:^=8, 

nous  ayons  encore  pour  x  deux  autres  valeurs  dont  les  cubei 
sont  pareillement  8^  et  qui  sont  : 
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On  n'en  doutera  plus^  si  on  prend  effectivement  les  cubes 
de  chacune  de  ces  racines ,  <x)mme  nous  allons  le  faire  : 


1  +V/-3 
1  +V  —  5 


1  —  1/- 

—  v/- 

-3 
-3  —  3 

— a — ai/- 
—  1+  »/- 

-  3  quarré 
-3 

a-f-ai/- 
— ai/- 

-5 
-3  +  6 

1  —  i/  — 3 
i_  V^  — 3 

1  +  I/-3 
+  V^  — 3  — 3 

a  +  aj/  — 3 
1—  v/  — 3 


a^at/— 3 
+  a]/— 3  +  6 


8      cube. 


8.  cube. 


Il  est  vrai  que  ces  deux  valeurs  sont  imaginaires  ou  impos- 
sibles; mais  elles  méritent  cq)eûdaEat  qu'oui  en  tienne  compte. 

704*  Ce  que  nous  venons  de  voir  a  lieu  en  général  pour  toute 
équation  cubique ,  telle  que 

on  trouvera  toujours ,  outre  la  valeur 

tncore  deux  autres  valeurs.  Qu'on  suppose,  pour  abréger, 

y/  <r==  d,  d'où  cc=t(?, 
iotee  équation  p^eiiAra  tfette  forme , 


qui  sera  divisible  par  x  — -  c  ^  comme  la  division  effective  le  fait 
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-'{ 


X — c 


[XX  -|-  co?  +  c# 
a^'^cxx 

cxx — <? 
cxx  —  ccx 


ccx-^c^ 

CCX'^t? 

o. 

Parconséqnent  Téquation  en  question  peut  être  représentet 
par  le  produit 

(a:«*i-c)  (xa:  +  ca;  +  ce)  =  o  ; 

qui  est  en  effet  =  o«  non-seulement  lorsque 

x  — c  =  o,  t)u  aî=2c^ 

mais  aussi  quand 

XX  -j-  ex  +  ce  =  o^ 

Or  cette  formule  contient  deux  autres  Valeurs  de  x\  car  elle 
donne 


c  .   I  /ce 
a:a?=z-— ex— fc,  etxs— -±1/^     y  —  ce, 

QU 

:d=l/— 3ce     _  — cdbc^/— 5  _  — i±i/-5 


22 

3 


706.  Or  comme  \c  avait  été  mis  à  la  place  de  j/û,  nous  en 
ixiférons  que  toute  équation  du  troisième  degrés  de  la  forme 

x^  =  a, 
fournit  pour  x  trois  valeurs  exprimées  de  U  manière  suivante  : 
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!•.  X  =  y  a,  a*.  a:  = .  l/a, 

3*.  x  =  ^       — ^^^  .  i/flf. 

On  voit  par  là  que  chaqae  racine  cubique  à  trois  différente» 

yaleurs  y  mais  qu'une  seule  est  réelle  ou  possible  ^  les  deux  ^ 

^autres  étant  imaginaires.  Gela  est  d'autant  plus  à  remarquer^ 

que  toute  racine  quarrée  a  deux  valeurs  ^  et  que  nous  yerrpns 

plus  bas  qu'une  racine  quatrième  a  quatre  valeurs  différentes, 

qu'une  racine  cinquième  a  cinq  valeurs^  et  ainsi  de  suite. 

n  est  vrai  que  dans  les  calculs  ordinaires,  on  n'emploie  que 
la  première  de  ces  trois  valeurs,  parceque  les  deux  autres  sont , 
imaginaires  ;  c'est  ce  que  nous  confirmerons  par  quelques 
[    exemples. 

j,      706.  Première  question.  Trouver  un  nombre  tel  que  son 
[    ^arré  multiplié  par  son  quart  produise  432. 

j      Que  X  soit  ce  nombre ,  il  faut  que  le  produit  de  xx  multir- 
I   plié  par  7  x  soit  égal  au  nombre  4^2 ,  c'est-à-dire  que 

Qu'on  extraie  la  racine  cubique  >  on  aura 

a:  =  12.. 

Réponse,  Le  nombre  cberché  est  12;  car  son  quarré  i44> 
multiplié  par  son  quart  ou  par  3  y  donne  432. 

707»  Seconde  question.  Je  cherche  un  nombre  tel  qu'en 
divisant  sa  quatrième  puissance  par  sa  moitié^  et  ajoutant  14.7 
au  ppoduit^  il  me  vienne  loo. 

Je  nommerai  ce  nombre  x  ;  sa  quatrième  puissance  sera  x* 
divisant  par  la  moitié  \  x ,  j'ai  20;^ ,  et  il  £aut  qu'en  ajoutant  i4t  • 
la  somme  soit  100;  j'ai  donc 

2:8^+^44  =  100; 
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5oastrayant  i4ii  il  reste 

divisant  par  a ,  j'ai 

x^ — iî-2 

et  prenant  la  radae  ciilHiittt^  j^obtiens  enfin 


ce  mr^  7i 


708.  Troisième  auestion,  (Quelques  capitaines  se  trouvent  ei 
campagne;  qhacîm  commande  à  trois  fois  autant  de  cavaliers, 
et  à  vingt  fois  autant  de  fantassins  qu*ils  sont  de  capitaines.  Un 
cavalier  reçoit  chaque  mois  pour  sa  paye  autant  de  florins  qu'il 
y  a  de  capitaines ,  et  chaque  fantassin  reçoit  la  moitié  de  cette 
paye;  la  dépense  totale  par  mois  est  de  i3ooo  florins;  on  de^ 
mande  combien  il  y  a  de  capitaines  ? 

Soit  X  le  nombre  eherisbé ,  chaque  c^pitaioe  aura  sous  lui  5x 
cavaliers  et  aoj?  fantassins.  Ainsi  le  nombre  total  des  cavalien 
estSxj?^  et  celui  des  fantassins  est  zôxx.  Or  chaque  cavalier 
recevant  par  tnois  x  florins ,  et  chaque  fantassin  recevant  i  x 
flor. ,  la  paye  des  cavaliers ^  à  cbaquQ  mois,  se  monte  à  3x^,  et 
celle  des  fantassins  est  loar';  ils  reçoivent  donc  tous  ensemble 
i3x^  flor,,  et  cette  somme  doit  équivaloir  à  i3ooo  florins;  on 
a  donc 

i3a:^=zi5oQo,  ovLxi^s^iQOO,  et  x=^io, 

nombre  cherché  des  capitaines. 

709.  Quatrième  question.  Quelques  négocians  entrent  en  so- 
ciété, et  chacun  met  cent  fois  autant  qu*il  y  a  d'associés;  ils 
envoient  un  facteur  à  Venise  pour  faire  valoir  ce  capital  ;  ce 
facteur  gagne  pour  cent  sequins  deux  fois  autant  de  sequins 
qu'il  y  a  d'intéressés,  et  il  revient  avec  26G2  sequins  de  profit; 
on  demande  le  nombre  des  associés  ? 

Si  ce  nombre  est  supposé  zzx,  chacun  des  négocians  asso- 
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lés  aura  fourni  loox  sequins ,  et  le  capital  entier  aura  été  de 
oojcx  sequins;  or  le  proEt  étant  de  2x  pour  loo,  le  capital 
apporte  slx^;  ainsi  il  faut  faire 

^z=if^6Sa  I  ou  05^=  i53i  ; 
cela  donne 

X=z  11  y 

«t  c'est  le  nombre  des  associés. 

710.  Cinquième  question.  Une  paysanne  échange  des  fro- 
mages contre  des  poules ,  à  raison  de  deux  fromages  pour  trois 
poules;  <X3  poules  pondent  chacune  ^  autant  d*œufs  qu'il  y  a 
de  poules  ;  la  paysanne  vend  au  marché  neuf  «eufs  pour  autant 
i  4e  sous  que  chaque  poule  a  pondu  d'œufs,  et  elle  tire  7a  sous; 
[On  desMnde  cond>ien  de  fromages  «lie  a  échangés? 

Soit  ce  nomiDre  des  fromages  =0:,  celui  des  poules  que  la 
paysanne  aura  reçues  en  échange  sera  =|^ ,  et  chaque  poule 
pondant  Ix  œufs,  le  nombre  des  œufs  sera  =:zjxx.  Or  neuf 
«ufs  se  vendent  pour  ~r  sous;  ainsi  l'argent  que  ^^xx  œufe 
produkent^  est  ijo^^  et  il  faut  que 


Parconséquent 

a::^^:  2^.^3  =  8.3.8.9  =  8.8.87,  et  xssii; 

c  est-à-dire  que  la  paysanne  a  échangé  douze  fromages  contre 
dix-huit  poules. 
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De  la  résolution  des  Equations  complètes  du^ 

troisième  degfS. 

711.  Une  équation  du  troisième  degré  est  dite  complète, 
lorsqu'elle  renferme  outre  le  cube  de  l'inconnue  cette  quan- 
tité inconnue  elle  -  même  ;  de  sorte  que  la  formule  général» 
pour  toutes  ces  équations ,  en  portant  tous  les  termes  d'à 
même  côté,  est 

ca:^  dt  io:*  ifc  ex  it  £Î=  0. 

*C*est  à  faire  voir  comment  on  doit  tirer  de  telles  équations 
râleurs  de  x,  qu'on  nomme  aussi  les  racines  de  réquationJ- 
que  nous  destinons  ce  chapitre.  Nous  supposeroMS  qu'on  ni^ 
aucun  doute  qu'une  telle  équation  n'ait  trois  racines,  aprfl 
que  nous  avons  fait  voir  dans  le  chapitre  précédent,  que  c 
est  vrai  à  l'égard  des  équations  pures  dii  même  degré* 

•     712.  Nous  considérerons  d'abord  l'équation 


oc^ — 6xx  +  iix  — 6=:o. 

De  même  qu'une  équation  du  second  degré  peut  être  re- 
gardée comme  étant  le  produit  de  deux  facteurs  ,  on  peut 
représenter  une  équation  du  troisième  degré  par  le  produit  de 
trois  facteurs  qui  sont,  dans  notre  cas, 

(x  —  1)  (x  —  û)(x  —  3)=:o; 

puisqu'on  les  multipliant  effectivement  on  parvient  à  l'équa- 
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ÎOB  donnée;  car  {x — i)  .  (a:  —  a)  donne  xx  —  Sx  +  aj  et 
ntiitipliant  ceci  par  x  — 3,  on  trouve  a? — ^xx  +  \ix  —  6 , 
jui  e§t  en  effet  le  premier  membre  de  la  proposée.  Comme 
le  produit- (jj—i)  (a;— 2)  {x — ^3)  Se  réduit  à  zéro  ,  lorsqu'un' 
seul  facteur  est  =  o  ^  on  a  donc  à  distinguer  en  premier  lieu 

x— 1^0,  oux=i; 
en  second  lieu, 

x  —  a=:o,'oua:=:a; 

et  en  troisième  lieu'^ 

a:  —  3  =: G ,  ou  xd^Z* 

On  voit  sur-le-champ  aussi  que  si  on  substituait  à  la  place 
de  X  un  nombre  quelconque  autre  qu'un  des  trois  ci -dessus ,, 
aucun  des  trois  facteurs  ne  deviendrait  =  o ,  et  que  parconsé- 
quent  le  produit  proposé  ne  deviendrait  pas  o  ;  ce  qui  prouve 
que  notre  équation  ne  peut  admettre  que  ces  trois  racines. 

713.  Si  l'on  pouvait,  dans  tout  autre  cas,  assigner  de  même 
les  trois  facteurs  d'une  telle  équation ,  on  aurait  immédiate- 
"inent  ses  trois  racines.  Considérons  donc  d'une  manière  plus 
générale  ces  trois  facteurs,  x— p,  o:  — ^,  o:— -risi  nous 

cherchons  leur  produit,  le  premier  multiplié  par  le  second 
^ohne  XX — (  p  +  ç  )  X  +  p(/ ,  et  ce  produit  multiplié  par  x  —  f 

faitx^ — (.p  +  q +  r)xx'{-(^pq+pr-\-qr)X'^pqr 

'   Or  cette  formule  est  nulle,  1^.  par 


X— p  —  o,oux      p; 

fi^par 

" 

X  —  (/  —  0,  ou  X  —  q; 

S*' par 

* 

X  —  r  ^  0 ,  ou  de  x  =  r. 

714.  Représentons  maintenant  la  formule  trouvée  par  Téqua- 
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tiOQ 

^  —  axx  +  fia?  —  c  =5  o  ; 

il  est  clw  que  pour  que  ses  trois  racines  soie&t 

_  I 

!•.  xr=zp ,  a*,  a;  =  9,  o*»  x=r, 

il  faut  qu'on  ait  les  trois  relations 

a=p  +  q+r, 

b=^pq+pr  +  (jr» 
c  =  pqr. 

Ainsi  nous  apprenons  par  là  que  le  second  terme  contient  If 
somme  des  trois  racined^  que  le  troisièm0  terme  contient  It 
somme  des  produits  des  racines  multipliées  deux  à  deux,  enfin 
que  le  quatrième  terme  «st  formé  du  produit  des  trois  rar 
cines. 

Cette  dernière  propriété  nous  présente  aussitôt  une  vérité 
importante^  qui  est  qu'une  équation  du  troisième  degré  ne  peul 
certainement  avoir  d'autres  racines  rationnelles  que  des  divi- 
seurs du  dernier  ternie  ;  car  puisque  ce  terme  est  le  produit  d**^ 
trois  racines,  il  faut  qu'il  soit  divisible  par  chacune  d'elli 
On  voit  donc  sur-le-champ ,  lorsqu'on  veut  chercher  une  racu 
parle  tâtonnement,  de  quels  nombres  on  doit  faire  l'essai. 

Si  nous  considérons,  pour  nous  expliquer  mieux,  l'équation' 
a;3  =  a?  +  S,  ouj:'—  a:  —  6  =  0, 

comme  cette  équation  ne  peut  avoir  d'autres  racines  ration- 
nelles que  des  nombres  qui  sont  facteurs  du  dernier  terme  6 , 
nous  n'avons  besoin  d'essayer  que  les  nombres  i>a,3^6,et 
voici  le  détail  de  ces  essais  : 
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a**-f      la7=:2f         1     8  —  a  — 6=   o. 
3^(^1x  =  3f '^•J   27-3-6=18. 

ous  voyons  par  là  que  a?  =  a  est  une  des  racines  de  Téqua- 
proposjée ,  et  d'après  cela ,  il  nous  est  facile  de  trouver  les 
:  autres;  car  x-^zq  étant  une  des  racines^  x— 2  est  un 
!ur  de  l'équation  :  on  n'a  donc  qu'à  chercher  l'autre  fac- 
par  la  division^  ainsi  que  nous  allons  le  faire. 


X3 


^—07  —  6  <-— 
{XX 


xx-^»-ax^S 

X^ QXX 

zxx*'-^  X  —  6 
2XJ? —  4^ 


3jc~€ 
3x  — G 

o. 

lis  donc  que  notre  formule  se  représente  par  le  produit 
-2)  (0707+ 207 -}-3),  elle  deviendra  =  o ,  non-seulement 
d 

aussi  quand 

0707  4"  3^  +  3  =1  o. 

e  dernier  facteur  donne 

XX  '•  "»  "^  ^X  "^^  *J  f 

irconséquent 

07  s=  —  1  d:  v^  —  a. 
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Ce  sont  donc  ici  les  deux  autres  racines  de  notre  équation, 
quelles  sont^  comme  on  le  yoit^  impossibles  ou  imagMiaires. 

71 5.  La  méthode  que  nous  venons  d'indiquer,  n*est 
cable  immédiatement  que  lorsque  le  premier  terme  oc?  est 
tiplié  par  1 ,  et  que  les  autres  termes  deTéquation  ont 
coefEciens  des  nombres  entiers.  Quand  cette  condition  na 
lieu,  il  faut  commencer  par  une  préparation  qui  consistef 
transformer  l'équation  en  une  autre  qui  ait  la  condition 
quise ,  après  quoi  on  fait  Fessai  que  nous  ayons  dit  prescrit. 

Soit  donnée ,  par  exemple,  Téquation 

> 

comme  elle  renferme  des  fractions  qui  ont  4  pour  dénomii 
teur,  qu'on  fasse 


0?  =  -^, 


=  1 
on  aura 

8     4^8     4     *  ' 

et  en  multipliant  par  8 ,  on  obtiendra  l'équation 

y  — 6y^+ii^  — G  =  o, 

\ 
dont  les  racines  sont,  comme  nous  l'ayons  vu  plus  haut,* 

1 
d'où  il  suit  que  celles  de  la  proposée  sont 

oc  ——  'j ,  ce  -^M  \  ^  oc  —  "^« 

716.  Qu'on  ait  à  résoudre  une  équation,  dont  le  premi 
terme  ait  pour  coefficient  un  nombre  entier  autre  que  1 , 
dont  le  dernier  terme  soit  1  ;  par  exemple , 

5o[?  —  1  \xx  -f-  Sx  —  1  =;=  0  ; 


d'algèbre;  38i 

Wk  diyise  par  6 ,  oa  aura 

pourrait  purger  cette  équation  des  fractions  y  par  la  règle 
|B  nous  venons  de  donner^  en  supposant  x  ='^;  car  on  aurait 

0 

ai6      fli6  ^6     6        ' 
en  2nultipliant  par  ai6 ,  il  viendrait 

j^  —  1  lyy  +  3Sy  —  36  =  o. 

4Û8  comme  il  serait  trop  long  de  faire  Fessai  de  tous  les  di- 
seurs du  nombre  36 ,  remarquons  que  puisque  le  dernier 
rme  de  l'équation  primitive  est  i  ^  il  yaut  nûeux  supposer  dam 
ïtte  équation 

1  . 
«  =  -; 
z 

ir  on  aura  la  suivante 


11  .  6 


z^      z^  '  z 


+-— i=o. 


li  multipliée  par  2^  donne 

6 —  iiz  +  6z*— i5':=o. 
'  en  transposant  tous  les  termes , 

a^  ^-  %zz  +  1 1«  -—  6  =  o. 
es  racines  sont  ici 

z=i,  zrrfl,  *  =  3; 

où  il  suit  que,  dans  notre  équation , 
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717.  On  aura  observé  dans  les  artides  préeédtfïis:,  (pu 
.que  les  racines  soient  toutes  des  nombres  positifs ,  il  fai 
les  signes  plus  et  moins  se  suivent  alternativement;  moyc 
quoi  réqnation  prend  cette  forme  , 

tx?  —  ajcx  -j-  ix—  c  =1  o , 

dans  laquelle  les  signes  changent  autant  de  fois  qu'il  y  a 
cines  positives.  Si  toutes  les  trois  racines  eussent  été  négc 
et  qu'on  eût  multiplié  entr'eux  les  trois  facteurs  x+p ,  j 
a:-|-r»  tous  les  termes  auraient  ea  le  ôgne  plus^  et  la 
de  l'équation  aurait  été 

■  x^  +  axx  +  6x  +  c  =  G , 

où  on  voit  les  mêmes  signes  se  suivre  trois  £bis. 

O»  a  donc  conchi  qu'autant  d«  fois  les  signés  efaaiig«&i 
tant  l'équation  a  de  racines  positives ,  et  qu'autant  de  f< 
mêmes  signes  se  succèdent  ^  autant  l'équation  a  de  racim 
gatives;  et  cette  remarque  est  très-importante^  parcequ'c 
par  là  si  c'est  en  flus  ou  en  moins  qu'on  doit  prendre  leî 
fieurs  du  dernier  terme  ^  quand  on  veut  faire  l'essai  dont 
avons  parlé. 

718.  Considérons,  afin  d'éclaircir  par  un  exemple  ci 
nous  venons  de  dire ,  l'équation 

x^-^^xx  —  i/Ç^  -f-'  5S  iîi  0 , 

dans  laquelle  les  signes  changent  deux  fois,  et  où  le  même 
ne  revient  qu'une  fois.  Nous  concluons  que  l'équation  a 
racines  positives  et  une  racine  négative  ;  et  comme  ces  ra 
doivent  être  des  diviseurs  du  dernier  terme  56,  il  faut  (fa* 
soient  comprises  dans  les  nombres  ±:  1 ,  a,  4^  7,  8, 
a8 ,  56. 

Si  nous  faisons  maintenant  a: =2,  nous  avons 

8  +  4  —  68  +  56  =  0; 
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ions  concluons  que  a?  =:  a  est  une  racine  positive ,  et 
si  X— -â  est  un  diviseur  de  notre  équation ,  au  moyen  de 
lous  trouvons  facilement  les  deux  antres  racines  ;  car 
it  effectivement  par  a:—- 22^  on  a 


Sxx  —  Sx 

—  a8a:  +  56 

—  aSx  +  56 

I  mt 

o. 

m  poM 

oa:  +  3x  —  518  =  o , 
nvera  les  deux  autres  racines  qui  seront 

■dire, 

a?  =  4  et  x=:  — 7; 

ant  compte  de  la  racine  trouvée  ci-dessus,  xrsza^  on 
lairement  qu'en  effet  Téquation  a  deux  racines  positives 
négative.  Nous  donnerons  encore  quelques  autres  exem- 
our  rendre  la  chose  plus  évidente. 

.  Première  question.  On  a  deux  nombres,  leur  différence 
,  leur-produit  multiplié  par  leiur  somme  fait  i456o.  Quels 
es  nombres? 

t  X  le  plus  petit  des  deux  nombres ,  ]p  plus  grand  sera 
a^  leur  produit  =07x4-12^»  multiplié  par  la  somme 
•19,  donne 

Skx^  +  3Gxjç  +  144^  =  14560  ; 
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et  divisant  par  a  ^  on  a 

j?  +  i8xx  +  7ax  =  7a8o. 

Or  le  dernier  terme  7380  est  trop  grand  pour  qu'on  p 
entreprendre  Tessai  de  tous  ses  diviseurs ,  et  nous  remarq 
qu'il  est  divisible  par  8 ;  c'est  pourquoi  on  fera  xzzzïiy^  p 
qu'après  la  substitution ,  la  nouvelle  équation  y 

8/ +  72jy  + 14^  =:  7280 , 
étant  divisée  par  8  ^  se  réduira  à  celle-ci , 

pour  laquelle  on  n*a  besoin  d'essayer  que  les  diviseurs  1 ,  : 
7,  10,  i3,  etc.  du  nombre  910.  Or  il  est  évident  que  lès 
miers ,  i ,  a ,  5 ,  sont  trop  petits  ;  en  commençant  donc  ] 
supposition  de  jf  =  7 ,  on  trouve  aussitôt  que  c'est  là  ur 
racines  ;  car  la  substitution  donne 

343  -^^i  +  126=910. 

H  suit  que  a;  =  14,  et  on  trouvera  les  deux  autres  racin 
-divisant.j^3  +  2yj^4-  18^^  —  910  par  j^  —  7,  opération 
:  Toit  ici  :  ' 

f—7yy 

i6xy+i8y— 910 

i3oy — 910 
130^^ — ^910 

'Il  I  I 

o. 

Supp 
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\  m 

apposant  maintenant  ce  quotient 

yy+iSy+iZoz^zo, 
lura 

jry  =  —  i6y—  i3o,  à*oiiy=zS±{/  —  66  : 

xve  que  les  deux  autres  racines  sont  impossibles. 

leponse.  Les  deux  nombres  cherchés  sont  14  et  aS  ;  leur 
duit  364  multiplié  par  leur  somme  ^o,  donne  i456o. 

30.  Seconde  question.  Trouver  deux  nombres  dontIadiff(f<« 
ce  soit  18,  et  qui  soient  tels  que  si  on  multiplie  ensemble 
r  somme  et  la  différence  de  leurs  cubes ,  on  obtienne  le  nom-^ 

375184. 

loit  X  le  plus  petit  des  deux  nombres/ j?-f- 18  sera  le  plus 
ad  ;  le  cube  du  premier  sera  x^  ;  et  le  cube  du  second 
cr^  +  b^X'\'^j*ix  -j-  583a  ;  la  différence  des  cubes  -  54-^ 
37007+  583a  =54  (xx  +  i8x+  108  )  ,  multipliée  par  la 
une  f2x-f-i8  ou  a  (x-l-9),  donne  le  produit 

108  (x3  +  ^7^^  +  *7^^+97^)  ^=^75^84.  * 

fisant  par  108^  on  a 

a;'  +  27XX  +  270X  +  97a  =  a548^ 

x^  -}-  a7xx  +  270X  =  1 57S. 

îs  diviseurs  de  1576  sont  1 ,  a,  4>  8,  etc.  les  premiers  1 ,  à 
Qt  trop  petits;  mais  si  on  essaie  x=:4>  ^^  trouve  que  ce 
)mbre  satisfait  à  Féquation. 

H  reste  donc  à  la  diviser  par  x — 4>  ^^^  ^®  trouver  les  deux 
lUtres  racines.  Cette  division  donne  le  quotient  xx^^^'iix 
•f  394*,  faisant  donc 

xx  =  — 3ix  —  394, 
w  trouvera 

Bb. 


.   -^  ■ 


V 
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c'est-à-dire,  deux  racines  imaginaires. 

Réponse.  Les  nombres  cherchés  sont  4  et  22. 

721.  Troisième  question.  Je  cherche  deux  nombres  do 
différence  =720 ,  et  tels  que  si  je  multiplie  le  plus  petit  i 
^»cine  quarrée  du  plus  grand ,  il  me  vienne  20756. 

Si  le  plus  petit  est  x'y  le  plus  grand  sera  x  -f^  720  ^  et  il 
que 

xi/x+72o  =  20736  =  8. 8.4,81. 
Quarrant  les  deux  membres ,  j  *ai 

o^r  (  X  +  720  ) = ar^  +  720XX  =  8î  8!  4*  81  *• 
Je  fais 

cette  supposition  me  donne 

8y  +  720.8*y  =  8*8?4*8iS' 
et  divisant  par  8^,  j'ai 

f  +  30yyz=:9.4'8i 

Je  suppose  de  plus 

y  =  2z. 


•  »   • 


et  )ai 

8a3+.4.9osz=8.4*8i*, 

ouj  en  divisant  par  8> 

^3  + 45»;  =  4?  81*. 

Je  fais  encore 
pour  avoir 
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^eqae  diyisant  à  présent  par  9^ ,  l'équation  se  .réélût  A 

tt'4-5ttu=:4*9, 

uu  (tt-f^  5)  =  16.9  =  144* 
n*a  pas  de  peine  à  voir  ici  que 

dans  ce  cas 

uu  =  16  et  j£  .=  5  -f"  9* 
LS  donc  que  u  =  4>  on  a 

z-=:z5S,y=sj2  etx=576; 

st  le  plus  petit  des  d^ux  ^nombres  cherchés  ;  ainsi  le  plils 
md  est  11296^  et  en  effet  la  racine  quarrée  de  celui-ci^  lu 
,  multipliée  par  l'autre  nombre  676,  donne  22073G. 

7222.  Remarque,  Cette  question  ;adniettait  une  solution  plih 
iple  ;  car  puisque  la  racine  quarrée  du  plus  grand  nombre^ 
iltipliée  par  le  plus  petit  nombre ,  doit  donner  un  produit 
al  à  un  nombre  donné ,  il  faut  que  le  plus  grand  des  deux 
•mbres  soit  un  quarré.  Si  donc ^  d'après  cette  considération^ 
»iis  le  supposons  .;;=  XX,  l'autre .i^ombre  seraxx — jao.  Celui-ci 
^tjnultiplié,par  la  racine  gusktxée  du  plusjgrand,  Quj^arx» 
ous  avons 


Faisons 


nous  aurons 


î  0^  biea 


x^  — .7SQX  =20736  :=:  64  •  d7  v^a* 

a?=4y> 

,G^3_73o.4y  =:64,fi7  .13, 

y — 45y=27.i2. 


.:■■* 
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Supposant  de  plus 


nous  trouyons 


^7^^—  i35a=27. 12, 


3i 


OU  en  divisant  par  527, 

z^  — 5z=i2,  ouz^  —  5a  — 12  =  0. 

Les  diviseurs  de  12  sont  1,  2,  3,  4»  ^>  ^2>  ^^^  deux  premien 
sont  trop  petits  ;  mais  la  supposition  de 


X 


donne  précisément 


Farconséquent 


z=z5 


27— 15  — 12  =  0. 


z=3,  ^^=9  et  x==:3G, 


d*où  nous  concluons  que  le  plus  grand  des  deux  nombres  che^j 
chés^  ou 

a7x=i296, 

et  que  le  plus  petit  ou 

xx— 720=576, 
comme  ci-dessus. 

723.  Quatrième  question.  On  a  deux  nombres  dont  la  dif- 
férence est  12;  le  produit  de  cette  différence  par  la  8onun< 
des  cubes  est  102144  >  quels  sont  ces  deux  nombres? 

Nommant  xle  plus  petit  de  ces  deux  nombres,  le  plus  gr^ 
est  x-f"  12;  le  cube  du  premier  est  or^,  et  le  cube  du  secoi 
est  x'-+-36xa?-f-,43^^  +  i7*8*,  le  produit  de  la*  somme  de  ces 
cubes  par  la  différence  12,  est 

12  (2a^-+-36xa?+43û^+ 1728.)  =i02i44î 
divisant  successivement  par  12  et  par  2 ,  on  a 
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a;3+i8a:x+2iSa?=339a=8.8.53. 
on  suppose 


x  =  Qy, 


on  substitue  et  qu'on  divise  par  8 ,  on  aura 

y+axy+%=8.53=4a4. 

Les  diviseurs  du  dernier  membre  sont  i,  Sk,4>^>S5^  etc.," 
t  2  sont  trop  petits;  mais  si  Ton  fait^=4>  on.trouve 

64  +  i44+2i6=:424. 
sorte  que 

jf  =  4  et  x=8; 

ù  Ton  conclut  que  les  deux  nombres  cherchés  sont  8  et  qo^ 

7^4'  Cinquième  question.  Quelques  personnes  forment  une 
iété  et  établissent  un  fonds  ^  chacune  d'elles  met  dixC  oii 
tant  d*écus  qu'elles  sont  de  personnes;  elles  gagnent  sur 
aque  centaine  d'écus  6  écus  au-delà  du  nombre  d'écus  égal 
leur  nombre  ;  le  profit  total  est  de  3ga  écus.  On  demanda 
mbien  ils  sont  d* Associés? 

Soit  X  le  nombre  cherché  ;  chaque  Associé  aura  fourni  i  cor 
us  y  et  tous  ensemble  loxo:  écus^  et  puisqu'ils  gagnent  X'j^è 

0^  «is  ^xx 

\\a  cent,  ils  auront  gagné  avec  le  capital  entier  — — ,  ce 
lil  faut  égaler  à  3g2. 

On  a  donc 

07^ -f"  6-^^ = 3920 , 
t  en  faisant 

a7=2y 
it  divisant  par  8 , 

y'+3xy==49o; 


;j- 
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Les  diviseurs  da  second  membre  sont  i ,  a»  5, 7  lo,  etc.: 
trois  premiers  sont  trop  petits;  mais  en  supposant^  ;=7^  01' 

desorte  que 

jr=7  ttX'^14* 

Réponse,  li  y  avait  quatorze"  Associés ,  et  chacun  d'eux  a  milj 
l^o  écus  dans  la  massé  commune. 

725.  Sixième  question.  Quelques  Né^pcians  ont  en  coi 
un  capital  de  8240  écus;  chacun  y  ajoute  quarante  fois  ai 
d*écu8  qu^ils  sont  d'Associés  ;  ils  gàgimt  avec  la'  sbiiuné  totali|^ 
autant  de  fois  pbur  cent ,  qu'ils  sont  d'Associés;  en  paràgc 
le  profit,  il  se  trouve  qu'après  que  chacun  a  pris  dix  fois  ai 
d*écus  qu'ils  sont  d'AlBSocîés ,  il  reste  2'24  ^^us.  On  dei 
quel  était  donc  le  nombre  de  ces  Associés  ?  * 

Si  ce  nombre  est  x ,  chacun  aura  ajouté  4ox  écus  au  es 
tal  8a4o  écus;  parcbnséquent  tous  ensemble  auront  aj( 
Âoxx,  ce  qui  a  rendu  le  capital  =■40x07-1-8040;  il«  ^  ^ 
lEVèc  cette  sommé  X  écua  p  )ur  cent  ^  ainsi  le  gain  total  es^ 

^  +  h^^£.x^  +  'Jix  =  ict?  +  i^x. 

100  ^^     100  40  '     10  5        T^   5 

■  '  ■  ■  il 

C*estde  cette  somme  que  chacun  prélevé  10  r,  et  piarconséqnoit 
tous  ensemble  loxx,  eh  laissant  un  reste' de  sEk^'^  écus;  il  fint 
donc  que  le  profit  ait  été  Yoxx+3a4;  et  qu'on  ait  l'équatioil 

!i3?   ,  ii'âx  ,        . 

Multipliant  par  5  et  divisant  par  a ,  on  a 

x^  ^  2o6x  ==  aSxx  -f-  5So , 
ou 

x'— a5xx  -{-  aoGjp —  56o=o* 
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idmsenrs  du  dernier  terme  ê0nti,df4',5,j,S,  ïo,  12(9  i^etc, 
il  faut  les  prendre  positifs ,  parceqae  dans  la  seconde  forme 
l'équatioA ,  les  signes  varient  trois  fois ,  ce  qui  dpnnd  à  cou- 
re ayec  certitude  que  toutes  les  trois  racines  sont  positives. 

Or  si  Ton  essaye  d'abord 

.     07=1    et  Xn^Q, 

est  évident  que  le  premier  membre  deviendrait  plus  petit  que 
second.  Nous  ferons  donc  l'essai  des  autres  diviseurs. 

Quand 

x-=z4,  on  a  64  +  8124=400+560, 

qui  ne  satisfait  point. 
Quand 
f*  a:=5,  on  à  ia5  +  io3o=G25  +  56o, 

|ce  qtii  ne  satisfait  pas  non  plus. 

« 

Quand 

aJ==7,  on  a'3/!p  +  i443=ï225  +  56o;  ^ 

ce  qui  satisfsult  à  l'équation;  desorte  que  07=77  en  est  une 
^^dne.  Cherchons  donc  à  présent  les  deux  autres ,  en  divisant 
^par  ^c— -7  la  seconde  forme  de  notre  équation. 

à? — aS'xx + 2oSx — 56o  f        07  —  7 
07^—  70:07  l  0707 — i8x+8o 

—  i8o7x+2o8x 

—  i8xo7+i26x 


80X  —  56o 
8007  —  56o 


o. 
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Egalant  le  quotient  à  zéro ,  nous  avont 

XX — 18j:+8o=o  ou  xx=i8x— 80, 


i 


ce  qui  donne 

x=9dri, 

desorte  que  les  deux  autres  racines  sont 

x-=z8  et  x=io- 

Réponse.  Trois  réponses  ont  lieu  pour  la  question  proposée: 
suivant  la  première ,  le  nombre  des  Négocians  est  7 ,  suiyant  la 
seconde  il  est  8,  et  suivant  la  troisième  il  est  10;  le  tableau 
suivant  présente  la  preu?e  de  toutes. 


P)  ombre  des  Négocians. 

7 

8 

10 

Chacun  fournit  Aox 

280 
i960 
8240 

3ao 
2660 
82^0 

400 
4000 
8240 

Tous  ensemble  ajoutent  4oxx 

L  ancien  caoîtal  était,  r 

Le  capital  entier  est  48j:x-f- 8240. . 

Ils  gagnent  avec  ce  capital  autant 

pour  cent  qu*ils  sont  d* Associés. . 

Chacun  en  ôte  lox 

10200 

714 

490 
224 

10800 

864 
80 

640 
224 

12240 

1224 

100 

loool 

224 

Ainsi  tous  ensemble  prennent  lojcx 
Donc  il  reste 

/' 
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CHAPITRE    XII. 


la  Règle  de  gardam  ou  de  scifion  ferkeo; 


L 


lORSQU'ON  a  chassé  les  fractions  d'une  équation  du 
sième  degré,  suivant  la  manière  enseignée ,  et  qu'aucun  des 
seurs  du  derhier  terme  ne  se  trouve  être  une  racine  de  Té- 
tion ,  c'est  une  preuve  certaine ,  non-seulement  que  Féqua- 
n'a  pas  de  racinejs  en  nombres  entiers ,  mais  qu'une  ra- 
j  fractionnaire  même  ne  peut  avoir  lieu  ;  c'est  ce  que  nous 
ns  prouver. 

oit  l'équation 

a:* — axa;  +  ^^ — c = o  > 

%yhy  c  signifient  des  nombres  entiers  ;  si  on  roulait  sup- 
3T,  par  exemple, 

aurait 

e  premier  terme  a  seul  ici  8  pour  dénominateur ,  tous  les 
res  sont  ou  des  nombres  entiers ,  ou  divisés  seulement  par 
u  par  â  ,  et  ne  peuvent  parconséquent  faire  o  avec  le  pre- 
sr  terme  :  la  même  chose  a  lieu  pour  toute  autre  fraction. 

727.  Comme  dans  ces  cas,  les  racines  de  l'équation  ne  sont 
des  nombres  entiers ,  ni  des  fractions ,  elles  sont  irration- 
BÏÏes ,  ou  même  ,  ce  qui .  arrive  souvent ,  imaginaires.  Or  la 
lanière  de  les  exprimer  alors  et  de  déterminer  les  signes  radi- 
anx  qui  les  affectent ,  fait  un  point  très-important ,  et  qui 
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mérite  d'être  expliqué  ici  avec  soin.  On  attribue  cette  mél 
qu'on  nomme  la  règle  de  Cardan  y  à  Cardan  y  ou  plutôt 
Scipion  Feffeo,  qui  ont  vécu  il  y  a  quelques  siècles. 

728.  Il  faut,  pour  entrer  dans  Tesprit  de  cette  règle,  coi 
dérer  d*abord  avec  attention  la  nature  d'un  cube ,  dont  la  ràdp^ 
est  un  binôme. 

Soit  a^b  cette  racine  ^ie  cube  en  est  a^-f-Saâi-f-^^^' 
et  nous  voyons  qu*il  est  composé  des  cubes  des  deux  termes 
binôme,  et,  outre  cela,  de  deux  termes  moyens  5aab-\-'5abb^ 
qjoi  ont  le  Facteur  commun  Zab,  lequel  multipb'e  l'autre  fa( 
téur  a+i;  c'est-à-dire  que  ces  deux  termes  contiennent 
triple  produit  des  deux  termes  du  binôme ,  multiplié  par 
somme  de  ces  termes. 

729.  Qu'on  suppose  maintenant  ! 

et  qu'on  prenne  de  part  et  d'autre  le  cube ,  on  a 

ar^=c^+b^+5db(^a+by. 
Or  puisque 

on  aura  l'équation  du  troisième  degré , 

cc^  zzz  a^  +  P +5abx , 
ou 

07^  r=  3aix -|- a^ -f- ft^ , 

dont  nous  savons  qu'une  des  racines  est 

Toutes  les  fois  dotic  qti41  se  présente  une  telle  équation;  ilocs 
pouvons  en  assigner  une  racine. 

Soient,  par  exemple,  a= 2  et  6=3:  on  aui'a  l'équation 

îst^— 18^:4.35^ 


d'algèbre;  3^5 

B  savons  avec  certitude  avoir 

cine. 

Que  de  plus  on  suppose  à  présent 

a=yp,   b=z]/q, 
équent 

ab=ypq\ 
ic  que  l'on  rencontre  une  équation  du  troisième  degré  de 

16 

3 

3i?=5x\/pq+p  +  q, 

I 
3  3 

qu'une  des  racines  est  t^p +l/<7- 

jn  peut  toujours  déterminer  p  et  q ,  de  manière  que 
et  p  +  q  soient  des  quantités  égales  à  un  nombre  donné  ; 
i  est  toujours  en  état  de  résoudre  une  équation  du  troi- 
egré  de  Tespèce  dont  nous  parlons. 

Soit  proposée'  en  général  Téquation 


pq,etgaiyecp+q,c 


-a  ici  de  comparer/" avec  Sypq ,  et  g  avec  p^^q^  c*est- 

qu'il  faudra  déterminer  p  et  ^  de  manière  que  Zvpq 

ne  égal  kf,  et  que  p  +  q  devienne  égal  à^;  car  nous 

alors  qu'une  des  racines  de  notre  équation  sera  • . . 

3 

.  Nous  avons  donc  à  résoudre  ces  deux  équations 


I 
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La  première  donne  i 

La  seconde  équation  étant  quarrée ,  donne 

si  Ton  en  soustrait 

on  a 

pp—f^pq  +  qq—gg—^P, 

«t  prenant  la  racine  quarrée  de  part  et  d'autre  ^  on  a 

P—<l=VgS—ênP' 
Or  puisque 

on  a 

parconséquent 

p_ ,  q^  ^ 

733.  Toutes  les  fois  donc  qu'on  a  une  équation  du  troisièn 
degré  de  la  forme 

quels  que  soient  les  nombres/  et  g,  on  a  toujours  pour  une  à 
racines 


c'est-à-dire  une  quantité  irrationnelle ,  qui  renferme  non-seu- 
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Dt  le  signe  radical  quarré ,  mais  aussi  le  signe  de  la  racine 
pe  ;  et  c*est  cette  formule  qu'on  nomme  proprement  la 
de  Cardan. 

4.  Appliquons  cette  formule  à  quelques  exemples^  pour  en 
X  faire  comprendre  l'usage. 

m 

it 
lira 


)  une  des  racines  de  l'équation  donnée  est 


oc 


=|X2?+|/^2=Z=|>^+^. 


=  1/8  +V^i=2  +  i  =  3. 

5.  Soit  proposée  cette  autre  équation 

a:^  =  3a:  +  2, 
ura 

/=3,    g=2, 

onséquent 

gg'=4>  /^=û7  et  M^=4'> 
ui  nous  donne 

L  il  résulte  qu'une  des  racines  est 

5      3       _,_ 


"  > 


r>      ■' 


il 


I 
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73s.  n  arrive  souvent  cependant  que ,  quoiqu'une  telle  iqi 
tion  ait  une  racine  rationnelle ,  on  ne  peut  trouver  cette  raci 
par  la  règle  dont  nous  nous  occupons. 

Soit  donnée  Téquatioa 

où  a; =4  ^^^  ^^^  ^^^  racines.  Nous  avons  ici 

f=6,  g=4o, 
de  plus 

gg^=iGoo,  ^/3=Sa; 
ainsi 

parconséquent  une  des  racines 

I    /Zo+âSÏTâ    .    g    j/^Ao — a8i/a 

^=K  ^^ — â —  +  K  - — i — • 

ou 

x=  V^20+i4  ka+  V^ao — 14  •  a; 

et  cette  quantité  est  réellement  =4 ,  quoiqu'à  la  première  ii 
pection  on  ne  s'en  doute  pas.  En  effet  le  cube  de  a  f-  V  a  et 
20  +  141/2,  on  a  réciproquement  la   racine    cubique 
20  -f- 14  ^2  égale  à  2  +  1/  2  ;  de  même 

3 . 

1^20 —  i4j/2=:2 — 1/2; 

donc  notre  racine 

a:=2+ v^2  +  2— 1/2=4- 

757.  On  pourrait  objecter- à  cette  règle,  qu'elle  nes*étend 
à  toutes  les  équations  du  troisième  degré  ,  parceque  le  quî 
de  X  ne  s'y  rencontre  point,  c'est-à-dire  que  le  second  te: 
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Eianqae  dans  Téquation.  Mais  nous  remarquerons  que  toute 
•qaation  complète  peut  se  transformer  en  une  autre  qni  manque 
[u  second  terme  ^  et  à  laquelle  on  peut  parconséquent  appli- 
[uer  la  règle. 

Soit^  pour  le  prouver,  l'équation  complète 

a:^— 6x0?  + 1 IX — 6=0. 

Si  l'on  prend  ici  le  tiers  du  coefficient  6  du  second  terme  ^  et 
qu'on  fasse 

ion  aura 
x=y+2,  OÊçc=yy+4y+4,  a?=y^+6yy+iQy+ir 


rconséquent 


x3    =y  +  6xy4.i2y+   8 
— .  6xx:;=     — Syy  —  q^Y — ^4 

—  e     =  —  6 


[d'où  résulte  cette  transformation  du  premier  nombre  , 

01? — 6xx-j-iix —  6      •=:iy^  —    y* 

Ou  a  donc  l'équation 

mt  la  résolution  est  manifeste ,  puisqu'on  voit  sur  le  champ 
l'elle  est  le  produit  des  facteurs 

Si  l'on  fait  maintenant  chacun  de  ces  facteurs  =  o  ^  oa  a 

lx=:2,  lx=:=       1,  (.x=:0, 

^ait  i  dire  les  trois  racines  trouvées  déjà  plus  haut. 
TSS.rSpit  donnée  à  présent  l'équation  générale  du  troisième 
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degré 

a:^  4"a^x + ijf  +  c = o , 

de  laquelle  il  s'agisse  d'éliminer  le  second  terme. 

On  ajoutera ,  pour  cet  effet ,  à  x  le  tiers  du  coefficient  d 
cond  terme ,  en  conservant  le  même  signe ,  et  on  écrira 
cette  somme  une  nouvelle  lettre,  par  exemple  ;  y  y  d^ 
qu'on  aura 

x-^^a^zy ,  d'où  x=jr— ja, 

conséquemment  : 
a:==y— Ja,  xx=yjr— fay+iaa,  xii=:f^(yy+^y^^ 

donc 

a?  •=zy^ — ayy+jcay^^^^c? 

axx'=,     +oyy  —  |ûay+  I  ^ 
ix=.  «f-     by  -  lab 

c=  +  c 

de  là  résulte  cette  transformée  en  y 

équation  dans  laquelle  le  second  terme  manque. 

739.  Nous  sommes  en  état,  moyennant  cette  transforme 
de  trouver  les  racines  de  toutes  les  équations  du  trobième  d 
l'exemple  qui  suit  en  fournira  une  preuve. 

L'équation  proposée  est 

x^  —  6xx-f-i3x— 12  =  0. 

Il  s'agit  d'abord  de  chasser  le  second  terme  ;  on  fera 

cet  etfet 

X  — 2=^, 
et  on  aura 
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OBC 

ce?  =J^  +  Gj3'  + lay  +  8 
—  Gxx  =  —  6yy  —  24y  —  ^4 
-f-i3x=  +1^+26 

^—12    ==  — 12 


I  f+   jr   —  2   =  o, 

ou 

3^3  =  — jr  +  2. 

Si  on  compare  cette  équation  avec  la  formule 

cc?=fx'\rg> 
iona 

/=— i,g  =  2; 

donc 

gg  =  4>  rïP  =  —  'tn> 
de  plus 

et 
parconséquent 


OU 


3  _  3  ____^  3 

^  B      ^  9      ^        9 

3    3  "      3 

3         . 3 

TV/27+6  V/2I  +  f  v/fl7— 6  1/21  ; 

Ce 


402  £  L  É  M  E  N   S 

et  il  reste  à  substituer  cette  valeur  dans 

74o.  Nous  sommes  parvenus  dans  la  solution  de  cet  exempte  J 
à  une  quantité  doublement  irrationnelle  ;  mais  il  ne  faut  pai 
en  conclure  sur-le-champ  que  la  racine  est  irrationnelle ,  parce* 
qu*il  pourrait  arriver  par  im  heureux  hasard^  que  les  binomer  § 
27  db  6  ^  ai  fussent  des  cnbea  effectifs  ;  et  c'est  aussi  ce  qui 


3 


a  lieu  ici  ;  car  le  cubé  de  — — ——  étant 

il  suit  que  la  racine  cubique  de  27  -f-  G  ^Z  ai  est — ^ — ^, 

a 

et  que  la  racine  cubique  de  £7  — 6  v/ai  est î-_l.  Cell 

fait  donc  que  la  valeur  trouvée  pour  y,  devient 


)C 


Or  puisque  j^  =  1  ,  nous  avons  x  =  3  pour  une  des  racines  de 
réquation  proposée ,  et  les  deux  autres  se  trouveront  en  divisant 
l'équation  par  x  —  3. 

x  —  Z 


x^ — 6x07 -f-  i3x— 12  \ — 

Kocx  — 


3x-f-4 
a? — 3xx 


— 3xx-f-  i3x  —  1^ 
— 3xx  -f-  ^x 

4^  —  la 
4x — la 

o  : 
et  égalant  à  o  le  quotient  xx  —  3x  -f-  4  ;  l'on  tu 
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XX  =  3x  —  4  » 

I 

sont  les  deux  racines  en  question ,  mais  elles  sont  imagi-> 
:es. 

'4i  •  C'est  par  hasard ,  comme  nous  l'avons  remarqué,  qu'on 
u  y  dans  l'exemple  précédent,  extraire  la  racine  cubique  des 
ornes  trouvés, et  ce  cas  n'a  lieu  que  lorsque  l'équation  a  une 
iae  rationnelle ,  et  alors  on  emploie  avec  plus  de  facilité  ^ 
ir  trouver  cette  racine ,  les  règles  du  Chapitre  précédent, 
lis  quand  i* équation  ne  comporte  pas  une  telle  racine,  ott 
and  elle  est  irrationnelle,  il  n'est  pas  possible  d'exprimer 
te  racine  par  une  formule  plus  simple  que  la  précédente  , 
âorte  qu'elle  ne  peut  être  réduite.  Par  exemple^  dans 
quation 

x*  =  6x-f-4^ 

sorte  que 

3  3 

a:=  V^aH-av/ — 1  +  ^^  a*— a  ^  -—1^ 

rmule  qui  ne  peut  se  simplifier. 


(oJi  i  Li  u  V.  V  ê 
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CHAPITRE    XIII. 

De  la  résolution  g  des  Equations  du   quatrit 

degré. 

74a.  JLjorsqve  la  plus  baute  puissance  de  la  quantité 
monte  au  quatrième  degré ,  on  a  des  équations  du  quatri 
degré  f  et  la  formule  générale  en  est 

X*  +  ax^  -f"  bxx  -f-  ex  +  clc=  o- 

Nous  considérerons^  en  premier  lieu^  les  équations  du  q 
trième  degré ,  pures ,  dont  la  formule  est  simplement 

et  dont  on  trouve  aussitôtla  racine  en  prenant  de  part  et  d'aï 
la  racine  bi-quarrée  ,  puisqu'on  obtient 

743.  Comme  x^  est  le  quarré  de  xx,  on  facilite  beauo 

le  calcul,  en  commençant  par  extraire  la  racine  quarrée  ; 

alors  on  a 

xx=\/f, 

et  prenant  ensuite  de  nouveau  la  racinee  quarrée^  on  a 

0 

desorte  que  i//* n'est  autre  chose  que  la  racine  quarrée  de 
racine  quarrée  def. 
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Si  on  avait  >  par  exemple ,  Téquation 

a:4r=fl4oi  ; 

on  aurait  d'abord  xx  =  4S}  puis  «r  =  7. 

744*  n  est  vrai  que  voUà  seulement  une  racine ,  et  cependant 
puisqu'on  trouve  toujours  trois  racines  cubiques ,  il  n'est  pas 
douteux  que  quatre  racines  ne  doivent  avoir  lieu  ici  ;  mais  re-« 
marquons  que  la  méthode  indiquée  ne  laisse  pas  de  donner  en 
«ffet  ces  quatre  racines.  Car  ^  dans  l'exemple  ci-dessus ,  on  a 
non-seulement  xx^sz/^Q  ,  mais  aussi  xr  =  — -49  â  or  la  pre- 
mière valeur  donne  les  deux  racines 

a?=7,  a7  =  ~7, 

et  la  seconde  valeur  donne 

a:=i/  — 49  =  71/— 1, 
et 

a7  =  ~V/  — 49  =  -7V/— 1. 

Telles  sont  les  quatre  racines  quatrièmes  de  a4oi.  U  en  serait 
îe  même  à  l'égard  d'autres  nombres. 

745.  Après  ces  équations  pures ,  viennent  dans  l'ordre  celles 
5Ù  le  second  et  le  quatrième  terme  manquent ,  et  qui  ont  la 
Forme 

x^  -f-  fxx  +  g"  =  o. 

Elles  sont  résolubles  à  la  manière  des  équations  du  second 
iegré  ;  car  si  l'on  fait 

xx=y, 

yy+fy+S  =  o,  onyy^z^^^  —  g^ 

3 


4û6  tttUEMê 

d  où  Von  tir6 


y^-if±)/TT=ï=^-^(F^'. 


or  XX  =iy  'y  ainsi 


=v=^ 


i^— ^■^^'^ 


^— ^-  /-/±v/7r-^ 


oi  les  signes  doubles  db  indiquent  toutes  les  quatre  racines 

74s.  Mais  si  l'équatioit  contient  tous  les  tenues  pos»b 
on  peut  toujours  la  regarder  comme  le  produit  de  qu; 
facteurs.  En  effet  ^  si  l'on  multiplie  entr'eux  ces. quatre  i 
teurs,  (x  —  p  )  (jc  —  q)  (x — r)  (x  — f)  ,  on  trouve  le  p 
duit  X*  —  (;,+^+r+/)  x^  +  (^pq^pr+pf+qr+qf+rf] 

*— (P7'*+P<7/+PCr+ 9C0  ^+ P^CT*  et  cette  formule 
peut  devenir  égale  à  o ,  que  lorsqu'un  de  ces  quatre  fact< 
est  =  o.  Or  cela  peut  arriver  de  quatre  manières  :  1°. 
a:=p;  a*.  parx=qf;  3®.  parx=:r;  4°-  pâr^=y">  et  ce; 
là  parconséquent  les  quatre  racines  de  l'équation. 

747.  Si  nous  considérons  cette  formule  avec  quelque  at 
tion,  nous  remarquons^  dans  le  second  terme ^  la  somme 
quatre  racines ,  multipliée  par  —  x^  ;  dans  le  troisième  ter 
la  somme  de  tous  les  produits  possibles  de  deux  racines ,  i 
tipliée  par  xx  ;  dans  le  quatrième  terme  ^  la  somme  des 
duits  des  racines  multipliées  trois  à  trois,  multipliée  par  — 
enfin  dans  le  cinquième  terme  ^  le  produit  des  quatre  racir: 

748.  Gomme  le  dernier  terme  contient  le  produit  de  to 
les  racines ,  il  est  clair  qu'une  telle  équation  du  quatri 
degré  ne  peut  avoir  une  racine  rationnelle  qui  ne  soit  en  m 
temps  un  diviseur  du  dernier  terme.  Ce  principe  fournit  c 
un  moyen  facile  de  découvrir  toutes  les  racines  rationnel 
lorsqu'il  y  en  a  ;  puisqu'on  n'a  qu'à  substituer  successiven 
à  X  tous  les  diviseurs  du  dernier  terme  ,  jusqu'à  ce  qu'on 


f 
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trouve  nn  qui  satisfasse  à  Téquation;  car  ayant  obtenu  uns 
telle  racine,  par  exemple,  x=p,  on  divisera  l'équation  par 
X. —  p  y  après  avoir  porté  tous  les  termes  du  même  côté ,  et 
supposant  le  quotient  =:  o ,  on  obtiendra  une  équation  du 
troisième  degré ,  qu'on  pourra  résoudre  par  les  règles  don-* 
nées  ci-dessus. 

74d-  Or  il  est  absolument  nécessaire  pour  cela  que  tout 
les  termes  soient  des  nombres  entiers  ,  et  que  le  premier 
n'ait  que  l'unité  pour  coefficient  ;  toutes  les  fois  donc  que 
quelques  termes  renferment  des  fractions ,  ïV  faudra  com- 
inencer  par  éliminer  ces  fractions ,  et  c'est  ce  qu'on  peut  tou- 
jours faire  en  substituant ,  au  lieu  de  a:,  la  quantité  y,  divisée 
par  nn  nombre  qui  soit  le  produit  des  facteurs  premiers ,  pri» 
^chacun  tme  fois ,  des  dénominateurs  de  ces  fractions. 

Par  exemple  ,  si  l'on  a  l'équation 

a:*  —  •Jar'  +  Ja:J:^-|^  +  lî=o• 
comme  on  y  rencontre  des  fractions  qui  ont  pour  dénomina- 
teurs â ,  3  et  des  puissances  de  ces  nombres ,  on  supposera 

y 

a:=^,  et  on  aura 
b 

équation ,  qui  multipliée  par  6"^  devient 

yi gy3  ^  j2jy jggy  -|-  73  =s  Q. 

Si  l'on  voulait  chercher  maintenant  si  cette  équation  a  des 
racines  rationnelles ,  il  faudrait  écrire  à  la  place  de^  successi- 
Tement  les  diviseurs  de  72 ,  afin  de  voir  dans  quels  cas  la  for- 
mule se  réduirait  réellement  à  o. 

;    760.  Mais  comme  les  racines  peuvent  être  aussi  bien  posi— 
'Ëvesque  négatives^  il  faudrait  avec  chaque  diviseur  faire  deux; 

4 
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essaii  >  Vun  en  supposant  ce  diviseur  positif,  l'antre  en  le 
gardant  comme  négatif  ;  cependant  une  nouvelle  remarqi 
dispense  souvent.  Toutes  les  fois  que  les  signes  -|-  ^^  *~~'  ^^ 
vent  régulièrement  I  Téquation  a  autant  de  racines  posi 
qu'il  y  a  de  changemens  dans  les  signes  ;  et  autant  de  ra( 
négatives  qu'il  y  a  de  répétitions  du  même  signe.  Or  i 
exemple  contient  quatre  changemens  de  signes  et  aucune 
cession  ;  ainsi  toutes  les  racines  sont  positives  ,  et  on  n*< 
besoin  de  prendre  aucun  des  diviseurs  du  dernier  tenu 
moins. 

75 1.  Soit  donnée  l'équation 

cc^  -f"  !ioc?  —  jxx  —  Sa?  -}-  ifl  =  ex 

Nous  voyons  ici  deux  changemens  de  signes,  mais 
deux  successions  ;  d'où  nous  concluons  avec  certitude , 
cette  équation  contient  deux  racines  positives  et  autant  di 
cines  négatives,  qui  doivent  toutes  être  des  diviseurs  du  d 
bre  12.  Or  ces  diViseurs  sont  1 ,  a ,  3 ,  4 *  6,  12  ;  qu'on  es 
donc  d'abord  a?  =  +  1 ,  on  parviendra  réellement  à  o  -,  < 
une  des  racines  est  a:  =  1 . 

Si  l'on  fait  ensuite  a?  =  —  1 ,  on  trouve 

+  1  — a  —  7  +  8-f-  ia  =  2i  —  9  =z=  12  ; 

ainsi  07  =  —  i  n'est  pas  une  des  racines.  Qu'on  fasse  â 
cela  a;  =  2  ,  on  trouve  de  nouveau  la  formule  =  o  ,  et 
conséquent,  pour  une  des  racines ,  a;  =  2  ;  mais  X'=:.-^i 
contraire  ne  se  trouve  pas  être  une  racine.  Lorsqu'on  fait 
suite  x  =  3 ,  on  a 

81  +54  — S3  — 24  +  12=60, 

c'est-ià-dire  que  cette  supposition  ne  satisfait  pas  ;  au  lieu 
X  :=:  — •  3 ,  donnant 

81  —  54  —'63  +  24  +  12  =  o; 
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(Mt  éyklemment  une  des  racines  qu'on  cherche.  Enfin ,  quand 
mai  aura  essayé  x  =  — -4 ,  on  verra  pareillement  Téqpation  se 
jEédnire  à  zéro  ;  desorte  donc  que  toutes  les  quatre  racines 
llont  rationnelles ,  et  ont  les  valeurs  suivantes  : 

ffii  conformément  à  la  règle  donnée  ci-dessus ,  deux  de  ces 
swnnes  sont  positives  ^  et  les  deux  autres  sont  négatives. 

75a.  Mais  aucune  racine  ne  pouvant  être  déterminée  par 
cette  voie  > lorsqu'elles  sont  toutes  irrationnelles^  il  a  fallu  songer 
4L  des  expédiens  pour  exprimer  les  racines  dao^  ces  cas.  On 
a  découvert  deux  routes  dilFérentes'pour  parvenir  à  la  con- 
joaissance  de  semblables  racines  >  quelle  que  soit  la  nature  de 
Téqoation  du  quatrième  degré. 

n  sera  bon^  avant  que  d'expliquer  ces  méthodes  générales  ; 
^e  nous  donnions  les  solutions  de  quelques  cas  particuliers  , 
lesquelles  peuvent  souvent  s'appliquer  très-utilement. 

753.  Lorsque  l'équation  est  telle  que  les  coelliciens  des 
termes  se  suivent  de  la  même  manière  y  tant  dans  l'ordre  direct 
des  termes ,  que  dans  l'ordre  rétrograde ,  comme  il  arrive  dani 
l'équation  suivante  : 

a:*  -}-  m  o:^  -f-  Jixx  -f-  mx  -f-  1  =  o. 

^u  dans  cette  autre  équation  qui  est  plus  générale  : 

x^  -f-  max^  -f-  naaxx  -f-  mc^  x  +  a^ =0. 

on  peut  toujours  en  regarder  le  premier  membre  comme  le  pro-^ 
duit  de  deux  facteurs  qui  sont  des  formules  du  second  degré , 
«t qu'on  résout  facilement.  En  effet,  qu'on  représente  cett* 
âenûère  équation  par  le  produit 

(  XX  +  par -f- aa  )  (  a:x  +  </ax  +  ca  )  =  o  , 

où  il  s'agisse  de  déterminer  p  et  7  de  manière  qu'on  obtienne 
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la  proposée  :  on  trouvera  ^  en  effectuant  la  mnltipKcation; 

et  pour  que  cette  équation  soit  la  même  que  la  précédente  ;  î 
faut  i"*.  que 

d*.  que 

p^jf  +  a  =  » ,  d'où  pq  =sn^^si. 

Maintenant >  quarrant  la  première  de  ces  égalités ,  on  a 

pp  -f-  apq  -t"  77  =  ^^  î 
gi  on  soustrait  de  ceci  la  seconde  prise  quatre  fois  ^  ou 

^9  =  4^  —  8, 
il  reste 

pp  —  2pq  '^qq^=:mm'^4^  +  %  ; 

•t  prenant  la  racine  quarrée ,  on  trouve  J 

p  —  ç  =  V  m/îi— 4^* "f"  8» 

Or 

p4-qf=:m, 

on  aura  donc  par  Taddition , 

—  m^^mm — 4^+8 

^p'=zm+  y  mm  — 4»  +  8 ,  ou p  =  — -—^ -^ ; 

et  par  la  soustraction  ^ 

é/ / — Tô  ^ — \/mm  —  4^  +  S 

af  ^=  m  —  y  mm  —  4n  +  8,  ou  q=z ^ •. 


Ayant  ainsi  trouvé  p  et  ^  ,  on  n'a  plus  qu*à  supposer  chaqui 
facteur  =  o  ;  afin  de  déterminer  les  valeurs  de  x  :  le  premie: 


D*  A  L  G  £  B  R  E.  4^1 

B 

OCX + pax  -f-  oa  =  o ,  d'où  xxzn  —  pax  "^aa, 

9 

['on  tira 

lond  £acteiir  donn* 

sont  là  quatre  racines  de  Téquation  proposée; 
4-  Pour  rendre  la  chose  plus  claire ,  soit  donnée  Téquation 

X* — /^x^-^Sxx — 4^  +  i=o. 

{  avons  ici 

az=:i  f  m^S'--'4,  n  =  — 3; 

OBséquent 

mm  —  4^*  +  8  =  36 , 

L  racine  quarrée  de  cette  quantité  =  6  ;  donc 
p=^^ =1,   q^ =-5, 

I 

là  résultent  les  quatre  racines 


est-à-dîre 


_— i+t/— 3  _5  +  i/ai 

—  1— J/— 3  _5— v/ai 

3C  ^S  ■  ■  ^  ■  -            ■   ■  ■     I  ^  X  ^S          '    '   '      ■  • 

»          *  a 


L 


'4ia  É  L  É  M  K  N  5 

Les  deux  premières  de  ces  racines  sont  imaginaires  ou  im] 
fiibles  ;  mais  les  deux  deri)ières  sont  possible»  ;  puisqu'on 
indiquer  v^  ai  aussi  exactement  qu'on  le  souhaite,  en  e] 
mant  cette  racine  par  des  fractions  décimales.  En  efiPet,  âi  é1 
autant  que  221,00000000,  on  n*a  qu'à  tirer  la  racine  qQarréi| 
par  les  règles  données ,  et  on  ixouyera  que  ^ ai  =4>^^^^  > 
troisième  racine  approche  d'assez  près  x  =4>79i3  >  ^^  '^  ^P^\ 
trième ,  x  ■=  0,2087  ;  et  il  eût  éj:é  facile  de  les  détermine 
avec  encore  plus  de  précision. 

Remarquons  que  la  quatrième  racine  étant  à  très-peu  prètj 
•^  ou  7,  cette  valeur  satisfera  déjà  assez  exactement  à  Yi 
tiôn  ;  en  eflFet ,  si  Ton  fait  a?  =  7,  on  trouve 

on  aurait  dû  trouver  o  ;  mais  la  différence ,  comme  on  voit; 
n'est  pas  grande. 

755.  Le  second  cas  où  une  résolution  semblable  a  lieu,  est 
le  même  que  le  premier  quant  aux  coefficiens ,  mais  il  en  diffèr» 
dans  les  signes  ;  car  nous  supposerons  que  le  second  et  le 
trième  termes  aient  des  signes  différens  ;  ime  telle  équ 
est  donc^  par  exemple  , 

x^  +  max^  +  naaxx  —  mt^  x  +  a*  =  o , 
qui  peut  être  représentée  par  le  produit , 

(xx-f-par  — aa)  (xx-f-^ox  —  aa)=o. 
En  effet  la  multiplication  de  ces  facteurs  donne 

^  +  (P+9)^"^  +  (P7  —  a)aaxx  — (;i  +  7)  a'ir+a*, 

quantité  qui  est  égale  à  la  formule  proposée ,  si  on  suppose  ei 
premier  lieu 

et  en  second  lieu 

pqf  «^ a  =  h,  d'où pq^in^% 
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«que  de  cette  façon  les  quatrièmes  termes  deviennent 
K  d'eux-mêmes.  Qu'on  quarre  ^  comme  ci -dessus^  la 
ière  équation^  on  aura 

1  soustraye  de  celle-ci  la  seconde  prise  quatre  fois ,  ou 

4pq  =  4n  +  S, 
tera 

pp  —  apq  -|.  qrç  =  mm  —  4^  —  8  ; 
cine  quarrée  est 

p^—q^z  yTnm--^4^'^S^ 
3  là  on  obtient 

771  +  y  711771  —  ^n  —  8               m  —  yTTmi  —  4/i  —  8 
= 1 '  9  =  — 1 • 

nt  donc  trouvé  p  et  qr  >  on  connaîtra  par  le  premier  facteur 
[eux  racines 


dx  le  second  facteur  les  deux  racines 

x  =  '^iqa±ia\/qq+4, 

>à-dire  qu'on  aura  les  quatre  racines  de  l'équation  pro-^ 
îe. 

56.  Soit  donnée  l'équation 

x*  — 3.2073^3.8  +  16=0, 

LS  avons 

a  =  a,  371  =  — 3,  71  =  0; 

si  

y/mm  —  4»  —  8  =  1 , 
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et  parccmséquent         ^ 

—  S+i _  —5  —  1 

Donc  les  deux  premières  racines  sont 

a?=:i±:l/5, 

et  les  deux  dernières  sont 

a7=sad::  y%  ; 

donc  les  quatre  racines  cherchées  seront  : 

x:=i+V^5,  07=1  —  v^5,  a:==a-f-|/8,  a;=a  — 

et  les  quatre  facteurs  de  notre  équation 

(a;— 1— 1/5)  (a:— 1+1/5)  (a;— a— 1/8)  (ar— a  + 

dont  la  multiplication  effective  produit  réeDement  la  \ 
sée  ;  car  les  deux  premiers  étant  multipliés  entr'eux , 
nent  xx  —  aa; — 4  >  et  les  deux  autres  donnent  xx  —  4^ 
or  ces  deux  produits  multipliés  pareillement  Tun  par  T. 
fontx^  —  6a;^-f-â4a;-f»i^/Ce  qui  est  précisément  Téq 
donnée. 
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CHAPITRE    XIV. 

la  Règle  de  Bombelli  ,  pour  réduire  la 
résolution  des  Equations  du  quatrième  degré  à 
^elle  des  Equations  du  troisième  degré. 

±1  ous  ayons  fait  voir  plus  haut ,  comment  on  résout, 
la  règle  de  Cardan  y  les  équations  du  troisième  degré  ; 
.  tout  consiste  principalement ,  pour  les  équations  du  qua- 
ae^  à  en  réduire  la  résolution  à  celle  des  équations  du  troi— 
e.  En  effet  il  n'est  pas  possible  de  résoudre  généralement 
équations  du  quatrième  degré  sans  le  secours  de  celles 
Toisième  ,  puisqu'ayant  déterminé  une  des  racines ,  les 
3S   dépendent  d'une  équation  du  troisième  degré.  £t  on 

conclure  de   là  qu'aussi    les   équations  de  dimensions 

hautes  y  présupposent  la  résolution  de  toutes  les  équa--* 

des  degrés  inférieurs. 

i8.  Or  il  y  a  déjà  quelques  siècles  qu'un  Italien  ,  nommé 
.belli  y  a  donné  une  règle  pour  cela  -,  c'est  celle  que  nou» 
I  proposons  d'expliquer  dans  ce  Chapitre. 

Dit  donnée  l'équation  générale  du  quatrième  degré , 


i* 


es  lettres  a,  &,  c,  d  signifient  tous  les  nombres  imagina- 
i.  Qu'on  suppose  maintenant  que  cette  équation  soit  la 
ne  que  celle-ci , 

(xjp  +  Jax+p)*— C9^  +  r)*  =  o, 
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OÙ  il  s'agisse  de  déterminer  les  lettres p,  ^  et  r,  de  ma 
qu'on  obtienne  l'équation  proposée.  Si  on  ordonne  la  nou 
équation  suivant  les  puissances  de  cr,  on  aura 

x*  +  aûF^  +  ^  aaxx  +    apx  +  /Jp  =  o 
-(-     zpxx  —  2qrx — rr 
—     qqxx. 

Or  les  deux  premiers  termes  sont  ici  déjà  les  mêmes  que 
l'équation  donnée  ;  le  troisième  terme  exige  qu'on  fasse 

iaa  +  ap^qq=zb, 
ce  qui  donne 

qq=:\  aa'\'!ip  —  b; 

le  quatrième  terme  indique  qu'on  doit  faire 

ûp  —  aqfrzac ,  ou  29r =a/j — c  ; 

en£n  on  a  pour  le  dernier  terme 

pp'^rr:=:dj  oiirr=pp  —  d. 

Voilà  donc  trois  équations  qui  doivent  donner  les  valeurs 

p,  q  et  r. 

769.    La   manière  la  plus  facile  de   les   résoudre  est 

suivante  :  qu'on  prenne  la  première  équation  quatre  fois, 

aura 

4qq=aa'^Sp  —  4^; 

cette  équation  multipliée  par  la  dernière  , 

rr=ipp  —  d, 
donne 

Jlqqrr=zSp^  +  {aa-^^b)pp  ^Mp-^d^aa^^éif))' . 

s 

Si  de  plus  on  quarre  la  seconde  équation ,  on  aura 

4qqrr  =  aapp  -r-  SLacp  +  ce. 
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iioai  nous  avons  pour  4^qrr  deux  valeurs  qu'on  peut  égaler 
Qtr'elles ,  ce  qui  fournit  Téquation  ^ 

u^  en  portant  tous  les  termes  d'un  même  côté , 

8p^  —  4ipp-f-(aac  —  8J)p— 00^4*4^^  —  ccsso, 

|uation  du  troisième  degré ,  qui  donnera  toujours  la  valeur 
s  p  par  les  règles  exposées  plus  haut. 

760.  Ayant  donc  déterminé  les  trois  valeurs  de  p  par  les  don- 
nes a,  b,  c,  d^  ce  qui  ne  demande  que  d*avoir  trouvé  une 
!ule  de  ces  valeurs,  on  aura  aussi  les  valeurs  des  deux  autres 
ttres  9  et  r  ;  car  la  première  équation  donnera 

9  =  V^|âa"+âp  — 6, 

Lia  seconde  donne 

ap  —  c 
r=— — • 

Ir.  ces  trois  valeurs  étant  déterminées  pour  chaque  cas  donné , 
oici  comment  on  pourra  trouver  enfin  les  quatre  racines  de 
équation  proposée  :  v 

Cette  équation  ayant  été  réduite  à  la  forme 

(çrx-f  iax-fpy  — (7X+r)*=5:o, 
n  aura 

t  en  tirant  la  racine , 

XX  + 1  ex  +  P=9^  "f- '^  > 
»u  bien 

XX  +  5  ûx  +  prs  *— çx— r, 

La  première  équation  donne 

Dd 


4 

■ 
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«x  =  (^  — |a)jc— p  +  r, 

d*où  l'on  peut  déduire  deux  racines  ;  et  la  seconde  équatioo  i 
laq[uelle  on  peut  donner  la  forme 

a7X=— (^+Aa)a;  — p— r, 

fournira  les  deux  autreâf  racines. 

761.  Eclaircissonfl  cette  règle  par  un  exemple^  et  supposom 
donnée  l'équation 

x^ —  loo^'  +  SSxx  — 5ox  +  fl4=o* 
Si  nous  la  comparons  avec  notre  formule  générale  ,  nous  avoni 

a  =  — 10,  i  =  55,  c=  —  5o,c?=â4> 
•t  parconséquent  Téquation  qui  doit  donner  la  valeur  de  p,  est 

Bp^  —  i4opp  +  808/}  —  i54o  =  o , 
ou 

flp3  _^  55pp  ^  202p  —  385  =  o. 

Les  diviseurs  du  dernier  terme  sont  1 ,  5,7,  11,  etc.  Le  pre- 
mier 1  ne  satisfait  pas  ;  mais  en  faisant  p  =  5  ^  on  trouve 

a5o  —  875  -f- 1010  —  385  =  0,  \ 

ensorte  que  p  =  5.  Si  on  suppose  de  plus  p  =  7 1  on  trouvt     j 

686  — 1715  +  1414— .385=0,  Y 

donc  p=7  est  la  seconde  racine.  Il  reste  à  trouver  la  troisièmi  I 
racine  :  qu'on  divise  l'équation  par  22 ,  pour  avoir  ? 

et  qu'on  considère  que  le  coefficient  du  second  terme,  on 7;  l 
étant  la  somme  de  tontes  les  trois  racines ,  et  les  deux  premièrei  *  ' 
faisant  ensemble  ia,  la  troisième  doit  nécessairement  être  7*     ', 
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Nous  connaissons  parconséqnent  les  trois  racines  en  question. 
Mais  remarquons  qu'une  seule  eût  suffi  y  parceque  chacune 
donne  également  les  quatre  racines  de  notre  équation  du  qua- 
trième degré. 

7S2.  Pour  le  prouver ,  soit  d'abord  p  =  5 ,  nous  aurons 


et 


qzzz  {/qS  +10  —  35  =  0  , 
—  5o  «(-  5o ^o 


Or  rien  nétant  déterminé  par  là,  prenons  la  troisième  équation 

rr=pp  — rf=25  — s4=i  > 
desorte  que  r=  1  ;  nos  deux  équations  du  second  degré  seront  : 

La  première  donne  les  deux  racines 

c'est-à-dire 

x=z4  etx=i. 

La  seconde  équation  donne 

c  est-à-dire , 

0?  =  o  et  X  :=  2. 

Mais  supposons  maintenant  p  :=  7 ,  nous  aurons 

9=  V/25  + 14-35  =  2,    y_-7Q-f 5o__g^ 

d'où  résultent  les  deux  équations  du  second  degré , 

l'^.xxzrzyx  —  la  ;   a**.  xx=:3x — 2: 

a 
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U  presiière  donne 

ainsi 

07  =  4  etx=»^3; 

la  seconde  fournit  la  racine 

et  parconséquent 

a:  =  a ,  et  a?  =  1  ; 

desorte  que  par  cette  seconde  supposition  on  trouve  les  mén 
quatre  racines  que  par  la  première. 

Enfin  les  mêmes  racines  se  trouvent  par  la.  troisième  val( 
pz=z^.    Car  on  a  dans  ce  cas 

ç=:/a5+ii~35  =  i,    r==^-^  =  ~i; 

et  par  là  les  deux  équations  du  second  degré  ; 

1'.  a:x  =  6x  — 8  ;   2^,  xxz=zj^  —  5; 
On  tire  de  la  première  ^ 

^  x  =  3±\/i, 

c'est-à-dire , 

X  =  4  et  X  =  a  ; 
et  de  la  seconde , 

x=zQ±:\/i, 
c'est-à-dire, 

x  =  5  etx  =  i, 

ce  qui  forme  encore  les  quatre  racines  trouvées  ci-dessus. 
763.  Soit  proposée  cette  autre  équation , 

«♦—  iSx  --13  =  0, 

dans  laquelle 
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ootre  équation  du  troisième  degré  sera , 

Sp^  +  gSp  — a5S=:o,  oup^-f>  lap  — 3a  =  o; 

«t  on  pent  rendre  cette  équation  encore  plus  simple ,  en  fai-^ 
■ant  pz=z2t  \  car  on  a  alors 

r 

8t3-f-24^— 3a=o,  ou  «3+3^— 4=0. 

Les  diviseurs  du  dernier  terme  sont  1  ^  â^  4*  ^°®  ^^^  racines 
ee  trouve  être  ^  =  1  ;  donc 

p=a,    9=  1/4  =  3,     r=i^=4. 

Parconséquent  les  deux  équations  du  second  degré  sont 
xx  =  220;  -f-  3  >  et  XX  =  — -  âx  —  6 ,   et  elles  fournissent  les 

racines 

x=i±:|/3,  x  =  — idii/  — 5. 

764*  Nous  tâcherons  de  rendre  encore  plus  familière  la  résoU 
lation  dont  nous  parlons  ,  en  la  répétant  toute  entière  dans 
Fexemple  suivant  : 

On  a  Féquation 

X^  —  6x^  +  12XX  — iflx  +  4  =  o, 

qui  doit  être  contenue  dans  la  formule 

(xx  —  3x+p)*  —  (7x  +  r)*  =  o, 

dans  la  première  partie  de  laquelle  on  a  mis  — 3x,  parceque 
—3  est  la  moitié  du  coefficient  —  6  du  second  terme  de  Féqua- 
tion proposée.  Cette  formule  étant  développée,  donne 

X*  —  Sx'-Kap  +  g — qq^xx — (6p+a7r)x+pp— rr=o; 

à  comparer  avec  notre  équation  >  et  il  en  résulte  les  égaUtéa 

5 
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suivantes  : 

l^2/?+9— 99=12,  a*.  6/?+a9r=ia,  3*.  pp— rr;=4 
La  première  donne, 

}a  seconde , 

a^rsia  — 6p,  ouçr^sG  — 3p; 
la  troisième, 

.  Multipliant  rr  par  qq ,  on  a 

qqrrz=:!ip^ — 3pp — Sp  +  la  ; 

ft  d'un  autre  côté ,  si  on  qaarre  la  valeur  de  qr,  on  a 

qqrr=:56  —  36p+9pp; 

ainsi  nous  avons  Téquation 

^p^'^Zpp —  8p+  12=:qpp  —  3Sp+3S  1   ^ 
ou 

ou 

p'  —  6pp  +  i^p  —  12  =  0, 

dont  une  des  racines  est  p^=2;  et  il  suit  de  laque  qq=i,q= 
etqr  =  rz=.  o.  Donc  notre  équation  sera 

(xx  —  3x-f-2)*  =  xx, 

€t  elle  aura  pour  racine  quarrée 

XX  —  3a7  +  2  =  +  07. 
Si  on  adopte  le  signe  supérieur ,  on  4 


admettant  le  signe  inférieur^  on  obtient . 

xx  =  2X— a, 
se  tirent  les  quatre  racines 

«  =  a±:^a,   x'=i±l/— i. 


y 
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CHAPITRE     XV. 

D^une  nouvelle  méthode  de  résoudre  les  Equatic 

du  quatrième  degré. 

765.  Ll  O  u  s  ayons  vu  comment  y  par  la  règle  de  Bombe 
on  résout  les  équations  du  quatrième  degré  par  le  moyen  d' 
équation  du  troisième  degré  ;  mais  on  a  trouvé  ,  depuis  1 
vention  de  cette  règle ,  une  autre  voie  pour  parvenir  à  c 
résolution  ;  et  comme  cette  méthode  est  tout-à-fait  diffère 
de  la  première  y  elle  mérite  d'être  expliquée  séparément. 

766.  On  suppose  que  la  racine  d*une  équation  du  quatriè 
degré;  soit  de  la  forme 

où  les  lettres  p  ^  q,  r  signifient  les  racines  d'une  équation 
troisième  degré , 

z^-^fzz  +  gz  —  A  =  o  ; 
cnsorte  que 

F+9  +  r=/,     pq+pr+qr^g,    pqr=h. 
Cela  posé,  on  quarre  la  formule  adoptée , 

et  on  a 

xxszrp+ç  +  r  +  fl  \/ pq+^V pr  +  %\/  qr, 
et  puisque 


f 
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fxx—f=2\/pq  +  Q\/pr+Qi/qri 
prend  de  nouveau  les  quarrés,  et  on  trouve 
^—Qfxx+ff=4pq+/^r+4qr+i\/ppqr+6  \/pqqr+S  \/pqrri 

issi  l'équation  devient 

x^'^2fxx+ff^4g=i  \/pqr.  il/ p+  \/ q  +  \/ r); 

fÊsâs 

i/p+\/q+\/rr=:x. 

Et 

pqr^^h,  d*oà  y pqr=:  \/ h; 
lonc  on  parvient  à  Téquation  du  quatrième  degré 
x^  —  fl/xx  —  8x  V^h+ff — 4g  =  o, 
Sont  une  des  racines  est  sûrement 

et  où  p  ^  9  et  r  sont  les  racines  de  l'équation  du  troisième  degré,' 

z^  —  fzz  +  gz  — *•  A  =  o. 

767.  L'équation  du  quatrième  degré ,  à  laquelle  nous  sommes 
parvenus  ^  peut  être  regardée  comme  générale  ,  quoique  le 
second  terme  ar^  y  ipanque  ;  car  nous  ferons  voir  plus  bas 
c]a*une  équation  complète  quelconque  peut  être  transformée 
en  une  autre  où  le  second  terme  ne  se  trouve  plus. 

Soit  donc  proposée  Téquation 

X*  —  axx  —  bx  —  c  =  o , 
four  en  déterminer  une  jacine.  Nous  la  comparerons  avec  U 
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formule  trouvée^  afin  de  parvenir  aux  valeurs  de  f^  g,  et  Ai 
il  faut,  i".  que 

d*.  que 

S]/h  =  b,  d'oùA  =  |^; 
8^  que 

ff—4g='-c,  d*où^  — 4g +  c=zo,  Ga^aa+c=^\ 
parconséquent  que 

768.  Puis  donc  que  réquation 
donne  les  valeurs  des  lettres  f,  g  et  h,  de  manière  que 

on  formera  de  ces  valeurs  l'équation  du  troisième  degré 

3?—fzz  +  gz  —  h  =  c, 

pcmr  en  chercber  les  trob  racines  parla  règ^  comiiie.  Etâ 
Ton  suppose  ces  racines  , 

il  £iiit  qu*une  des  racines  de  notre  équation  du  quatrième 
toit 


T^Q.  Il  semble  d^abord  que  cette  mediode  ne  ferrait  quimc 
feule  des  racines  de  Vequarloa  prv»posce  :  mais  si  on  réfléchit 
que  cliaque  sp:*  |/  peut  être  pris,  tant  iseîati^Tenîert  que  po- 
•ihvement  «  cfi  sertira  sïir-le-ckaicp  que  ome  fjnadff  contient 
maie  toutes  les  qoztne  r«cise&. 
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Bfi  7  a  plus,  si  on  voulait  admettre  tous  les  changemens  pos- 
B>les  des  signes,  on  aurait  huit  valeurs  diiférentes  pour  x,  et 
«pendant  quatre  seulement  peuvent  avoir  lieu.  Mais  remar* 
[lions  que  le  produit  de  ces  trois  termes,  qui  est  y  pqr,  doit 
«re  égal  à  !/  A  =  ^  6,  et  que  si 4  b  est  positif,  le  produit  des 
ermes  j^^p,  y  q  tt  i/  r,  doit  pareillement  être  positif,  de- 
Orte  que  les  variations  admissibles  se  réduisent  aux  quatre  qui 
■aivent  : 

a*.  x=  yp  —  yq  —  y'r, 
Zr  x=—yp  +  y'q—y'r, 
4°.  x= — yp — Vq+VT. 

De  même^  quand  \  b  est  négatif^  on  a  simplement  les  quatre 
rôdeurs  de  x  qui  suivent  : 

i«.  x=  y/p^yq^i/r, 
a».  x=  yp  —  X/q+Vr, 
Z\  x=—yp+yq  +  yr, 
4°.  x=. —  y  p —  yq —  /r. 

Cette  remarque  nous  met  en  état  de  déterminer  les  quatre 
r'^cines  dans  tous  les  cas  \  l'exemple  suivant  le  fera  voir. 

770.  Soit  proposée  l'équation  du  quatrième  degré 

âans  laquelle  le  second  terme  ngianqne.  Si  nous  la  comparons 
^ivcc  la  formule  générale ,  nous  avons 

fl=a5,  b-=. — Go  et  c=3S; 
st  après  cela 

1 — Ti    S — TT  +  S  —  TTf     "  —  -4"> 

Moyennant  quoi  notre  équation  du  troisième  degré  devient 
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Pour  chasser  d*abord  les  fractions  ^  faisons  z=^  j  ;   n 

4 
aurons 

et  en  multipliant  par  le  plus  grand  dénominateur  1 

u'—  5ouu + 769U  —  36oo  =  0. 

n  faut  déterminer  les  trois  racines  de  cette  équation;  ellei 
trouvent  toutes  trois  positives;  Tune  d'elles  est  u=9,  et 
divisant  l'équatiou  par  u  — 9,  ©n  trouve  la  nouvelle  équat 

uu— 4iï*+4oo=^*  o^  uu=:4ii*— 400, 

qui  donne 

j,— £* -4-  t/  itfgi       . <oo — iZ— ma- 

desorte  que  les  tirois  racines  sont 

u=9^     u=iS^    ur=:225. 
Parconséquent^ 

Telles  sont  donc  les  valeurs  des  lettres  p,  7  et  r,  c'est 
dire  que 

Maintenant  si  nous  faisons  attention  que 

i/p7r=]/A=— V» 

et  qu  ainsi  cette  valeur  =  |  i  est  négative ,  il  nous  faudra,  p 
nous  conformer  à  ce  qui  a  été  dit  à  Fégard  des  signes  des 
cinec  [/p,  ]/q  et  v/r,  prendre  tous  ces  trois  radicaux  en  moi 
ou  n*en  prendre  qu'un  seul  en  moins,  et  parcouséqaent  cou 
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V/p=|;,  Vq^a,  Vr=\y 
re  racines  de  Téquation  proposée  se  trouyent  £tre. 


1'. 

0?  = 

i  +  3-l  = 

1, 

,    a'- 

x=z 

1-3+1  = 

a. 

3». 

X  —  - 

-l+«+^= 

3, 

4". 

X  —  - 

—  j— a— 5  ^=- 

-6. 

racines  résultent  les  quatre  facteurs 

(x  — i)(x— a)  (x— 3)  (x4.6)=o; 

ux  premiers  multipliés  ensemble^  donnent  xx — Sx -fa; 
duit  des  deux  derniers  est  xx  +  3x — 18,  et  en  multi-  ' 
:es  deux  produits  l'un  par  l'autre^  on  trouve  exactement 
ion  proposée. 

.  Il  nous  reste  à  faire  voir  comment  une  équation  du  qua-* 
degré  ^  dans  laquelle  le  second  terme  se  trouve  ^  peut 

ansformée  en  une  autre  où  ce  terme  manque.  Nous  don* 
pour  cet  effet  la  règle  suivante. 

proposée  Téquation  générale 

ajoute  à  j^  la  quatrième  partie  du  coefficient  du  second 
,  ou  bien  ^a ,  et  qu'on  écrive  à  la  place  de  la  somme  une 
le  lettre  x ,  de  façon  que 

y  +  \a:=zx, 
conséquent 

y=zx—\a\ 
ra 

yy:=zxx — \(tx+Y^a[i^ 

y=x3— |oxx+-i^«ax— ^a'. 


:0. 
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et  enfin  ce  qui  suit: 

+  %=  +   ^^^   —\ahx+i^aab 

+  cy=  +CX   —  ^ac 

+  c/     =  +        ^ 

la  transformée  en  x  sera  donc 

a:*-}-  o  — \aàxX'^\ci?X'^^\^cfi 
+    6xr  — i  abx'^-^aab\ 
+     ca:   —  ^  oc 

+      cl 

On  a  donc  à  présent  une  équation  dans  laquelle  le  se( 
terme  manque^  et  à  laquelle  rien  n'empêche  d'applique 
règle  donnée.  Après  quoi  ces  valeurs  de  x  étant  trouvées, 
déterminera  facilement  celles  de  j^,  puisque ^=  x — \a. 

772.  Voilà  où  on  est  parvenu  jusqu'à  présent  dans  la  ré» 
tion  des  équations  algébriques;  c'est  inutilement  qu'on  : 
donné  beaucoup  de  peines  pour  résoudre  de  la  même  maD 
les  équations  du  cinquième  degré  et  des  degrés  plus  ^ 
vés,  ou  pour  les  réduire  du  moins  à  des  degrés  infériei 
desorte  qu'on  n'est  pas  en  état  de  donner  des  règles  génér 
pour  trouver  les  racines  des  équations  qui  passent  le  quatrii 
degré. 

Tout  ce  qu'on  a  eu  de  succès  ne  s'étend  qu'à  des  cas  b 
particuliers;  le  principal  de  ces  cas  est  celui  où  une  racine 
tionnelle  a  lieu ,  car  on  la  trouve  facilement  par  la  méth 
des  diviseurs,  parcequ'on  sait  qu'une  telle  racine  doit  tonj( 
être  facteur  du  dernier  terme.  Le  procédé ,  au  reste ,  ed 
même  que  celui  que  nous  avons  enseigné  pour  les  équations 
troisième  et  du  quatrième  degré. 

773.  Il  sera  cependant  nécessaire  d'appliquer  encore  la  r^ 
de  Bombelli  à  une  équation  qui  n'ait  point  de  racines  1 
tionnelles. 


D*  ▲  L  G  è  B  R  C.  4^k 

donnée  Téquation 

Ira  commencer  par  faire  disparaître  le  second  terme  ^  ea 
Qt  le  quart  de  son  coefficient  ky  :  donc 

substituant  dans  Téquation ,  au  lieu  de  y  sa  nouvelle 
•  a;-|-â,  au  lieu  àeyy  la  valeur  xx  +  4^  +  4>  ®^^^  'î®^ 
la  ;va1eur  x^-i^Sxx^iax^S;  et  faisant  de  même  à 
i  de  j^^ ,  on  aura 

y^=zx^+Bx^^-24xx+5ax-j~iS 

—  8/=     —  8x3_48^j,_g6x_S4 

+  ^  =  +  4^+  8 

—  8     =  —  8 

x^J^^  o  — loxr-r-  4^+  8=0. 
tte  équation  étant  comparée  avec  notre  formule  générale  , 

fl=lO,  4:=i:4;  css  — 8; 
aoi^s  concluons  que 

5  produit  l/p^r  sera  positif,  et  que  c'est  de  Téquation  du 
ème  degré 

faut  chercher  les  trois  racines  p,  q  ,r» 

4-  Faisons  d*abord  disparaître  le»  fractions,  et  posons,  à 
îffet, 

u 
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nous  aurons^  après  aroir  multiplié  par  8^  réquatiofl: 

u^— 10UU+ 17U— a=i:o, 

où  toutes  les  racines  sont  positives.  Or  les  diviseurs  du  dérn 
terme  sont  1  et  a;  si  nous  essayons  u=i ,  nous  trouvons 

i«.io-f.i7— a=6; 

ainsi  l'équation  ne  se  réduit  pas  à  zéro;  mais  en  essaya 
u  =  a ,  nous  trouvons 

8— 40+34— a=o, 

ce  qui  satisfait  à  Téquation  ,  et  donne  à  connaître  que  u= 
est  une  des  racines.  Les  deux  autres  se  trouveront  en  divisa 
par  u — a ,  le  quotient 

uu— 8a-f-ie=o 

donne 

ttu=:8u— 1>  d*où  uz=:4ifc:  l/iS. 

Et  puisque 

les  trois  racines  de  Téquation  du  troisième  degré ,  s0nt 

4+^i5  4— l/i5 

s=p=i,   z=q  = ^ ,  z==r=3— -— , 

775.  Ayant  donc  déterminé  p,  q,  r,  nous  avons  aussi  Ifl 
racines  quarrées,  savoir: 

w„_,    ,y^^V8+£pT5        ,^,_V/8-ai/ii. 

Mais^nous  avons  vu  plus  haut  (673 ,  673) ,  que  la  riÉ 
quarrée  de  azîz  \/b^  lorsqu'on  à  la  condition 

|/aa  —  b=zc , 

•  expri 


r  . 
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Texprimepar  

linsi ,  comme  dans  notre  cas 

Bt  que  parconséquent 
aons  ayons 


iK8  +  aV/i5  =  i/5+V/3,       l/8— aV/i5  =  i/5  — v/3- 
Or  nous  avons  maintenant 

**        V/p  =  i,  1/9=1^— ^- ,      l/r= jjJ^; 

#lonc  ^  puisque  nous  savons  aussi  que  le  produit  de  ces  quan- 
titéi  est  positif,  les  quatre  valeurs  de  x  seront  celles-ci  : 

^    Enfin  y  comme  nous  avions 

les  quatre  racines  de  l'équation  proposée  sont 

^=3  +  1/5,       jr  =  i+^/3. 

►  ^=3—1/5,      >=i— i/3. 


£e 
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CHAPITRE    XVI. 

De  la  résolution  des  Equations  par  approxirm 

tion. 

77S.  JLiORSQUE  les  racines  d'une  écpiatioA  ne  8<Mit  pas  ratîoi 
nelles ,  soit  qu'on  puisse  les  exprimer  par  des  quantités  rad 
cales  ,  soit  qu'on  n'ait  pas  même  cette  ressource ,  comme  il  a 
rive  à  l'égard  des  équations  qui  passent  le  quatrième  degré,  c 
est  réduit  à  chiercher  des  valeurs  approchées  des  racines ,  e 
subordonnant  cette  approximation  aux  besoins  de  la  questioi 
,  On  a  proposé  différentes  méthodes  à  cet  effet  ;  nous  allons  e 
détailler  les  principales. 

777.  Le  preûiier  moyen  dont  tious  parlerons ,  suppose  qu'o 
ait  déterminé  assez  exactement  la  valeur  d'une  racine.  Qu'oi 
sache,  par  exemple,  qu'une  telle  valeur  surpasse  4,  et  qu'eli 
est  plus  petite  que  5.  Dans  ce  ce  cas,  si  l'on  suppose  cette  va- 
leur =4+p,  on  est  sûr  que  p  exprime  une  fraction.  Orsi/i 
.  est  une  fraction  entre  zéro  et  l'unité ,  le  quatre  de  p,  son  cubei 
et  .en  général  toutes  les  puissances  plus  hautes  de  p  ,  seront  en- 
core beaucoup  plus  petites  à  J'égard  de  l'unité,  et  d'après  cela^ 
puisqu'il   ne  s'agit   que  d'une  approximation,   on    peut  W 
omettre  dans  le  c^alcuL  Quand  donc  on  aura,  déterminé  à  pei 
près  la  fraction  p,  on  connaîtra  déjà  jflus  exactement  la  raciiM 
4  +P  *>  ^^  partira  de  là  pour  déterminer  une  nouvelle  valeul 
encore  plus  exacte ,  fet  ôti  cohtinuefa  de  la  ftiêtne  manière  jflt 
qu'à  ce  qu'on  ait  obtenu  l'approximation  requise.  , 

778.  Nous  éclaircirons  cette  méthode  d'abord  pai*  un  exeni|iî< 
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Facile  >  en  cherchant  par  approxhnatioh  la  racine  de  l'éqiiatiûii 

On  yoit  ici  que  x  est  plus  grand  que  4  et  plus  petit  que  5  } 
en  conséquence  on  fera 

ê 

a7  =  4+Pi 
et  on  aura 

a:j;=i64-8p-f-p/)=ao  j 

inais  cbmitie  pp  est  trè$-petit,  on  négligera  ce  tertne  et 
testera  Téquation 

a8  +  8/ï=flo>  d*ou  8p=45 

in  déduit  de  là 

P^i  j  ^=4î> 

ce  qui  approche  déjà  beaucoup  plus  de  la  vérité.  Si  donc  oii 
suppose  à  présent 

^=4f+P> 

on  est  assuré  que  p  signifie  une  fraction  encore  beaucoup, plus 
petite  qu'auparavant,  et  qu'on  pourra  négliger  pp  à  bien  plus 
forte  raison.' On  aura  donc 

a;x  =  2oi  +  9p=ao^  ou  9p=-«^i^ 

et  parconséquent 

donc 

i*'— 4T  3  6  •"—4  3*6" 

Que  SI  l'on  voulait  approcher  encore  daYàntàge  de  la  vrai* 
%alair  j  on  ferait 

x=4H+P> 

et  on  aurait 


4S6  i£  L  £  M  E  N  a 

ainsi 


Donc 

,- /Ll_       '_ ^  447? 
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valeur  qui  approche  si  fort  de  la  vérité  qu'on  peut  avec  con- 
fiance regarder  Terreur  comme  nulle. 

779.  Généralisons  ce  que  nous  venons  d'exposer*  En  suppo! 
tant  que  Téquation  donnée  soit 

» 
et  qu'on  sache  d'avance  que  .x  est  plus  grand  que  n,  mais  plus 
petit  que  n  -)- 1 .  Si  après  cela  nous  supposons 

ensorte  que  p  doive  être  une  fraction,  et  qat pp  puisse  se  négU- 
ger  comme  une  quantité  très-petite ,  nous  auront 


a:x = Tin -}- 2  wp = a  ; 

ainsi 

di  V.          û  — -  nn  , 
ou  p=r :^  1 

parconséquent 

+  c  —  nn      nn  +  a 
-==: ! — , 

Or  si  71  approchait  déjà  de  la  racine  exacte ,  cette  nouvelle  ya- 
leur en  approchera  encore  plus.  Ainsi  en  la  substi- 
tuant à  71 ,  on  aura  un  résultat  plus  conforme  à  la  vérité ,  et 
(i>n  continuera  à  en  approcher  par  le  même  procédé. 

Soit,  par  exemple,  a=;a.  c'e^t-à-dire  qu'on  deouuidslft 


'< 
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racitie  qaarrée  de  a  ;  si  on  connaît  déjà  une  râleur  assez  appro-^ 
chée ,  et  qu'on  Texprime  par  n  y  on  aura  une  valeur  de  lu 

racine  encore  plus  approchante ,  exprimée  par  ■  Soit 

donc 


et  cette  dernière  valeur  est  tellement  voisine  de  |/â^  que 
son  quarré  TII4I4  ^®  diffère  du  nombre  a  que  de  la  petite 
quantité  ,^/^^^,  dont  il  le  surpasse. 

780.  On  pourra  procéder  de  la  même  manière  quand  il  s'a- 
^a  de  trouver  par  approximation  des  racines  cubiques  >  quarré** 
quarrées^  etc. 

Soit  donnée  Téquation  du  troisième  defgré^ 

0^  =  0^ 

et  qu'on  se  propose  de  trouver  la  valeur  de  y  a.  Sachant  qu'elle 
est  à  peu  près  n ,  oh  supposera , 

•t  omettant  pp  et  ]P ,  on  aura 


amsi 


donc 


a—»' 


5nnp=a — n^,  d'où  p=  ç_ 


X 


5nn 


Si  donc  n  est  à  peu  près  ^zj^a^  la  formule  que  l'on  vient  de 
trouver  en  approchera  encore  beaucoup  plus.  Mais  pour  ob- 
tenir une  différence  encore  moindre^  on  pourra  la  substituer 

àsoa  tour  à  la  place  de  n .  et  ainsi  de  suite* 

3 
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Soit,  per  «xemplcj^ 

m 

et  qu'on  veuille  déterminer  i/a.  Si  »  approche  de  près  le 

nombre  cherché,  la  formule  — = exprimer^    ce  noinbrt 

•nçore  plus  exi^ctement;^  qu'pn  f^sse  donc 


a°.  iii=:  I   >  on  aura 


3°.  n=f^ 

781.  On  emploie  cette  méthode  avecïe  même  succès  pou? 
trouver  par  approximation  les  racines  de  toutes  les  équations, 

Supposons ,  pour  mettre  la  chose  en  éYidence,  qu'op  aitTè» 
quation  du  troisième  degré 

a:^-j-ari:  +  ia;  -f-c=o, 
ou  n  approche  déjà  beaucoup  d'une  des  racines.  Faisons 

et  puisque  p  sera  une  fraction ,  négligeant  les  puissances  da  çet^4 
lettre ,  plus  hautes  que  la  première ,  nous  aurons 

XX =nn  —  Qnp ,    oc?'==z-n?  -•rSnpp  ^ 

d^où  résulte  réqirt^tion 

jfi^  — !- 3nnp -jr  an/t -^^  swïnp -f- in  —  ip + c = o  ^ 
ou' 

s 

n* + fl/i7x  +  è/î -f:  c 

P  ******  ■  ■*  * " .    '-■  ■»'■■'  '.  ■  '    . 


%^"  l  t  G  t  ^  B^  El  ^3 

et 


X 


3/171  +  acTi  -f.  6    / 


3n  71-^-20/1-1- 6* 


Cette  valeur  qui  est  dé^à  plus  exacte  que  la  première ,  étant 
substituée  à  la  place  de  Uf  en  fournira  une  nouvelle  encore 
plus  exacte. 

783.  Pour  appliquer  ce  procédé  à  un  exemple,  prenons  re- 
lation 

o?^  +  axx + Sx— 5o  =  0 , 
«u 

«=5:»»    6==3,    cr=  —  5o, 

Si  n  est  censé  une  première  approximation  de  Tune  des  racines , 
la  valeur 

271^-1- Q7in-f-5o 


x-=. 


'5nn'\'^n'\^'5 


Bcraune  approximation  plus  grande.  Or  la  valeur  xx=3  n'é- 
tant pas  éloignée  de  la  véritable,  nous  supposerons  7i  =  3,  et 
Dous  trouvons  x=|y.  Que  si  nous  écrivions  cette  nouvelle 
valeur  à  la  place  de  n ,  nous  en  trouverions  une  autre  «ncore 
plus  exacte. 

783.  Nous  ne  donnerons  pour  les  équations  des  degrés  supé- 
rieurs au  troisième ,  que  l'exemple  suivant. 

Soit 

ic^=:6x-|-io,  ou  x^ — 6x— 10  =  0: 

f)n  remarque  facilement  que  1  est  trop  petit  et  que  a  est  trop 
jrand.  Or  si  x=7i  est  une  valeur  assez  voisine  de  la  véritable , 
et  qu'on  fgisse 

on  f^ura 

fl?5  15=  Tlr^  pf  5^4p   ^ 

ii^«J-Sn^p=Ç7ï4-Ç/'+*o,  . 


'^  jElémens 

ou 
Donc 


5n^p —  6p  =  6»  +  lo  —  n?. 


et 

Qu'on  suppose 
on  aura 


___  6/1+10— n^ 


> 


11=1, 


x  =  -i^  =  — lit- 


cette  valeur  est  tout-à-fait  impropre ,  et  cela  Tient  de  C( 
la  valeur  approchée  de  n  était  de  beaucoup  trop  petite 
fera  donc 

et  on  aura 

^r  — UJ  — 12 

**'"—'    74.    Î7  > 

valeur  qui  s*écarte  beaucoup  moins  de  la  véritable.  Si 
donnait  la  peine  de  substituer  maintenant^  au  lieu  de 
fraction  ^,  on  parviendrait  à  une  valeur  encore  bie 
exacte  de  la  racine  x, 

784.  Voilà  la  méthode  la  plus  ordinaire  pour  trouve 
approximation  les  racines  d'une  équation^  et  elle  s'appliqu 
lement  dans  tous  les  cas. 

Nous  allons  indiquer  cependant  une  autre  méthode  qui  i 
attention  à  cause  de  la  facilité  du  calcul  :  elle  se  réduit  à 
miner  y  pour  chaque  équation  ,  une  suite  de  nombres  c 
a,  b ,  c  etc.|  tels  que  chaque  terme  de  la  suite,  divisé  ; 
précédent^  indique  la  valeur  de  la  racine  d'autant  plus 
ement  qu'on  aura  continué  plus  loin  cette  série  de  noi 

Supposons  que  nous  soyons  parvenus  déjà  aux  termes 


V 

/ 
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t,  etc.;  il  faudra  que  ^  indique  la  racine  x^déjà  asses 
ement,  c'est-à-dire  qu*on  ait  à  très-peu  près 

P 

ira  de  même 

r 

I 

multiplication  des  deux  valeurs  donnera 


lus,  cenune 


ira  aussi 


ite ,  puisque 


ara 


nsi  de  suite. 


r 

p 

^  —  x. 


t 


(5.  Afin  de  nous  expliquer  mieux  sur  cette  métliode^  nous 
menceroxis  par  l'équation  du  second  degré 

xx  =  x  +  1  > 

ous  supposerons  que  dans  la  série  ci-dessus^  se  présentent 
termes  p ,  q,  r,  /,  f,  etc.  Or,  comme 

p  p 
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nous  obtiendrons  T équation 

-  =z=X  +  1    ou  r=:q+p. 

Et  comme  nous  trouvons  de  la  même  manière  quQ 

f=r  +  q,    t=f+r; 

nous  en  concluons  que  chaque  terme  de  notre  suite ,  est  la 
somme  des  deux  termes  précédens;  desorte  qu'ayant  les  deux 
premiers  termes ,  on  est  en  état  de  continuer  facilement  la  suite»' 
aussi  loin  qu'on  voudra.  Quant  à  ces  deux  premiers  termes  M- 
on  peut  les  prendre  à  volonté  ;  si  nous  supposons  donc  qu'ili 
coient  o,  i ,  notre  suite  sera  o,  i ,  i ,  2,  3,  5,  8,  iS,  ai ,  34, 
55,  89 ,  144  »  ^^^'.  ^^  ^^11 6  ^^  ^^  ^^  ^^  divise  un  terme  quel 
conque  par  celui  qui  le  précède  immédiatement ,  on  aura  xmi 
valeur  de  x  d'autant  plus  approchante  de  la  véritable,  qu'on 
aura  choisi  un  terme  plus  éloigné.  L'erreur,  à  la  vérité,  est 
très-grande  au  commencement  ;  mais  plus  on  avance ,  et  pli 
elle  diminue.  Voici  la  suite  de  ces  valeurs  de  x ,  dans  l'oi 
où  elles  s'approchent  toujours  davantage  de  la  véritable  : 

^ t        X        X       1        5       £       TÎ      11        34       11      ID       144       «t^ 

^  o>    T  >     j  >     t>    1  >    6  }    T>    Tl  i    ïl  >    34>     55>      8^>    ^''^* 

Si ,  par  exemple ,  on  fait 

^ u     on  a  iAi  —  Il  -I.  1  —  li» 

où  l'erreur  n'est  que  de  —^  :  les  termes  smvama  la  donneraîerff  j 
encore  plus  petite. 

786.  Considérons  aussi  l'équation 


a:a?  r=  2X  4-  i*  ; 


et  puisque  toujours 


xx--^ 


i 
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aurons 

•^  =  —  +  1 ,  d'où  r=acf4-p; 

p  p  '  1    •  r» 

nous  concluons  que  le  double  de  chaque  terme  ajouté  au 

I  précédent  I  donne  le  terme  suivant.  Si  nous  coaunençoiii 
encore  par  0^1^  nous  aurons  la  série  ; 

o,  1,  a,  5,  12,  29,  70,  1G9,  408,  etc. 

II  suit  que  la  valeur  cherchée  de  x  j  sera  exprimée  de 
!n  plus  exactement  par  les  fractions  suivantes  : 

'T  —  l*il*      12      12     ÎM      AfJ     g%fn 

îUes^  parconséquent^  approcheront  toujours  davantage 
vraie  valeur 

:«  qwe  èî  ^n  Tetrancfae  ds  ces  fractions  Tunité  y  la  vdLear 
2  se  trouvera  exprimée  de  plus  en  plus  exactemexit  f9X 
ictions  : 

1       *      1      Z     11      iî.      22      ^^9      ptr 
ù>    T9    2J     s^    ïi>    i«  >    90  >    10»:»    ^*'*'* 

exemple ,  ? J  a  pour  quarré  2^1^ ,  ce  qui  ne  diffère  qa« 
ô  du  nombre  2. 

.  Cette  méthode  n'est  pas  moins  ^plicable  aux  équations 
it  un  plus  grand  nombre  de  dimensions.  Si  'Fon  a.^  p9C 
)le,  Féquation  du  troisième -degré 

rp^  =  xx  +  5w: -f- 1  ^ 

3*   I     ■     I     ^   *      UUjC    ■!  ^    A  %M^    m^^     *^# 

P  P  P 

/=:r  +  i29+;p.^ 
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On  voit  comment  des  trois  termes  p^q^rèe  forme  le  suivj 
et  comme  le  commencement  est  toujours  arbitraire ,  on 
former  cette  série 

o,  o,  1,  1,  3,  6,  i3,  a8,  6o,  isg,  etc; 

àe  laquelle  résultent  les  fractions  suivantes  pour  les  ya! 
approchées  de  a:  : 

'*'  "^  Z  9    o>    i>    I*     3>     6>    «3*    »«'     6o*    ^*-*" 


les  premières  de  ces  valeurs  sont  prodigieusement  en  déf 
mais  si  on  fait  dans  l'équation  a?  =  |-^  =  ^^  on  trouve 


OÙ  Terreur  n'est  que  de  ~. 

788.  n  faut  remarquer  cependant  que  toutes  les  équa 
ne  sont  pas  de  nature  à  se  prêter  à  cette  méthode  ^  cti 
qui  arrive  lorsque  le  second  terme  manque.  Car  soit, 
exemple , 

arx  =  a  ; 

si  on  voulait  faire 


on  aurait 


c'est-à-dire 


—  9    ♦        —^ 

P  P 


r 

-  =  a ,  ou  r  =  ap , 

P  '^ 


r  =  o^  +  ap, 
d'où  résulterait  la  suite 

1 ,  1 ,  2 j  Q ^  4y  4»  ^>  ^ >  iS,  16,  3a,  5a,  etc. 

de  laquelle  on  ne  peut  rien  conclure ,  parceque  chaque  te 
divisé  par  le  précédent ,  donne  toujours 


D*À  L  G  È  B  R  E.  44s 


x=zi ,  ouxrsa. 


on  peut  obyier  à  cet  inconyénient ,  en  faisant 

x:=zy—i; 
ors  on  a 

jy  +  ay  — i=a; 

'on  fait  maintenant 

ouye  rapproximation  que  nous  ayons  déjà  donnée  ci-^ 

s. 

).  n  en  serait  de  même   de  l'équation  a:'  =  2  ;   mais 
1  qu'à  supposer 

x  =  y— 1, 

[*ayoir  l'équation 

y^  — %  +  ^— '*  =  2,  ou/  =  3xy  — 3y  +  i; 
lisant  à  présent 

/ 

n  yoit  ici  comment  trois  termes  donnés  déterminent  [le 
nt, 

loptaint  donc  trois  termes  quelconques  pour  les  premiers ,' 
xemple  0^0^  1 ,  on  a  la  série  qui  suit 

o,  0,  1,  5,  6,  12,  aj,  63,  i44>  ^^4>  ^^^' 


Les  deux  derniers  termes  de  cette  suite  donnent  y==^] 
X'=i\\  et  cette  fraction  approche  en  effet  assez  de  la  n 
cubique  de  a  ;  car  le  cube  de  \  est  \^^  et  celai  de  a  = 

730.  n  faut  observer  de  plus>  au  sujet  de  cette  mt 
que  lorsque  Téquation  a  une  racine  rationnelle ,  et  qu'on 
le  commencement  de  la  période,  tel  que  cette  racine  en  ré 
chaque  terme  de  la  suite,  divir^é  par  le  terme  précédent, 
nera  également  la  racine  exactement. 

Pour  le  faire  yoir ,  soit  donnée  l'équation 


XX  ÏS  X  -|-  2  ^ 


dont  une  des  racines  est 


a:  =  a5 


comme  on  a  ici ,  pour  la  série  ,  la  formula 

r  —  q  +  Qp, 

si  on  prend  1 ,  â  pour  les  deux  premiers  termes ,  on  a  la 
1 ,  a ,  4  >  ^  >  ^^  >  ^2  ,  64 ,  etc.  qui  est  une  progression 
métrique  dont  l'expression  =  a* 

La  même  première  propriété  se  trouve  par  l'équatioa 
troisième  degré 

x^  =  XX  +  3j?  +  g , 
qui  a 

pour  une  des  racines.  Si  on  suppose  les  premiers  termes  i,  3, 
on  trouvera  par  la  formule 

la  série  1 ,  3  »  9 ,  27 ,  81 ,  243 ,  etc,  qui  est  pareilbmest 
progression  géométrique. 

791.  Mais  lorsque  le  commencement  de  la  suite  s'écarte  th^^ 
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NOTE  PREMIERE, 


SUR   LÉ    CHAPITRE    PREMIER. 


Notions  préliminaires. 


r 


E  W  T  o  N  appelle  l'Algèbre  Arithmétique  universelle, 
tte  dénomination  y  dit  Lagnmge ,  dans  la  Résolution  dei 
nations  numériques ^  est  exacte  à  quelques  égards;  mais  elle 
Fait  pas  assez  connaître  la  véritable  différence  entre  rArith* 
tique  et  l'Algèbre.  Le  caractère  essentiel  de  celle-ci  consiste 
ce  que  les  résultats  de  ses  opérations  ne  donnent  pas  les  va-'^ 
rs  individuelles  des  quantités  qu'on  cbercfae ,  comme  ceux 

catculs  arithmétiques  ou  des  constructions  géonûtétriques^ 
îs  représentient  seulement  les  opérations  soit  arithmétiques , 
t  géométriques  qu'il  faut  faire  sur  les  quantités  donÀées  pour 
tenir  les  valeurs  cherchées.  Ces  opérations  ne  seront  efifec-^ 
èes  que  lorsqu'on  en  voudra  venir  à  une  applicatioii  spéciale. 
Ces  généralités  paraîtront  abstraites  à  ceux  qû  n'ont  pas 
»  premières  notions  de  l'Algèbre ,  car  cette  ictesce  est  emtxnt^ 
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plus  que  tonte  autre  difficile  à  résumer.  Pour  les  mettre 
k  portée  des  commeDçaxis^  et  leur  faire  mieux  sentir  la 
tinction  énoncée  entre  1* Algèbre  et  l'Arithmétique,  nous 
poserons  qu'on  ait  à  ajouter  les  trois  nombres  3,  6  etj; 
trouve  leur  sonune  égale  i  i6.  Ce  résultat  i6,  pris  isoli 
ne  porte  aucune  empreinte  de  l'opération  qu'il  a  fallu  £aire^ 
l'obtenir,  et  il  ne  rappelle  en  aucune  manière  les  nombres 
lesquels  on  a  opéré.  Un  tel  résultat  peut  venir,  de  -l'i 
d'autres  nombres  que  3>  6  et  7  ;  il  peut  encore  être  donné;] 
toutes  les  opérations  de  l'Arithmétique  sur  certains  nombres!^ 

Mais  si'  au  lieu  de  fondre  en  quelque  sorte  ces  trois 
bres  en  un  seul ,  en  consommant  l'addition ,  on  n'avait  fait  qui 
diquer  le  calcul  à  effectuer,  en  écrivant ,  par  exemple,  3  pi 
plus  7 ,  on  aurait  lu  dans  cette  énonciation  du  résultat,  et  Yi 
ration  qu'on  a  faite  et  les  nombres  sur  lesquels  on  Ta  prat 
mais  à  ce  mot  plus ,  emprunté  du  langage  ordinaire ,  on  poai 
substituer  un  signe  abrégé,  celui-ci,  par  exemple,  -f-, 
rappeler  l'addition ,  et  alors  on  avait  cette  expression  brièvsj 
la  sonune  3-|-6+7*  ^^  créant  ainsi  un  signe  pardculiisr 
noter  chaque  opération  de  l' Aridunétique ,  on  peut  repréi 
tous  les  résultats  au  moyen  des  nombres  donnés  et  des 
convenus.  Les  opérations  qu'ils  rappellent,  peuvent  être 
tuées  dans  un  ordre  quelconque. 

Mais  en  passant  d'un  système  à  un  autre  système  de  ni 
ration ,  les  phrases  numériques  varient  pour  le  même  noi 
Pour  rendre  les  résultats  numériques  indépendans  de  toutes 
vention  faite  sur  le  module  arithmétique ,  on  a  représenté 
nombres  par  des  caractères  généraux  tels  que  les  lettres  dei 
phabet  ;  ensorte  qu'on  énonce  de  la  manière  la  plus  généi 
sonmie  de  trois  nombres,  en  écrivant  a-f-6-f-<^>  a>  i 
^tant  des  symboles  de  nombres ,  sans  acception  d'aucun 
tème  d'arithmétique,  et  ce  signe  -f»  rappelant  l'opétatioa' 
l'addition. 

f^te  ayant  senti  que  les  raisonnemens  qui  servaient  i 
couvrir  la  série  d'opérations  à  effectuer  sur  les  données  d'i 
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l  pouvaient  être  rendus  indépeoidttui  de  ces  données» 

ïchsùit  celles-ci  de  se  mêler  et  de  se  fondre ,  pour  ainsi 

;  les  nnes  avec  les  antres  par  les  calculs  arithmétiques  » 

à  la  désignation  des  quantités  connues,  l'usage  des  lettres^ 

,  à  ce  qu'il  paraît  avant  lui;  pour  celle  des  nombres  in- 

seulement.  Cette  innovation  fit  faire  un  grand  pas  à  U 

et  Descartes  »  par  sa  notation  des  exposana,  compléta 

ile  des  s3nnboles  nécessaires  pour  exprimer  les  diverses 

que  les  opérations  de  l'arithmétique  établissent  entre 

EnmnbreSi  et  pourdonner  à  chacun  de  ces  nombres,  une  espèce 
■nom  auquel  on  attache  toutes  les  propriétés  dont  il  doit 
ir.  dans  l'état  de  la  question^ 

rendre  plus  sensible  ce  que  nous  venons  de  dire,  sup* 
que  l'on  se  sok  proposé  de  partager  le  nombre  treize  em 
parties  telles  que  la  première  surpasse  la  seconde  de  cinq 
t..  Puisque  la  seconde  partie  est  égale  à  la  première  dimi- 
de  cinq ,  les  parties  réunies  sont  égales  au  double  de  la 
diminuée  de  cinq ,  ou  au  double  de  la  première  moins 
mais  d'après  l'énoncé  de  la  question  y  la  somme  de  ces 
wkoL  parties  est  égale  à  treize  ;  retranchant  donc  cinq  du  double 
Vlâ  première  partie ,  on  aura  treize,  et  parconséquent  la  pre- 
mière prise  deux  fois  est  égalei^à  treize  plus  cinq.  Cette  partie 
lldonc  égale  i  neuf»  et  la  seconde  est  égale  à' quatre. 

^c^  considérant  d'autres  nombres  que  treize  et  cinq,  on 
pMnre  par  le  même  raisonnement ,  les  deux  parties  demandées; 
ll^  pour  ne  pas  le  recommencer  à  chaque  fois  que  Ton  con- 
ifflir^.dè  nouveaux  nombres ,  on  a  cherché  à  exprimer  le  résul-* 
k|t- final  d'une  manière  indépendante  de  leurs^^fipljçurs.  A  cet 
Iprt  04  «  représenté,  comme  nous  l'avons  déjà, 4i^^  les  deux 
^jinbres  par  des  caractères  généraux ,  et  les  plus  simples  et 
feux  qui  nous  sont  le  plus  familiers ,  sont  les  caractères  de 
Ij^ljiiabet.  Soient  donc  a  le  plus  grand  de  ces  deux  nombres, 
|Â  le  plus  petit  ;  en  appliquant  à  ces  caractères  les  raisçnne- 
mnM  que  nous  venons  de  faire  sur  les  nombres  treize  et  cinq, 
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on  trouve  aîsément  qat  la  première  partie  demandée  e^C 
à  la  moitié  de  la  somme  des  deux  nombres  a  et  k*  Peur  il 
cette  sonmie,  c'est-à-dire^  l'addition  des  nombres  a  et 
pn  se  sert,  â*après  la  convention  déjà  faite >  du  signe  4"  > 
on  fait  précéder  le  nombre  qu*on  veut  ajoutet ,  ou  q1l'o^  n 
pose  entre  ces  deux  nombres  en  cette  manière  :  ar^b: 

— ^»  est  l'expression  générale  de  la  première  partie  dei 

Quelles  que  soient  les  valeurs  numériques  que  I'ob  assigne 
lettres  a  et  6,  ou  que  doivent  représenler  ces  lettres  dans 
question  particulière^  il  ne  s'agit  que  de  les  substituer 
cette  expression ,  pour  avoir  cette  première  partie. 

Ces  expressions  générales  dont  la  précédente  n'est  qa*i 
«xemple  très -simple,  sont  un  des  plus  ^ands  avantages 
l'Algèbre,  parceque  tout  problême  dont  l'énoncé  est  coi 
tlans  l'énoncé  général  qui  a  conduit  à  cette  expression,  eiti 
solu  sur-le-champ,  sans  qu'on  ait  besoin  de  recommencer 
raisonnemens  souvent  très-compliqués  qui  en  ont  fait  d^ 
la  solution. 

Un  autre  avantage  de  l'Algèbre  «  dit  Lapkice  ,  av< 
qu'elle  doit  à  la  simplicité  de  son  langage,  est  de  faire  9] 
cevoir  très-facilement  certains  rapports  des  nomjiures.  Non? 
terons  en  preuve  cette  proposition  :  Lie  plus  grand  de 
nombres  est  égal  à  la  moitié  de  leur  somme  pius  la  moiài 
leur  différence.  L'identité  de  cet  énoncé  exige  une  as» 
attention  pour  être  reconnue  ;  mais  traduite  6|i  langage 
brique ,  elle  devient  évidente.  En  effet,  soient  m.  le  plus 
.des  deux  notiibres  et  n  le  plus  petit,  la  somme  sera  m- 
Pour  indiqifer^'ià  différence  ou  l'excès  du  nombre  m,  qui 
supposé  le  pTns  grand ,  sur  le  nombre  n ,  'nous  adopterons^ 
signe  —  (^'on  prononce  moins) ,  dont  nous  ferons  précJ 
nombre  à  soustraire ,  ensorte  que  m^^n  sera  la  traduction 
l'abréviation  de  cette  phrase  :  excès  du  nombre  m  sur  le 
bren.  Il  s'agit  d'écrire  cette  relation:  le  nombre  m  est 


r 
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_  ^   *■      • 

hat  — ^^^  -{ ^^.  On  sent  ici  le  besoin. d'un notiveaa signé 

Ifû  c!iprim0  la  relation  d'égctUté^  qui  tienne  lieu  de  :  est  aiUàiU 
}f»e,  est  égal  d ,  et  on  est  convenu  de  se  servir  de  celui-ci  =  ^ 
interposé  entre  les  phrases i algébriques  équivalentes^  ensortd 
4|wi  la  proposition  traduite  est 

TH-f-Tl-     ,     TU— 71 
m=  — —  -I . 

.a  a 

.'   Daiie  cette  égalité  la  vérité  de  Ténoncé  se  maitfe^e  aveo 

éiâdence ,  car  à  droite  du  signe  zi=  se  trouve  ïe  nombre -ajouté 
et  soustrait^  rerte donc 

.     771     ,     Tli 

jn:s —  -!•  — zztthj 

a    '    a 

I   '    i^on  -  Seulement  FAIgèbre  doniie  la  facilité  de  saisir  les 

1^  rapports,  mais  elle  réduit  les  raisonnemens  à  des  opémtiohs 

en  quelque  sorte  mécanique».  Reprenons  le  problême  que  nous 

nous  sommes  proposé  d'abord,  et  qui  a  pour  énoncé  :  partager 

^  Ir  nombre  A  en  eLmx  parties  telles  que  la  première  swpùsse  là 

^'  êtcende  de  b.  Nous  observerons  que  résoudre  unequestion*,  se 

-   rédnit  à  découvrir  un  nombre  inconnu  d'après  ses  relations  avec 

d*aatres  .nombres  donnés  ;  qu'ainsi  il  est  convenable  de  distin-* 

gjuer  les  quantités  connues, ou  données,  des  quantités  inconnues 

ou  cherchées.    A  cet  effet  on  est  convenu  de  représenter 

I   celles-rlà  par  les  premières  lettres  de  l'Alphabet ,  et  celles-ci 

!!:  par  les  dernières  a; ,  ^ ,  z ,  etc.  Nommons  donc  x  la  première  des 

deux  parties  dans  lesquelles  on  doit  partager  le  nombre  a.^ 

fc — b  sera  la  seconde,  d'après  l'énoncé  de  la  question;  mais 

d'ailleurs  cette  somme  est  a  :  on  a  donc  la  relation  d'égalité 

x^  X  —  b  :=  a. 

Cette  traduction  algébrique  de  la  question,  est  nommée  é^Ov 
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iion  ;  elle  est  composée  de  deux  parties  séparées  par  le  ^e  =:;J 
qu'on  appelle  membres  de  l'équatioii  ;  chacun  d'eux  exprime 
une  des  phrases  équiyalentes  dont  se  compose  l'énoncé.  Quoi 
jc  soit  la  reprébentation  d'un  nombre  inconnu ,  en  tant^e  c' 
un  nombre ,  on  a  cette  rédaction  dans  le  premier  membre  >  x-f 
qu*on  note  ainsi  :  ax,  ou  le  double  de  x',  ensorte  que  Té 
précédente  se  transforme  dans  celle-ci  : 

Cette  égalité  ne  sera  pas  troublée  ou  altérée  en  ajoutant  i 
chaque  membre  le  nombre  6  ^  et  alors  elle  devient 

flx— 6-|-6=a+fc>  ou  axz=za  +  b, 

puisque  ft  —  ft  est  zéro ,  d'après  l'acception  des  sigpes  et  Yéfff 

lité  des  nombres.  On  peut  encore  multij^er  ou  diviser  les  deux 

membres  par  un  même  nombre  ^  sans  altérer  Tégalité.  Divisant 

donc  par  a  les  deux  membres  de  la  précédente^  on  aura 

celle-ci 

a  +  6 

2    ' 

dans  laquelle  on  lit  que  le  nombre  cherché  est  égal  à  la  moitié 
de  la  somme  des  deux  nombres  a  et  &.  Ainsi  la  relation  entre 
les  nombres  connus  et  inconnus ,  restant  la  même  ^  la  question 
est  généralement  résolue  pour  tous  les  nombres  a  et  A. 

On  a  donc  ici ,  non  pas  la  valeur  numérique  de  la  quantité 
inconnue ,  mais  le  système  d'opérations  à  faire  sur  les  quantités 
données 4  pour  en  déduire ,  diaprés  les  conditions  du  problême, 
la  valeurde  la  quantité  qu^on  cherche,  et  le  tableau  de  ces  opé- 
rations représentées  par  les  caractères  algébriques,  se  nomme 
une  formule.  C'est  ainsi ,  par  exemple ,  que  si  Ton  dénote  par  a 
les  dixaines  d'un  nombre ,  et  par  b  ses  unités ,  et  qu'on  adopte 
ce  signe  X  pour  indiquer  la  multiplication  à  faire  de  deux 
nombres;  on  a  cette  composition  constante  d'unquarré^  ou 
cette  formule,  ' 
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nA  que  nous  Tayons  fait  Toir  en  arithmétique.  Cette  phrase 
gébrique  est  une  énonciation  brièye  des  règles  à  suivre  pour 
isser  d'un  nombre  à  son  carré.    . 

C'est  dans  la  suite  des  transformations  qu'on  fait^  subir  à  la 
aduction  immédiate  d'une  question,  à  FeiFet  de  la  ramener  à 
forme 

1  d* opérer  la  séparation  des  nombres  connus  et  inconnus ,  que 
>nsiste  la  résolution  de  l'équation.  La  suite  d'opérations ,  pour 
nsi  dire,  mécaniques ,  à  effectuer  pour  en  venir  à  cette  dernière 
)nne ,  équivaut  à  un  raisonnement  complet  >  et  les  transfor'^ 
lations  successives  dont  nbus  venons  de  parler ,  correspondent 
[IX  différentes  formes  que  reçoit  la  proposition  énoncée.  Ainsi , 
)rsqu'on  s'est  procuré  une  expression  concise  de  l'énoncé  d'unn 
uestion ,  on  lui  fait  subir  une  suite  de  réductions  par  lesquelles 
a  groupe  peu  à  peu  toutes  les  données  dans  un  seul  membre , 
t  on  isole  dans  l'autre  la  représentation  du  nombre  inconnu. 

L'art  de  raisonner,  dit  Condillac ,  se  réduit  à  une  langue 
ien  faite  :  l'Algèbre  est  une  langue  dont  la  grammaire  est  d'au- 
int  plus  simple ,  que  les  signes  qu'elle  emploie  pour  fixer  les 
lées ,  sont  en  très>petit  nombre.  On  doit  donc  en  bien  fixer 
i  signification  /  entrer  dans  les  plus  grands  détails  sur  lespre- 
liers  principes,  rappeler  souvent  l'attention  des  commençana 
ar  les  notions  premières ,  et  faire  souvent  aussi  l'inventaire  des 
latériaux  qu'on  a  mis  en  œuvre  ;  il  faut  encore  donner  aux 
émonstrations  la  forme  syllogistique ,  afin  qu'en  rendant  vi- 
ble  la  logique  qui  préside  à  toutes  les  opérations ,  on  ne  s'ac- 
Qutume  pas  à  réduire  l'Algèbre  au  mécanisme  du  calcul. 

Cette  propriété  de  l'égalité,  évidente  par  elle-même, 
e  n'être  pas  altérée ,  lorsqu'on  opère  de  la  même  manière 
ir  les  deux  membres,  est  extrêmement  féconde  en  consé- 
uences  *,  aussi  a-t-on  tiré  de  ce  fonds  toutes  les  ressources 
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qu'il  ofFre  naturellement.  Maie,  comme  M  valeur  du  nombif 
inconnu,  qui  est  la  réponse  à  la  question ,  est  toujours  expriméei 
ainsi  que  nèusTavonfi  bien  fait  remarquer ,  an  moyen  d'opési^ 
lions  a  faire  sur  les.  quantités  données  ^  il  était  nécessaire  avasq^ 
tout  de  démontrer  les  règles  de  Faddition ,  soustractûon  ^  mut- 
tip^cation^  division,  forma^tioii  de  puissaiaces,  extraction  d» 
rapinçs  de$  quantités  littérales  ou  algébriques. 

N  O  T  B    I  I, 

SUR  LES  CHAPITRES  II,  I^'  SECTION  ;    I"  ET  m 

DE  LA  IV  SECTION. 

addition  et  Soustraction. 

*  DIAPRÉS  l'acception  convenne  de  ce  signe  +  >  '^ 
somme  de  deux  quaotités  a  et  h  y  sera  a  -f-  6.  Si  dans  tet  cas 
particulier ,  a  vaut  5  et  h  vaut  7,  la  somme  effective  seira  5+7 
eu  la.  Maintenant  si  à  la  somme  a  -f-  5  on  tetlt  ajouter  a-f-i» 
on  aura  pour  nouvelle  somme  a  +  5+a  +'i& ,  ou  plus  briève- 
ment aa  +  ai  ;  le  cBiffre  2  qui  précède  les  lettres  aetb  indi- 
que le  nombre  de  fois  que  chacune  d'elles  est  répétée  dans  b 
somme  :  on  le  nomme  coefficient.  Ces  réêucti'ons  aia ,  aft  sont 
les  Seules  parties  de  l'addition  proposée ,  qu'on  puisse  effectaeTj 
indépendamment  de  toute  valeur  numérique  des  lettres- a  et  i. 
Pareillement  les  quantités  5a+  5fr,  90  +  5ki,  gé  -j-  3tf,  qn'oâ 
peut  déjà  regarder  comme  des  résultats  d'additions,  auront 
pour  somme  indiqtrée5a-|*-5A+9fl+ûc-|-jJ+^>  et  par  une 
réduction  analogue  à  la  précédente,  cette  somme  pourra  être 
exprimée  plusbriéVemeW*,mnsi  qu'il  suit:  i4^+ia6-f*^"^^> 
les  nombres  14,  12,  2, S  étant  de5Coefficieiis^doB#«io«sa¥oai 
d'éfim  Tacception  ci -dessus.  . 

Lorsqu'une  lettre  doit  avoir  l'unité 'pour  coéSloi^nt,  o»  •«• 
conveùu  de  sous-entendre  ce  coelficienti 

Nous  n'avons  pas  écrit  le  signe  -f-  en  ayant  de  i^a  dans  U 


•  V  O  T  E  |.    ^  .<S9 

-«canne  d  r  desnis ,  paroeque  nous  n'avons  pas  à  iadîqainr  Va4- 
dîtioA  â«  i4a  à  une  qaan^té  précédente* 

'  D'après  Facception  convenue  du  signe  -»  ,  la  «oustraction 
de  la  quantité  b  de  la  quantité  a ,  sera  indiquée  par  a — b. 
Les  nombres  a  et  b  étant  donnés^  il  peut  arriver;  i^.-'que 
a  soit  plus  grand  que  b,  relation,  qu'on  désigne  ainsi  :  a'^b, 
(ce  signe  >  étant  ce  que  devient  celui- ci  ^=,  lorsqu'on  in- 
cline les  parallèles^  et  on  place  du  côté  de  la  pointe  la  plus 
petite  des  deux  quantités  comparées  )  ;  a^.  ^e  az=zb.  Dans 
ces  deux  cas ,  la  soustraction  numérique  est  possible.  Mais  on 
peut  êtrç  conduit  par  l'énoncé  d'une  question  ^  ainsi  qu*on  Je 
verra  daps  dans  la  suite  ^  à  considérer  le  cas  de  a  ^b ,  et  alors 
noys  fixerons  d'une  manière  plus  précise  les  i^ées  sur  cçs.  sortes 
de  restes  :  si  l'on  imagine  qu'on  prenne  da^s  &  ji  une  partie  ^a, 
'ce  qui  est  toujours  possible  dans  l'hypothèse  présente  ,  pn  aura 
d'aiîord  . 

et  il  restera  à  soustraire  l'excédant  de  b  sur  a.  Quoique  la  sous* 
traeâçD  suppose  deux  nombres ,  et  quHci  il  n'y  ait  que  le  Bènft- 
bre  d^  on  pourra  néaiuuoins  le  noter  oomme  nombre  à  sous- 
traire^ en  écrivant  — c2  -  et  le  signe — rappellera  que  le  nombre  d 
'fknt  entrer  soustractivement  dans  toutes  les  combinaiisons  dont 

*  n  {ieia  partie.  Qu'on  ait^  par  exemple,  i  combiner  par  voie 
d'addition' -!-<{  avec  un  nombre  c;  on  aura  pour  somme  C'^d, 

*  èe  qui  (ngnifie  que  le  nombre  d  doit  être  retranché  du  honi- 

"bré  c.     "  ■ 

.  .  .  .    -j 

En  effets  il  revient  au  niême  de  retrancher  6  de  a -f-  c^  ou 
de  retrancher  de  a  une  partie  de  b  égale  èi  a,  et  d'ôter  le  sur- 
pHlf '4f:  €•  F4r  .exm^>  que  de  le  somme  34-6  on  aîOâ, 
r«3ri|Wîfet7i  w  9W«5.+5,i0uft-rr7;si  îoubieaS— 7«-^^ 
d'après  la  notation  convenue  ,et5— 4=^l«  - 

Ainsi  ajouter  à  a  !a  quantité  —^6,  ou  retrancher  b  de  a; 

reifient  numériquement  au  même  :  ajouter^  en  algèbre  y  biie 

V Quantité  i  une  autres  c'est,  à  proprement  parler>  écrire  la 
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première  qnttitité  précédée  de  son  signe  i  la  suite  de  k.  le^. 
conde.  Reste  ensuite  i  effectuer  les  opérations  rappelées  par 
les  signes  ^  lorsque  les  valeurs  numériques  de»  lettres  sont 
données. 
Qu'on  ait  à  ajouter  les  quatre  résultats 

(0 5a+3b—4c. 

(a) 2UZ  —  Si  +  Gc  +  â^ 

(3) a  — 4ft— ac  +  36 

(4) ja+^b  —  3c — 6e 

d'additions  et  de  soustractions  déjà  faites  sur  les  lettres  a,  b, 
c,  d,  e:  on  pourra  d*abord  indiquer  la  somme  de  toutes  les 
quantités  précédées  du  signe  -|- ,  puis  celle  des  quantités  aiFeo- 
'  tées  du  signe  —,  et  écrire  la  seconde  à  la  suite  de  la  première^ 
'  ensorte  que  Tune  sera  diminuée  de  l'autre  ;  ou  bien  encore ,  on 
pourra  écrire ,  l'une  à  la  suite  de  l'autre ,  chacune  des  lignes 
numérotées  (i)  j  (a) ,  (3)  et  (4)>  ce  qui  donnera 

.  somme  =s  5a -f- 36 -^4^  4*  ^^  """  ^^  +  ^^  4"  s^'f' <^  "~  4^  ""^^ 

+3c  +  7a  +  4b  —3c— 6e* 

.  Faisant  maintenant  la  réduction ,  c'est-à-dire ,  effectuant  toutes 
les  additions  possibles ,  celles  qui  sont  indépendantes  des  valeurs 
numériques  des  lettres,  on  trouve  iSa;  ^b  d'une  part,  et— 96 

.de  l'autre  ^.ce  qui  f^  —  ai;  —  gc  d'une  part,  et  +  6c  de 
l'autre  ,  ce  qui  donne  —  3c  ;  enfin  ad  et  —  3e.  La  sonune  ré- 
duite est  doQc 

«        '  '  '  ' 

i5a  — ai  — 3c  +  ad[  — 3e. 

y  On  doit  pratiquer  cette  réduction  lorsqu'il  y  a  KeU ,  afin  d'aibré- 
.  ger  les  résultats ,  et  d'en  rendrd  conséquemment  l'évaluation 
numérique  plus  facile. 

Supposons  que  de  la  quantité  a  on  ait^à  retr^mclier  c— i; 
on  déterminera  le  reste  en  quantité  et  en  signe,  d'après  la 
con(}^on  à  laquelle  doit  satisfaire  tout  reste  de  soustraction. 
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^*ajouté  à  ce  qu'on  retranche ,  la  somme  soit  la  quantité  de 
ûquelle  on  retranche.  On  a  donc  a-^c-(-6  pour  résultat  j^ 
puisque 

d  — c  +  4  +  ^  —  bsza. 

Ainsi  retrancher  une  quantité  d'une  autre ,  &est  écrire  la 
quantité  retranchée  après  en  avoir  changé  les  signes ,  à  la  suite 
de  celle  dont  il  faut  la  retrancher. 

Autrement  6n  peut  écrire,  d'après  M.  Laplace, 

a^a  +  b-^b (5) 

a  — c  =  a  — c  +  4  —  b (6); 

ensorte  que  si  de  a  on  doit  retrancher  ou  ôter  -|-i  ou  ^-i  ;* 
ou ,  ce  qui  revient  au  même ,  si  dans  a  on  doit  supprimer  -f-  b 
ou  —A,  le  reste ,  d'après  la  transformation  (5) ,  doit  être  cz^— fr 
dans  le  premier  cas,  et  a  -f-  ^  dans  le  second.  Si  de  a — c  on 
doit  ôter  +b  ou  —  i,  il  reste  d'après  (6)  a— c — i,  ou 
«  — c-(-6. 

Ce  que  nous  venons  de  dire,  deviendra  plus  sensible  ençora 
au  moyen  de  la  considération  qui  suit  :  soit       - 

qu'on  ôte  ou  qu'on  supprime  la  diminution— 4  >  OQ  repassera 
de  8  — ^  à  8 ,  c'est"-à-dire  qu'au  nombre  4  on  aura  vérita- 
blement ajouté  4* 

Ainsi,  retrancher  un  nombre  déjà  pris  sous  le  signe  "^^  n'est 
autre  chose  que  l'ajouter. 

Le  premier  raisonnement  s'applique  avec  succès  aux  polyr 
nomes  :  pour  en  donner  un  exemple  ',  supposons  que  de 

6a— 3i  +  4c (7)  . 

QU  ait  à  retrancher 

5fl  — 56  +  6c....-.(8)î 
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en  désignant  le  reste  par  A  ^  on  doit  avoir  l'égalité 

laquefle  ne  sera  pas  altérée  en  retranchant  5a  de  part  et 
d'antre ,  ajoutant  5b  et  retranchant  6c  ;  d'où  résnlté 

/l =6a— 36  +  4^  —  5fl  +  5b — 6c=  a+  ab — ac. 

Mais  la  règle  sera  plui  facile  i  déduire  en  mettant  le  poly- 
nôme (7)  sous  la  forme 

6a  — 3i+4c+5a— 5fc-f-6c— 5a+56— 6c.  .-(9); 

car  retrancher  5a  — 56  +  6c,  se  réduit  à  effacer  dans  (9)  le 
poljmome  ^  en  fait  partie.  Il  est  alors  évident  qu'on  aiura 
pour  reste 

i{=:6a— 36 +4<^**~5a<4- 56^*^6c, 

et  après  les  réductions 

/{=:a+â6— ac. 

* 

[Ainsi  pour  soustraire  un  pofynome  d'un  autre ,  il  fié 
changer  les  signes  du  preTjuier^  l'écrire  à  la  suite  du  second, 
puis  pratiquer  les  réductions. 

;.  Lies  termes  précédés  du  signe  -f'^  ^^^  ^^  tid£t^  o« 
positifs  ;  ceux  qui  le  sont  du  signe  — ,  se  nomment  soustrac^ 
ou  négatifs.  Nous  ferons  remarquer  qu'il  n'^n  est  pa»,  en  Al- 
gèbre, conmie  en  Arithmétique,  où  soustrairie  est  toujôuiv  di' 
minuer ,  tandis  qu'ici  le  reste  est  souvent  plus  grand  que  la 
quantité  retranchée;  en  effet  que  de  1  a  on  ait  à  retrandier 
3  —  Il ,  on  aura  d'après  la  règle,  ce  reste  in  —  3-}-ii,  cal 
13  +  11— 3=20,  nombre  plus  grand  que  la.  Cela  tient  à  ce  1 
qu'une  quantité  n'a  que  deux  manières  d'être  :  si  son  état  change  '  \ 
deux  fois  de  suite ,  elle  repasse  à  l'état  primitif.  Si  cette  con^ 
dération  parait  abstraite,  on  s'en  tiendra  au  fait  algébrique 
démontré  plus  haut.  •,.  „ 
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NO  TE    III, 

R  LES  CHAPITRES  III,  l"'  SECTION,  ET  IIP  DE 

LA  IV  SECTION. 

D0  la  Multiplication. 

L.A  multiplicatioii  eit  en  Algèbre  comme  en  Arithmétique ,. 
le  modification  que  reçoit  l'opération  de  l'addition,  lorsque 
s  quantités  qu'on  ajoute,  sont  toutes  les  mêmes. 

Le  résultat  de  la  répétition  de  a ,  autant  de  fois  qu'il  est 
larqué  par  ft,  ne  peut  que  s'indiquer,  sauf  à  l'effectuer  lors- 
[Qe  les  nombres  a  et  &  sont  connus.  Il  y  a  donc  nécessité  de 
^éer  un  nouveau  signe  pour  cette  nouvelle  opération  :  on  est 
léjà  conyenn  d'employer  celui- ci  X,  qu'on  interpose  entre 
les  quantités  à  niultiplier  :  ainsi  b'X.a,  veut  dire  b  fois  a, 
ce  qui  n'est,  à  proprement  parler,  que  la  réduction  de 
o-|-a+a-f-a-|T  etc. ,  .la  lettre  a  étant  écrite  b  fois.  Souvent  on 
i^mploie  le  point  au  lieu  du  signe  X  >  et  on  écrit  b  ,  a-,  on  bien 
^acore  on  écrit  simplement  ba ,  ce  qui  ne  peut  faire  équivo- 
^e,  puisque  dans  l'addition  ou  la  soustraction ,  les  deux  termes 
4ont  séparés  par  les  signes  -(-  ou—.  Si  l'on  doit  multiplier  par  c 
le  produit  tib  ^  on  écrit  a  X&  X  c  »  ou.  a, b.c,  ou  abc,  et  ainsi 
4e  suite,  quel  que  soit  le  nombre  des  lettres  facteurs. 

Si  les  lettres  facteurs  sont  les  mêmes,  le  produit  estoa, 
ooa,  aana,  etc.  d'après  la  notation  abrégée  la  plus  simple  : 
dans  ce  cas ,  pour  abréger  l'écriture  et  la  lecture  de  ces  pro- 
duits, on  est  convenu  de  n'écrire  qu'une  seule  fois  la  lettre  a ,  et 
d'indiquer  par  un  chiffre  placé  au'-dessus  et  à  droite,  le  nombre 
ie  fois  qu'elle  est  facteur.  Ainsi  les  produits  précédens  s'écri- 
ront comme  il  suit  :  a%  a?,  a^,  etc.  ;  enfin  a"*  si  la  lettre  a  est 
m  fois  façteor ,  m  étant,  biea  entend^,  un  nombre  entier  et 
positif.  ,     ' 
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Ces  chiffres  a ,  3 m  sont  nommés  exposons  ;  i 

ne  faut  pas  les  confondre  avec  les  coefficiens  dont  l'origine  et 
Tacception  sont  bien  diS'érentes.  En  effet,  si  a  vaut  lo  ^  a'yant 
loo^  et  aa  valent  ao.  Cette  quantité  a~  se* nomme  expo^ 
nentielle. 

Toute  lettre  qui  ne  porte  pas  â*expo8ant ,  est  censée  aroir 
Texposant  i  ^  puisqu'une  lettre  est  toujours  une  fois  facteur.  ■ 

De  la  manière  dont  les  exposans  s'introduisent  dans  le  cal^ 
cul  ^  on  peut  déduire  que ,  pour  multiplier  a*  par  t^^  il  fant 
écrire  une  seule  fois  la  lettre  a,  et  lui  donner  pour  exposant^ 
la  somme  a  -f*  3  des  exposans  des  facteurs.  En  général ,  b. 
produit  de  €^  par  a" ,  m  et  n  étant  toujours  des  nombres,  en 
tiers  positifs ,  est  a*""*^.  En  eff'et  a"  est  l'abréviation  de  a  bsr. 
teur  m  fois ,  et  a"  celle  de  a  facteur  n  fois  ;  donc ,  dans  !• 
produit,  d'après  la  règle  de  la  multiplication  des  lettres.,  a  eit 
m +  71  fois  facteur ,  et  d'après  cela,  on  a  cette  identité 

a«Xa"î=û"*^* (i). 

Ainsi  le  produit  de  a^V  c  par  €^b(^  d  sera  a^lAc?d.    .  |: 

La  pratique  de  la  multiplication  des  quantités  monomef|£ 
se  réduit  donc ,  pour  les  lettres  non  communes ,  à  les  écrilét^ 
les  unes  à  la  suite  des  autres  ;  et  pour  les  lettres  communes ^  " 
à  n'écrire  chacune  d'elles  qu'une  fois  ^  en  lui  donnant  pouf 
exposant  la  somme  des  exposans  de  la  même  lettre  dans  Us 
facteurs.  Réciproquement^  l'exponentielle  a""*""  pourra  itr* 
remplacée  par  a"*  X  o". 

Tenons  maintenant  compte  des  coefficiens  ,  et.  suppOMSll^ 
qu'on  ait  à  multiplier  Sa^bc  par  5abm  :  en  prenant  abm  pouf 
multiplicateur,  le  produit  Sa^b^cm  ne  sera  que  le  tiers  du  yà*" 
table  ;  il  faudra  donc  le  prendre  trois  fois ,  ce  qui  donnei 
•k^^b^cm ,  dont  le  coefficient  a4  est  k  produit  des  coeffici 
des  facteurs. 

Donc  le  coefficient  d'un  produit  est  le  produit  des  cOi 
des  facteurs. 


l- 
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Pàséôus  à  la  multiplication  d'un  biùoâie  û-^t  par  un  ino- 
>ine  c  :  en  répétant  ii  autant'  de  fois  qu'il  est  in<Ëqué  par  c^ 
3  qui  donne  àc,on  Si  Un  produit  trop  grand  dé  5c,  piusqù'ên 
^pétant  c  fois  a ,  On  prend  c  f oip  trop  la  lettre  b  :  il  faut  donc 
iminuer  ac  de  ic ,  ensorte  que  le  véritable  produit  est  ac — bc. 
Ni'on  ait ,  par  exemple  ,7  —  a  à  multiplier  par  4  >  ou  à  répéter 
fois ,  on  dira  7 X 4  ou  28  est  trop  grand  de  2X 4  ou  de  8  5 
onc  le  vrai  produit  sera  le  premier  diminué  du  second ,  ou 
8  —  8,  c'est-à-dire  20.  En  effet  7  — a,  ou  5  multiplié  par 
donne  ac. 

Donc^le  produit  de  — b  pdf  c  est  —  bè. 

On  tronverait,  par  le  même  raisonùéiuent  ;  que  le  produit 
le  c  par  a  —  b  ,  doit  être ^oc — bc,  et  on  en  conclurait, 

1**.  Que  le  produit  de  c  par  — b  erf  —  bc  v  â^.  qu'ilest  indif- 
irent  de  muàiplier  — b  par  c,  oUc  par  — b. 

$ôît  eùfin  d —  fr  à  multipli'ër  ^àï  c  -^  5  :  on  àiùltipliera  par  c , 
laiy  alots  lié  pfodml:  sera  trop' gràiid' dé  cf— ftpârd,  puisque 
i  multiplicateur  c  est  trop  graiid  dé  rf;  il  faudra' dfoh'C  du  p^e-^ 
Mer  produit  ac^^b'c  réftraiicliér  le  second  àd-^Bd,  et  la  dif- 
feréttùe  seira  ûc—  ié  —  ûrf  +  bd.  Ici  U  tëhne  +  bd  résulté* 
e— 6  qu'on  a  multiplié  pstf- A 

Z>o/ic  /e  produit  de  —  b  pdr  -^à'ést  4-bd';  //  est  teràêtnè  que'' 
"Ad  de  +bpar-fd. 

t>6llc ,  en  genéi'âl,  si  lés  deux  iefmés  qu'on  multiplie,  ont  des 
^ign:és  dijfèrêns,  le  produit  a  le  sigi^e-^^  et  s'ils  ont  le  rnémé 
^^igie^  te  produit  est  affecté  du  signe'^. 

Nou^  donnerons  de  cette  règle  une  autre  démonstration  due 
i'Ht,  jLapïace. 

■  Soit  a — a  èc  multiplier  par  b,  on  à  répéter  autant  âh  fois 
|ii*il  est  indiqué  par  b  ;  le  multiplicande  étairt  zéro,  le  produit, 
Ifût  être  zéro  ;  or  son  premier  termd  est  ûb',  le  second  sera 
lo&c —*a&|d^oà  résulte 

— àX  +  fi=  — a5 (2) 

Gg 
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Qu*il  8*agi9$e  de  multiplier  a  par  b — bon  par  zéro^  on  aan 
pour  premier  terme  du  produit  ab  ;  mais  ce  produit  doit  ê1 
nvl,  donc  le  second  terme  sera  — a6 ,  ensorte  qn» 

'-f"aX  — i  =  -~ûA. . . .  (3). 

Enfin  si  Ton  multiplie  c— apar  b — b  ou  par  zéro,  la  première 
partie  du  produit,  ou  c  —  a  par  b  étant,  d*après  ce  qu'on 
vient  de  démontrer ,  c3— -a& ,  la  seconde  sera  nécessairement 
— -^-|-a&;  conséquemment 

—  aX  —  6==+ai (4). 

Les  résultats  (a),  (3)  et  (4)  nous  ramènent  aux  règles  déji  ' 

trouvées. 

Ainsi  nous  ne  démontrons  pas  directement  qu'on  a 

ûX— i=— ûA»  — aX— i=  +  ai,  parceque  jusqu'ici  nous 
n'ayons  été  conduits  par  aucune  question  à  ces  quantités  sous* 
tractiyes  isolées  — a,  —6  :  nous  en  rencontrerons  dans  lasuite^.! 
et  leur  véritable  signification  sera  fixée. 

En  suivant  les  règles  précédemment  établies  à  l'égard  dei' 
lettres ,  des  coefficiens ,  des  exposans  et  des  signes ,  on  pourra, 
multiplier  un  monôme  par  un  monôme ,  un  polynôme  par  un 
monôme  ,  et  enfin  deux  polynômes  l'un  par  l'autre. 

Nous  supposerons   qu'on  ait   le   polynôme 

aa* — 3ba^  —  5i*a*+ i^a  à  multiplier  par  le  monôme  c^.  Dési- 
gnant — 5ba^ — SbW-j-Pa  par  M  ,  cette  multiplication  se 
réduira  à  celle  de  2a4  -j.  M  par  a?  ,  produit  qu'on  sait  feîre  et . 
qui  est  Qa7  +  Ma^  ;  mais  Ma^  est  le   produit  indiqué  de. 

—  5ba^  —  5i*a*  +  b^a    par    a'.    Qu'on    représenté    encore 

—  5A*a*+i^a  par  N ,  et  on  aura  à  multiplier  -^Zbé^H 
par  o^,  ce  qui  fait  — Zba^  +  Nx^c?.  On  sait  faire  le  prodiriÉ 
de  AT  par  c*,  qui  est  _ 5i*a*  +  &V.  Le  produit  demandi'j 
est  donc  &a^ — 3ia^ -^  5i*a*  +  i^a*.  En  résumant  ropératîon' 
précédente,  on  voit  qu'on  a  multiplié  chacun  des  termes  AJ 
polynoms  multiplicande  par  h  monôme  multiplicateur», 


\ 


■ 
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•  Pissons  aa  cas  d'un  polynôme  à  multiplier  par  un  polynôme, 
aoitâa^ — 3ia^ — 5t*a*  à  multiplier  par  a^ — 2ia*-f-3t'a,  et 
irésentons  —  aia^ + 3i*a  par  N,  Au  produit  du  multiplicande 
c?^  qu*on  sait  faire ,  il  faut  ajouter  celui  du  même  multipli- 
par  la  lettre  Ny  ou  par  —  ^ba^-^-Zb^a  ;  mais  pour  obtenir 
i ,  il  faut  augmenter  le  produit  du  multiplicande  par 
aio*  de  celui  du  même  multiplicande  par  '5b^a. 

On  étendra  facilement  ce  raisonnement  à  des  polynômes 
llRnnposés  d'un  nombre  quelconque  de  termes ,  et  Ton  en  dé^ 
Bnira  la  règle  suivante  :  pour  faire  le  produit  de  deux  facteurs 
tofynomes,  il  fdut  multiplier  le  multiplicande  successivement 
msr  chacun  des  termes  du  multiplicateur  ^  et  ajouter  les  produits 
martiels ,  c'est-à-dire ,  faire  toutes  les  additions  possibles  y  ou 
ms  réductions. 

\  La  multiplication  faite ,  on  doit  ajouter  tous  les  produits 
baortiels  pour  avoir  le  produit  total  ;  mais  cette  addition  ne  peut 
iga'étre  indiquée,  si  ce  n*est  à  l'égard  des  termes  semblables,  et  on 
|kitend  par  là  ceux  qui  renferment  les  mêmes  lettres ,  facteurs 
priiacune  le  même  nombre  de  fois ,  ou  les  mêmes  lettres  sous  les 
iiêmes  exposans,  les  coefficiens  et  les  signes  n'entrant  pour 
Itien  dans  la  similitude.  Ces  termes  considérés ,  abstraction  faite 
Ses  signes  et  des  coefficiens,  sont  effectivement  les  seuls  qui  don- 
Bent  numériquement  le  même  résultat ,  quelques  valeurs  qu'on 
teribue  aux  lettres,  et,  par  la  réduction,  on  fait  d'avance  cette 
partie  de  l'addition  totale,  qui  ne  dépejid  pas  des  valeurs  parti- 
volières.  Ainsi ,  par  exemple ,  —  5ba^  -)-  6ba^  +  ba^=iibc^  pour 
■nus  les  nombres  substitués  aux  lettres  a  et  i.  Cette  réduction 
doit  être  pratiquée ,  s'il  y  a  lieu ,  après  chaque  opération. 

On  distingue  les  produits  par  le  nombre  de  tous  les  facteurs 
■ant  égaux  qu'inégaux  qui  les  composent  :  le  produit  a*i^c  ,  par 
cnemple,  qui  renferme  6  facteurs  simples  égaux  et  inégaux, 
•Éra  dit  du  sixième  degré,  celui-ci  a'^b^c  sera  dit  du  dixième 
rigre,  et  en  général,  ce  que  nous  nommons  degré  d'un  produit , 
B^a  le  nombre  de  tous  les  facteurs  de  ce  produit.  Il  résulte  des 
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rè^es  précédemment  établies ,  que  si  tous  les  tiennes  du 
plkande  soQt,  par  exemple ,  du  quatrième  degré  ^  et  ceux 
mult^licateur  àa  troisième ,  chacun  des  termes  du  prodmti 
du  degré  4+3,  on  du  septième  degré.  Dé  tels  polynômes 
tous  les  termes  sont  d*un  même  degré ,  sont  dits  homogè 
Ainsi  quand  deux-  facteurs  sont  homogènes ,  le  produit  h 
aussi.   Cette  remarque  qu*il  ne  faut  pas  oublier,  sert  à 
découvrir  à  la  seule  inspection,  les  erreurs  du  produit,  rési^j 
tantes  de  Toubli  de  quelques-uns  des  facteurs  dans  les  miiltî-j 
plications  partielles* 

Nous  pouYons  démontrer  maintenant  que  te  produit  de 
nombres  a  et  &,  reste  le  même  dans  quelqu'ordre  quV)» 
tipKe  les  facteurs ,  c'est-à-dire  qu'on  a 

abz=zb  a. 

Nous  ayons  prouvé  cette  proposition,  dans  nos  Elémensd'^ 
métiqiue,  en  décomposant  les  nombres  a  et  b  da&s  leurs 
que  nous  rangions  suivant  les  deux  côtés  d'un  reelangte 
sorte  que  larépétitioade  a  par  &,  se  réduisait  à  ht  somm^i<»( 
la  ligne  horizontale  qui  représente  a,  écrite  b — i  fois 
dessous  d'elle-même ,  sommation  qu'on  pouvait  effectuer 
deux  manières  dont  k  première  donnait  k  fois  a  ou  a  X 
et  la  seconde  a  fois  i,  ou  b  X.ai,  Ici  nous  démontrerons 
chose  d'une  manière  générale. 

En  supposant  a^b,  qu'on  décompose  a  en  autant.de  nos*] 
bres  tels  que  b ,  qu'il  peut  en  contenir  ;  il  y  aura  un  certah 
excédant  que  je  désigne  par  r ,  ensorte  qu'on,  aura 

a.i=(i  +  fr+i  + +  r)6: 


or  dans  ix)us  les  termes  de  la  forme  b  ,b ,  on  peut  interr 
à  volonté  Fordre.  des  facteurs  ;  la  chose  reste  donc  à  démon 
à  l'égard  du  produit  r.b ,  dans  lequel  on  a  r<^A.  On 
posera  de  même  b  décomposé  en  tous  les-  nomlMreS'r 
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^'  eofitmâr  y  et  désignant  l'excédant  ^ar  / ,  on  anitt 

r.ô  =  r(r  +  r+r  + +  /), 

ofM:è  que  y  comme  dans  chacun  des  produits  r.r.  Tordre  dés 
tJéors  peut  être  changé^  il  ne  s'agira  que  de  prouver  la  chose 
'égard  du  produit  r./. 

On  voit  qu'en  continuant  à  procéder  de  cette  manière  ^  on 
irera  à  une  décomposition  pour  laquelle  le  reste  sera  zéro 
l'unité ,  comme  on  pourra  s'en  assurer  sur  deux  nombres 
is  au  hasard.  Dans  le  premier  cas  y  comme  on  pourra  interrertir 
rdre  des  facteurs  dans  chacun  des  termes  du  produit  correa- 
fidant ,  on  conclura  qu'on  peut  l'intervertir  dans  le  produit 
b  :  dans  le  second  cas^  la  proposition  sera  ramenée  à  prou- 
r  que 

di*étant  pas  ici  un  exposant^  mais  un  nombre  d'accens,  et  r^"^ 
lui  des  restes  qui  précède  l'unité  :  ici  la  chose  est  évidente  ^ 
kQc  la  proposition  a  lieu. 

On  a  donc 

aX*=6Xa 

i*en  multiplie  par  c,  et  il  viendra 

lais  à  cause  de  ix  c  =  cX*  et  de  aX<î=cXa,  on. 
sra 

aX*Xc  =  aXcX*— ôXaXc  =  ôXcXfl, 

it  comme  aussi  cX  a  =  i2XcetôXci=:cX6,  il  viendra 

iiXiXc=çaXcX*=cX«X*=cXiXa=:=*XaXc 

=JXcXa. 

pin  voit  donc  qu*on  peut^  dans  un  produit  de  trois  Nombres  ^ 
Itoirterdï  i  volonté  Fordre  des  facteurs;  ce  qu'on  démontre- 
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rait  de  la  même  'manière  pour  quatre,  cinqi,  etdeprocl: 

proche,  pour  un  nombre  quelconque  de  nombres.' 

Cette  proposition  â*étend  à  deux  monômes  ;  car  d'à 
elle  est  vraie  pour  les  signes  et  les  coefficiens ,  et  elle  a 
à  regard  des  lettres ,  puisqu'il  vient  d'être  démontré  c 
peut  les  écrire  dans  un  ordre  quelconque  :  donc  aussi 
convient  A  deux  et  à  un  nombre  quelconque  de  polynôme 
que  l'auteur  vérifie  (  n**^  278,  27g,  280  ). 

N  O  T  E    I  V, 

SUR  LES  CHAP.  VS  V''  SECTION;  ET  IV',  IPSI 

De  la  Dwision. 


De  ce  que  le  produit  du  diviseur  par  le  quotient  doit  ê1 
dividende ,  il  suit  de  ce  qui  a  été  démontré,  que  lorsque) 
vidende  et  le  diviseur  ont  même  signe ,  le  produit  doit  av 
signe  -f ',  et  que  lorsqu'ils  ont  des  signes  difiPérens,  ce  px 
doit  avoir  le  signe — . 

Le  coefficient  du  quotient  doit  être  le  quotient  de  ce! 
dividende ,  divisé  par  le  coefficient  du  diviseur  ^  ce  qui  ri 
de  ce  que  le  coefficient  d'un  produit  est  le  produit  des  c 
ciens  des  facteurs. 

Les  lettres  du  quotient  doivent  être  celles  du  dividende 

communes  au  diviseur,  quand  toutes  les  lettres" du  diyis' 

sont  au  dividende  :  par  exemple  ,  le  produit  ahc ,  divisé  pc 

donne  c  pour  quotient,  parceque  le  produit  de  ah  par 

ahc.  Lorbque  le  diviseur  renferme  en  outre  des  lettre 

communes  au  dividende ,  alors  la  division  ne  peut  plu 

qu'indiquée  ,  et  le  quotient  s'écrit  sous  forme  de  fractioi 

le  numérateur  est  le  produit  de  toutes  les  lettres  du  divid 

non  communes  au  diviseur ,  et  le  dénominateur  celui  de 

les  lettres. du  diviseur,  non  communes  au  dividende  :  ain 

c 
divisé  par  ahm ,  donne  pour  quotient  — >  en  observant 
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ipprimer ,  tant  au  dividende  qu*an  diviseur ,  le  facteur 
n  ab ,  sans  altérer  le  quotient;  et  qu*ainsi  la  diviâon 


c 


it  à  celle  de  c  par  m.  Cette  notation  —  ^  du  quotient , 

été  employée  à  Tégard  des  nombres.   Cependant  pour 

c 
es  valeurs  numériques  de  c  et  m ,  la  fraction  —  peut 

•  un  nombre  entier. 

ons  maintenant  abstraction  des  signes  et  des  coeffi- 
et  occupons-nous  de  la  division  de  deux  exponentielles 

même  lettre ,  savoir ,  de  — ,  p  et  q  étant  des  nombret 

positifs.  On  peut  avoir 

P><I>P  =  ^^P<^' 

observe  que  ,  d'après  ce  qui  a  été  démontré,  à  Té- 
d  la  multiplication  de  deux  exponentielles  d'une  même 

la  lettre  du  quotient  doit  encore  être  a ,  et  si  Ton  dé- 
)ar  X  l'exposant  inconnu  de  a  dans  le  quotient^  on  doit 

aF  =  ai  X,o^=  û'"^* » 
îsulte  nécessairement  cette  égalité  entre  les  exposans 

ime  en  retranchant  q  de  part  et  d'autre  ^  les  deux  restes 
^aux ,  on  aura  la  suivante 

p^qzzix (1), 

aquelle  on  lit  que  Veocposant  du  quotient  est  égal  à  celui 
idende ,  diminué  de  l'exposant  du  diviseur. 

Ls  le  second  cas,  on  a 

ésulte  l'égalité  entre  les  exposans» 
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pznp'-^'X  ,etx=p— p  =  o (à); 

donc  on  a  pour  quotient  c*  =  #*,  résultat  cpi'il. s'agit  d'intisr- 
préter.  A  cet  effet ,  nous  reprendrons  la  division  de' o^par  flf,. 
qui  donne  pour  quotient  l'unité,  et  comme  deux  quotiim 
4*une  m^pe  diyisipn ,  f out  iié.c^s^i^jjrçipeat  ég^ux  >  on  a  doQfî 

ce  qui  signifie  que  toute  quantité  élevée  à  la  puissance  zéro ,  t*^ 
vaut  l'unité ,  et  que  réciproquement  l'unité  peut  se  tradimt 
e/f  (f.  Cette  conclusion  a  lieu  quel  que  soit  le  nombre  a.       V 

Dans  le  troisième  cas ,  soit  qzzzp^  d^  d  étant  l'excès  à» 
q  sur  p  :  on  aura  toujours 

d*où  résulte  >  en  égalant  les  exposans  ^  puisque  1 -égalité  précé- 
(^ente  ne  pQut  avoir  lieu  que  sous  cette  condition , 


y 


et  retranchant  p  -)-  c2  de  part  et  d'autre ,  on  obtient  enfin 

a:  =  — d (3)  ; 

donc  le  quotient  est  cT''^.  Pour  l'interpréter,  reprenons  la  divi- 
sion de  a^  par  a^,  ou  par  a^^  =  af  'x,  a^  :  en  effaçant  le  fac- 
teur a^  commun  au  dividende  et  au  diviseur,  d'après  ce  qtd 
a  été  démontré  à  l'égard  de  la  division  d@s  lettres ,  on  a  pour 

quotiejat  -5  :  donc 

'^  =  i (4). 

ce  qui  donne  une  transformation  d'un  &équent  usage  dans  le 
calcul  :  pour  s'en  rendre  raison ,  on  se  rappellera  que  ûf*^ 
n'est  autre  chose  que  Ia  lettrç  a  écrite  d  fois  en  facteur^  donc^ 
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'apri^  Yi^ef^q^  ^es  signes ,  eT*  doit  représenter  la  môme 
stl^e  ^  épi^e  4  f<H4  en  diviaeiir. 

La  rè^e  générale  à  suivre  dans  la  division  de  deux  expo- 
lffldfl^^  ^^  mêmie  lettre,  ce  réduit  donç^  d'après^les  résul- 
3tts  (i)|  (a)  et  (3),  à  écrire  la  lettre,  et  à  lui  donner  pour 
exposant  celui  du  dividende,  diminué  de  teocposant  du  dir- 
diseur. 

Cet  énQiiiqé  ser«^  bientôt  généralisé ,  ç'est-à-dire  ^  étendu  à 
ilN  f^^099^  fr^ctipnnaire^  positifs  jet  i^égatifs  et  même  irra- 
tionnels. 

Q;î  çljp^nffcs^  que  si ,  par  rapport  aux  exponentielles ,  on 

«àt  çuiyi  là  règle  pour  la  4îvi8ion  des  lettres ,  on  n  apurait  pas 

;^|eacontré  çe^  deux  résultats  singuliers  fl®,  cT^,  que  nous  u  a- 

|TO]is  pu  interpréter  qu'e^  opérât  d*4près  cette  règ^e  qui  nous 

lnijQnné  deux  autres  ç^reç^pn^  des  mêmes  quQtiens. 

La  tr^sformatipi;  a-^n;:  —  donne  Je  moyen  de  faire 

passer  une  quantité  de  la  forme  fractionnaire  à  la  forme  entière 
et  réciproquement.  Ensorte  qu^on  a 

De  ce  que  o"*  =  o  ^  il  suit  que 


2--T.2 


Qlfl 


'■  mais  d'aiUeurs  —-  =  o"*T"*  =  o*  :  donc  aussi 

o 

■•  .  . 

r  ■  '  • 

^tittfi  on  a  toujours  a®  =:  i  ^  excepté  pour  les  cas  de  a  =f  o.  Si 
«im  affartiii  réeU^iaeiBt  laaivisio«  de  o  par  o^  on  pourra  poser 
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au  quotient  un  nombre  quelconque  ^  puisque  tout  noi 
multiplié  par  zéro ,  donne  pour  produit  zéro  qui  est  ici 
dividende.  Ainsi  cette   expression  o^  est  tout  nombre  qn'c 

voudra.  €e  résultat  -  est  donc  ici  le  symptôme  d'une  iodéte 

mination.  Cependant ,  dans  bien  des  cas ,  cette  expression 
avoir  une  valeur  fixe^et  déterminée. 

Ces  règles  posées  pour   la  division  des  monômes ,  noi 
passerons  de  suite  au  cas  de  deux  polynômes  à  diviser  Ton 
l'autre.  La  règle  pour  opérer  cette  division^  se  trouve 
l'énoncé  suivant  : 

On  ordonnera  le  diuidende  et  le  diviseur  par  rapport  mph 
haut  exposant  d'une  même  lettre  prise  à  volonté ,  cest-i 
qu'on  écrira  pour  premier  terme,  tant  au  dividende  quau  S 
seur,  celui  qui  renferme  le  plus  haut  exposant  de  cette  lettre 
et  à  la  suite  tous  les  autres  termes  sous-^ordonnés  par  rappoi 
aux  exposans  successifs  de  la  même  lettre ,  puis  divisant 
premier  terme  du  dividende  par  celui  du  diviseur  ion  obtie 
un  terme  du  quotient  :  ce  terme  trouvé,  on  le  multipliera 
tous  ceux  du  diviseur^  et  on  retranchera  le  produit  du  dMi 
dende.  Cette  première  opération  faite ,  on  divisera  celui 
termes  du  dividende-reste,  quia  le  plus  haut  exposant  par 
premier  terme  du  diviseur ,  et  on  obtiendra  le  second  terme  i» 
quotient.  On  continuera  à  procéder  de  la  même  manière 

On  conçoit  que  le  quotient  obtenu  de  cette  manière ,  sen 
lui-même  ordonné  suivant  les  puissances  décroissantes  de  ce 
lettre.  Nous  donnerons  la  démonstration  de  cette  règle  sur  di 
exemples. 

Soit a'^b  -+-  a^b*   -+-  a*b^    -^ab^ 

à  multiplier  par. . .  a'^m-h  a*m*  -+-  am> 

iaTbm-^d^b^nm-  a^b^m  -+-  a^b^m (i) 
a^bm^-ha^b'm'-ha^b^m^-^a^b^m* W 
-*-  a^bm^-ha^h'm^^'a^b^m^'^a*b*m}' 


■*■•« 
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On  remarquera,  1^.  que,  dans  ce  produit,  il  se  trouvera  un 
terme  qui  renferme  la  plus  haute  puissance  de  la  lettre  a. 

a®.  Que  ce  terme  résulte  du  terme  analogue  du  multipli- 
cande par  le  terme  analogue  du  multiplicateur  (^), 

On  tire  de  là  cette  conclusion  :  si  après  avoir  édrit  pour 
preuEÛer  terme,  tant  au  dividende  qu'au  diviseur,  celui  qui 
renferme  le  plus  haut  exposant  d'une  lettre  qui  est  a  dans 
l'exemple  proposé ,  on  divise  l'un  par  l'autre  ,  le  résultat  est  le 
terme  du  quotient ,  qui  renferme  aussi  la  plus  haute  puissance 
de  la  même  lettre. 

Ainsi,  dans  notre  exemple ,  le  produit  étant  considéré  comme 
un  dividende ,  et  le  multiplicande  comme  un  diviseur ,  on  di- 
visera a^bm  par  a*i,  ce  qui  donnera  a^m,  premier  terme  du 
quotient. 

Si  dailB  un  dividende  proposé  on  distinguait ,  comme  ici , 
les  produits  partiels  numérotés  (i)  ,  (2)  et  (3),  il  y  aurait  plu- 
sieurs manières  d'obtenir  le  premier  terme  du  quotient. 


l^  \  /  a^b 
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aM,  1 

) 

(c^m 

a'i*  f 

ce  qui 

1  a^m 

tf-iH 

donnerait 

j  O^TTl 

ab^j 

1 

\  c^m 

Q."*.  f       en       1  a^b^m 

3^  i  divisant  1  a^i^^  r  P^ 
'     4°.  3  (  à^Mm 

ou  enfin  comme  le  produit  partiel  numéroté  (1)  est,  en  ne  fai- 
sant que  l'indiquer, 

(  a^b  +  c^b^  +  a^b^  +  aM  )  o^tti, 

on  obtiendrait  encore  le  même  premier  terme  du  quotient,  en 
divisant  (o+i+o^i^+a^is+aM)  o^tti  par  c^i+a^i^-f-a'^i^^aM  : 


(*)  JVntends  par  termes  analogues  du  dividende  et  du  diviseur,  c«nxqui 
renferment  la  plus  haute  puissance  d«  la  m^'xne  letue  a« 
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car  ce  dernier  polynôme  étant  £acteur  eonuttu^  au  dividcade 
et  au  diviseur ,  on  rëffacerait  et  il  viendrait  — -  ou  chn. 


II  est  donc,  démoatré  que  ^  pour  obtenir  le  premier  terme 
du  quotient ,  il  suf&t  de  diviser  l'un  par  Tautre  les  termes  du 
^vidende  et  du  diviseur,  qui  renferment  la  plus  haute  puis- 
sance  d'ime  même  lettre. 

D*ou  Ton  peut  conclure  eocore  que  la  division  de  ces  deux 
termes,  équivaut  à  ceQe  de  tout  le  produit  partiel  numéroté  (1) 
par  le  multiplicande  qui  sert  de  diviseur. 

'  Donc  à  cette  dernière  division  qu*on  devrait  réellement  faire, 
mais  qui  généralement  n'est  pas  possible ,  à  cause  des  réduc- 
tions  de  termes  semblables,  on  peut  substituer  la  première 
qui  l'est  toujours  ,  et  qui ,  de  plus ,  donne  le  mêïne  résultat. 

€eci  &it ,  on  multipliera  tout  le  diviseur  par  ce  prenier 
terme  du  quotient ,  et  le  produit  représenterai  la  partie  du  Hxt- 
dende,  qui  a  été  effectivemeat  divisée  pa^r  le  diviseur,  d'après 
ce  que  nous  venons  de  remarquer  ;  on  soustraira  ensuite  ce  ; 
produit  du  dividende ,  ce  qui  détruira  la  ligne  (1)  dans  notre 
exemple ,  ou  son  analogue  dans  un  autre. 

Ensuite  on  regarde  le  reste  qui  se  compose  des  lignes  (2) 
et  (3) ,  comme  un  nouveau  produit ,  ayant  toujours  le  même 
multiplicande  ,  et  pour  multiplicateur  le  précédent  moins  son 
premier  terme ,  ensorte  qu'il  s'agit  encore,  connaissant  ce  pro- 
duit et  le  multiplicande ,  de  trouver  le  multiplicateur  corres- 
pondant. Le  raisonnement  que  nous  venons  de  faire ,  s'applique  . 
donc  ici ,  et  on  en  conclut  qu'on  pourrait  se  dispenser  d'ot'* 
donner  y  en  prenant  à  chaque  nouvelle  division,  dans  la  dir 
vidende,  le  terme  de  plus  haut  expoeant  d'une  lettre  choifle 
une  fois  pour  toutes ,  et  le  divisant  par  le  terme  analogue  du 
diviseur. 

Bans  l'exemple  sur  lequel  nous  avons  raisonné,  le  terme 
qui  renferme  la  plus  haute  puissance  de  la  lettre  a>  était  iim^ 
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[ue  V  mais  on  eofiçoit  ({ù'il  peut  &*6b  rencontrer  plusieurs, de 
:ette  espèce^  ce  qui  serait  arrivé  dans  la  division  précédente  y 
î  l'on  eût  ordonné  par  rapport  à  la  lettre  b. 

Le  cas  analogue  sera  fourni  par  la  iQuIti{r&cation  dt 

g^b  -^^b^+a^b^+ab^ 
»ar a^m-^c^n  -Hïm*+aii* 

!€fibtn^(^bhn-^a^b^m  -J^b^fn (i) 
a^bn  4-a^^»  -\-<i^b^n  -^-c^Un (a) 
+a^i7n*+û**''«*+«'*^^*+û**^^* (3) 
+a5in^  4^i*/i*  +éVn^  +(i'¥n' ...»  (4) 

Novs  supposerons  d'^ord  qpi'on  propose  de  diviser  le  pro- 
mût par  le  multipHcatide. 

Dans  ce  cas  y  après  avoir  ordonné  le  dividende  et  te  diviseur, 
ar  rapport  à  la  pins  haute  puissance  de  la  lettre  a,  ce  ^ts 
onnera  au  dividende  deux  termes  de  plus  haut  exposant  y  on 
ommencera  incËfFéremment  la  division  par  Tun  ou  Tautre  de 
es  deux  termes. 

£a  effet,  si  c'est 

cfbm  \  qu'on  divise  J  c^b  i  on  aura  pour  J  a^m 
a^bn  )         par         1 M  )      quotient     V  a*n 

.usai  l'ordre  dans  lequel  se  présentent  ces  deux  termes  du  quo- 
eut  doit-il  être  indifférent ,  puisqu'ils  sont  de  même  exposant 
V  rapport  à  la  lettre  a. 

L'un  ou  l'autre  de  ces  termes  trouvé ,  on  le  multiplie  par  le 
Iviseur ,  ce  qui  donne  l'une  des  deux  lignes  (i)  ou  (a) ,  puis 
:i  fait  la  soustraction ,  ce  qui  efface  l'une  de  ces  deux  lignes. 

Cela  fait ,  on  trouve  le  terme  du  quotient  de  même  exposant 
i  a  que  le  précédent,  en  divisant  l'autre  terme  de  même 
rdre  en  a  du  dividende  par  le  premier  du  diviseur  ;  on  mul-> 
plie  le  diviseur  par  ce  nouveau  terme ,  et  on  soustrait. 


I . 
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Alors  ropération  se  continue  comme  dans  l'exemple  pré- 
cédent. 

On  étendrait  aisément  ce  que  nous  venons  de  dire  ,  au  cas 
où  les  termes  de  même  plus  haut  exposant  seraient  en  nombre 
quelconque  au  dividende  seulement. 

Nous  supposerons  pour  second  cas ,  qu'on  prenne  le  multi- 
plicateur dans  l'exemple  ci-dessus  pour  diviseur  ;  et  alors  le 
dividende  et  le  diviseur  offrent  plusieurs  termes  d*un  même 
plus  haut  exposant. 

On  commencera  toujours ,  pour  plus  de  commodité ,  par 
ordonner  le  dividende  et  le  diviseur  :  ceci  fait,  on  choisira 
parmi  les  termes  de  même  ordre  du  dividende ,  celui-  ipà  est, 
exactement  divisible  par  celui  qu'on  a  écrit  le  premier  au  di- 
viseur  ;  ou  ,  plus  généralement ,  dans  les  termes  de  premi 
ordre  du  dividende  et  du  diviseur ,  on  en  prendra  deux  qui 
se  divisent  exactement.  Ainsi ,  dans  notre  exemple ,  on  di- 
visera 

La  raison  de  ce  procédé  est  que ,  si  Ton  divisait  a^bm  par  a% 

on  aurait qui  ne  fait  pas  partie  du  multiplicande ,  et 

n 

conséquemment  ne  doit  pas  être  l'un  des  termes  du  quotient 

Ce  quotient  obtenu,  on  le  multipliera  par  tout  le  diviseur; 

puis  on  fera  la  soustraction.  Mais  on  remarquera  qu'alors 

efface  à-la-fois  les  deux  termes  du  même  plus  haut  exposant 

plus,  les  deux  termes  a^brri^  et  a^bn^. 

Il  sera  facile,  d'après  ce  que  nous  venons  de  dire,  de  ter- 
miner l'opération. 

Il  reste  à  supposer  que  les  deux  facteurs  renferment  plu- 
sieurs termes  de  même  plus  haut  exposant  de  la  lettre  a, 
comme  si  Ton  ayait 
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lultiplier  par d'm+a''n'faTn''+an''  ^ 

.    \  a^cm+a*cm*'{-a^b'^n -{-c^b^n 

produit  —  ^  ^6j^  If  o^i/i*  +a?b^Tn^+a^¥m^ 

multiplicande  est  pris  pour  diviseur.  On  chercherait  parmi 
quatre  termes  d'un  même  plus  haut  exposant  dans  le  divi- 
ide ,  ceux  qui  sont  exactement  divisibles  par  celui  qu*on  a 
it  le  premier  au  diviseur  ;  on  divise  alors  Tun  quelconque 
ceux-là  par  ce  terme  du  diviseur ,  ce  qui  donne  un  terme 
quotient  par  lequel  on  multiplie  le  diviseur ,  et  la  soustrac*- 
a  de  ce  produit  efface  ceux  des  termes  de  même  plus  haut 
dosant  du  dividende ,  qui ,  divisés  par  le  même  terme  du 
ieeor ,  domieraient  le  même  quotient. 

On  se  conduirait  d'une  manière  analogue  pour  trouver  le 
tDxid  terme  du  quotient.  Il  sera  facile  de  généraliser  ce  que 
us  Tenons  de  dire. 

Examinons  maintenant  ce  qui  aurait  lieu ,  si  y  dans  la  divi- 
a  de  deux  polynômes ,  on  s'écartait  des  principes  que  nous 
Ions  de  poser.  En  divisant  a*  —  i*  par  a  —  b  dans  l'ordre 
aont  écrits  les  termes  du  dividende  et  du  diviseur^  on  a  pour 
>tient  a  —  b-,  mais  si  l'on  essaie  la  division  de  ces  deux  po- 
omes^  en  prenante — a  pour  diviseur ,  on  est  conduit  à  cette 
biatidn^  qu'il  sera  facile  de  suivre  en  appliquait  les  règles  dé* 
titrées  à  regard  det  fractions  numérique,^. 
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a»  — i»/ i  +  c 

■ 

«*,  6  ^  Quot.  ; 

« 

9 
• 

fr» 

i 


etc. 

Le  quotient  ne  s'arrête  pas ,  puisqu'on  af  toii}6^»^  m*  i^ifié',  rf, . 
quoique  donné  par  la  division  des  deux  lâêmes  pblynonse»,  3 
est  différent  du  premier  par  la  forme*  Nous  r^viendroii» 
chapitre  7  sur  ces  quotiens  qui  ne  se  terminât  pas,  et  ne 
observerons  ici  que  cette  circonstance  tient  à  ce  qu'on  ne  doitt& 
prendre  le  quotient  du  premier  terme  du  dividende  par  le  pre-|iï 
mier  terme  du  diviseur ,  pour  celui  de  tout  un  dividende  par- 
tiel par  la  totalité  du  diviseur^  qu'autant  que  les  poïynomeiK 
sont  ordonnés,  ainsi^  que  nous  l'avons  expÙqué;  autrement  ujj 
faut  faire  la  division  complètement,  c'est-à-dire,  dans 
exemple  ,  diviser  a'  —  i"*  ou  (a — b)  (.a  +  ^)  pal:.fi^-|-û> 
alors  on  trouvé*  l'autre  facteur  a — i. 

On   reconnaîtra  qu'une  division  algébrique  est*  terminée  ,|"* 
ou  qu'on  a  obtenu  la  partie  entière  du  quotient ,  lorsque 
pWs  haut  exposant  de  la  lettre  par  rapport  à  laquelle  on 
ordonné ,  est  moindre  dans  le  reste  qu'au  premier  ternie  i% 
diviseur.  ■^' 
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NOTE    V, 

SUR   LE  CHAPITRE  VI,  I'^'  SECTION. 

Trouver  tous  les  diuîseurs  d^un  Nombre. 

'  1*. .  .Soient  N  lin  nombre ,  « ,  |8 ,  y ,  etc.  ses  facteurs  nom- 
bres premiers  (*)  :  le  nombre  iV pourra  toujours  être  représenté 
par  «"jS*^?  etc.  En  effet  la  méthode  à  suivre  pour  décom^ 
poser  le  nombre  N  en  ses  facteurs  nombres  premiers  {Arith.') , 
consiste  à  essayer  la  division  de  N  successivement  par  les  nom- 
bres Qy  Zy  S  y  jy  ctc.  Lorsque  la  division  réussit  par  le  nombre 
premier  «  ^  que  je  suppose  être  le  plus  petit  des  diviseurs  de 
cette  espèce  y  on  la  répète  autant  de  fois  qu'il  est  possible  , 
TU  fois,  par  exemple,  et  désignant  le  quotient  par  P,  on  a 
iV=  *"*.P  ,  le  nombre  P  n'étant  plus  divisible  par  ce  (**)  ,  ni 
par  un  nombre  premier  <«,  puisqu'alors  ce  ne  serait  plus, 
comme  on  l'a  supposé ,  le  plus  petit  nombre  premier  diviseur 
de  iV.  On  trouvera  successivement  P=fi^Qy  Q:=y^R^  etc. 
ce  qui  donne  iV=  ce'"iSy  etc.  en  observant  que  le  dernier  des 
quotiens  P,  Qy  R,  etc.  sera  nécessairement  un  nombre  premier. 

Si  après  avoir  essayé  la  division  du  nombre  N  par  les  nom-* 
bres  3,3,5,  7 ,  etc.  jusqu'à  la  racine  carrée  de  Ny,  qu'on 
saote  ainsi  |/iV ,  on  n'en  trouve  aucun  qui  divise  N,  on  sera 
certain  que  N  est  un  nombre  premier  ;  car  y  supposons  que 
iV  soit  divisible  par  un  nombre  premier  d  ^  |/iV;  et  désignons 
le  quotient  par  T  :  dans  rh3rpothèse  actuelle ,  le  quotient  7" 
du  nombre  N  par  9,  est  moindre  que  celui  de  N  par  sa  racine 


(*)  J'ai  défini  en  arichméti<jae ,  les  nombres  premiers  considërëi^  isol^ent| 
«t  les  nombres  premiers  entr'enz. 

(**)  On  démontrera  qne  si  C  ne  divise  pas  a,   il  ne  divisera  pas  « 
\a%  y  n«  divisant  pas  C,  ne  poorrsi  divistr  C",  et  ainsi  de  suite. 
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carrée ,  ou  moindre  que  la  racine  carrée  de  N,  parceque  si  Yoê 
divise  le  produit  de  deux  facteurs  p^  nû  nombre  plus  grand 
que  l'un  de  ces  facteurs  ,  on  aura  un  quotient  plus  petit  que 
l'ai^tre  ;  donc  le  nombre  N  serait  dirisîble  par  mn  nombre 
T  moindre  que^N,  et,  à  fortiori  t  par  un  nombre  premier 
moindre  que  |/A^,  ce  qui  est  contre  VliypothèsQ.         -  ^ 

Maintenant  pour  trouver  les  diviseurs  autres  que  les  nombres 
premiers  « >  0  >  >  >  ^ >  eta  supposons  qu*oa  «ût  ^:;ss  4^^>  on 
reprendra  Ut  4ivisioD4 


yf 


CL 

c 
y 


ttîyf"^  Cy^y  yi",  /"  étant  les  quotiens  successifs  corttspondasf 
«ux  diviseurs  tt^A^C^yet^,  puis  on  formera  les  lignes 


5' C,*^,*"ff; 

4** >.  «>>  ^  >>  «'y*  ^y>  «'^  5  , 

5« l^,^,c^,>l^, ««"<p,  «a,  A^cf^^ctyi-,  Cyi,  «y,] 

dont  chacune  renferme  les  produits  de  tous  les  diviseurs  déjà 
formés  qui  se  trouvent  au-dessus ,  par  le  diviseur  nombre  pre- 
mier qui  est  en  tête  de  la  ligne.  Il  est  visible  que  cbacun  i^ 
ces  produits  est  diviseur  du  nombre  A^ ,  puisqu'il  n'est  aucim 
d'eux  qui  n'ait  pour  facteurs  les  diviseurs  même  de  iV;  d'ail-' 
leurs  ce  ne  peut  être  au  plus  que  deux  fois  facteur  dansl'im 
quelconque  des  diviseurs  yC,yet^ne  peuvent  l'être  qu'unil 
fois  ;  donc  on  ne  peut  avoir  d'autres  diviseurs  que  les  pri^ 
cédens. 

Ainsi  pour  le  «ombre  12^0 ,  on  a  ce  tableau  de  diviseurs 
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1 

130 

2 

60 

a, 4 

3o 

3,8 

i5 

3,  6,  ifl,  a4 

5 

5,  10,  i5,  20, 3o,  4°,  60,  lao.' 

En  général ,  le  nombre  A^  étant  réduit  à  la  forme  tt^C'yP^^ 
.lira  pour  diviseurs  tous  les  nombres  résultans  de  toutes  lea 
ombinaisons  que  Ton  pourra  former  en  prenant  successive- 
lient  pour  m,  rifp,  q  les  nombres  depuis  zéro  jusqu'à  m , 
Lepms  zéro  jusqu'à  n ,  de  zéro  kp  etk  q.  On  obtiendra  toute» 
:es  combinaisons  en  développant  le  produit 

lont  le  nombre  des  termes^  le  même  que  celm  des  diviseurs^' 
era 

(m+i)  (n+O  (p  +  i)  (7  +  i),etc. 

£n  effet,  en  supposant  i>r=  it'"?"^^,  le  produit  des  trois  poly- 
nômes se  composera ,  1°.  de  la  somme  «''  +  «*  +  ....  +  fit»^ , 
Uultipliée  par  le  produit  (Ty ,  ou  par  l'unité  ;  de  la  somme 
***  +  ^*  +••••+  ^"  >  multipliée  par  le  produit  «y,  ou  par 
*unité  ;  de  la  somme  >°  +  >*  +  ....  +  >''  >  multipliée  "par  le 
>roduit  et^C^  qui  est  l'unité.  Or  tous  ces  termes  du  produit  sont 
évidemment  diviseurs  de  iV,  et  réciproquement  tout  diviseur 
le  N,  d'une  seule  lettre ,  est  l'un  de  ces  termes  ;  a**,  du  poly- 
lome  A*  +•-. . .+  «"* ,  multiplié  par  ^  +  ....  +  ^"  et  par  y^  ; 

rilus  du  produit  **-{-••••+<*"*  P*r  >*+•••  «5^  par  ^ ;  plna 

in  produite*  +. . .  .  +  C*par5/*+ +  >''par  «^  Tous  ces 

produits  de  deux  lettres  ,  puisque  le  troisième  facteur  est 
*"unité ,  ayant  chacune  tous  les  cxpasans  de  1  à  m ,  de  1  à  /t 
ïf:  de  1  à  p,  sont  autant  de  diviseurs  de  iV-,  et  réciproquement 
^es  diviseurs  de  deux  lettres  de  N,  devant  diviser  *"*€",  àt^y^  p 
^'*yf  ne  peuvent  être  que  les  termes  de  ce  produit  y  3^;  do 
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«'+...+  *"*  par  ^'  +...  +  C"par3^*  +  «««  +3^»  prodmiî 
de  trois  lettres  sous  tous  les  exposans  de  i  à  m  pour  «e,  de  i 
&  n  pour  C,  etde  1  àp  pour  y.  II  est  visible  que  tout  diviseur 
de  «6"'C'y  ne  peut  être  que  l'un  de  ces  produits.  Qu'on  effectue 
d'ailleurs  le  calcul  pour  m  =  a,  7i  =  i,p  =  i,  qf  =  i,et  ob 
trouvera  le  tableau  ci-dessus  des  diviseurs  du  nombre  àL^Cyi". 

Le  nombre  3Go  étant  a^  X  3*  X  5  ^  on  formera  tous  M 
termes  du  produit 

(i  +  a+4  +  8)  (1+3  +  9)  (1+5) 

dont  le  nombre ,  qui  sera  celui  des  diviseurs^  est 

(3  +  i)(2  +  i)  (i  +  i)  =  a4.       . 

Lorsqu'on  connaît  tous  les  diviseurs  nombres  premiers  d'il 
nombre^  il  est  aisé  de  trouver  le  plus  grand  carré  divù 
exact  du  nombre.  En  eifet^  un  nombre  étant  de  la  foi 
uK^y^i",  on  pourra  l'écrire  ainsi  («6*^*)**C^,  et  alors  Ai 
sera  le  nombre  cherché.  Pour  120  ce  nombre  est  4* 


NOTE    VI, 

SUR  LES  CHAPITRES  VII,  VIII,  IX,  X,  I'^'  SECTI01ï.|b 

'Des  Fractions  littérales. 


Nous  avons  vu  dans  la  division  de  deux  monômes, 
lorsque  certaines  lettres  ,  facteurs  dans  le  dividende ,  ne 
trouvaient  pas  au  diviseur,  et  réciproquement,  le  quotient 
pouvait  être  qu'indiqué ,  et  qu'on  le  représentait  alors  par 
fraction  ayant  pour  numérateur  le  produit  des  lettres  du 
vidende ,  non  communes  au  diviseur ,  et  pour  dénominat 
caltti  des  lettres  du  diviseur^  non  communes  au  dividende, 
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)n  avait ,  par  exemple^ 

abmn      oh 
cdmn       c3* 

ah 
ryera  que  la  fraction  --n  peut  bien  être  un  nombre 

>ur  certaines  valeurs  numériques  des  lettres  a  y  b ,  c  et 
e  si  Ton  avait  a=4,  &=6,  c=a,  J=3  ;  mais 
léralement  parlant^  elle  sera  une  fraction  numérique 
être  réduite  à  une  plus  simple  expression. 

[ue  ces  fractions  littérales  partagent  les  propriétés 

dons  numériques  ,   et  qu'elles  en  suivent  les  règles  ^ 

1   dernier  résultat  ^    elles  doivent  être   évaluées  en 

néanmoins  nous  en  établirons  la  théorie  autrement 

\  le  fait  en  arithmétique  ^  en  partant  de  ce  principe 

que  si  Y  on  opère  de  la  même  manière  sur  les  deux 

d'une  égalité,  c'est-à-dire,  sur  deux  quantités 

leux  nombres  équivalensy  les  résultats  sont  toujours 

C'est  en  passant  ainsi  de  la  notation  fractionnaire  à 

ime  de  l'égalité,  que  la  marche  à  suivre  dans  la  re- 

des  propriétés  et  des  règles  ;  devient  simple  et  uni-»^ 

lonc  l'égaUté 

vise  de  part  et  d'autre  par  b  qui  n'a  pas  de  facteur 
i  avec  a,  on  aura 

représentera  la  valeur  de  la  fraction  r ,  ou  le  qito-r 
la  division  de  a  par  6. 
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Sx  l'on  multiplie  par  m  les  deux  memlnres  dsXégriité  (i] 
on  aura  ces  deux  résultats  équiyalens 

ma  =s:  mb,if, .  .(3)  : 

divisant  de  part  et  d'autre  par  mb ,  pour  avoir  v ,  on  parvient 
cette  propriété  connue 

,      ma  ^  £  j\ 

m  étant  un  nombre  quelconque  entier  ou  firactioBBairt. 

Donc  on  ne  change  pas  la  valeur  d'une  fraction  en.  midû" 
pliant  ou  divisant  ses  deux  termes  par  un  même  nombre. 

Si  on  divise  par  b  les  deux  membres  de  Tég^té  (3),  on 
Qbtient  la  suivante 

-y- =  m  X  1^- •  •  •  •  (5)- 
L'égalité  (  i  )  peult  encore  m  mettre  sons  la  Sonat 

c  =  —  i  X  TOV. . ..  (S), 
m 

de  laquelle  on  tire^  en  divisant  de  part  et  d'autre  par  —h, 

—  =:??l  X  V»  •  •  •  (7)* 

m 

Les  égalités  (5)  et  (7)  démontrent  qu'on  multiplie  unefrot- 
tion  par  m,  soit  en  multipliant  son  numérateur  ^  soit  en  divi' 
eant  son  dénominateur  par  m. 

Les  égalités  évidentes 

(8) ^  =  *X^>     û  =  miX^ (9)* 
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ÊMB&m^  la  prexmèrê  par  i  et  la  seooàde  jpar  m&  pour  a?olr 


— ,   donnent 
m 


lyoè  Fdft  Voit  (jtte  poz/f  dii/focr  une  ffatthn  par  m,  £/^ue 
eu  diviser  son  numérateuf  pitr  ia. ,  ou  Midtiptkt  son  dénomi^ 
nateuT  par  m. 

a 

^  Chi  observétâ  <Jtié  dâûô  -7-  ,  lé  âiimérateùr  est  — .  et  le  dé- 

nominateur  6 ,  et  qu'on  emploie  le  plus  grand  trait  pour  sé- 
parer le  mimérateur  du  dénoiùînateur. 

Soient  maintenant  les  deux  égaibtés 

(12). . .  ^. .  «s^i^.i/  'f     c'xai.i/ (i5) 

qui  eerrespefident  aux  ftactîcn» 

b        ^'  b  ^' 

lesquelles  ont  mêitte^  dénoiûià^mir  ;  si  oib  les  ajoute  membre 
à  membre,  on  aura 

et  dhîéânt  de  part  et  d'atitr-é  pai*  h  ^  ij^ôjxt  avoir  là  tomme 
cherchée  i'  -f^  i/,  il  vient 

--^-=v+v' (i4). 

Doac  pour  ajouter  dewjù  fractions  qui  ont  même  dênôminàn 
teur^  il  faut  faire  ta  somme  des  numérateurs,  et  la  diviser  par 
it  aéfWiifénatew  càTttntuHi 


jljSg  notes; 

Si  on  opère  sur  les*  deux  égalités  (la)  et  (i3)  ^  p«r  t( 
^e  soustraction ,  on  obtiendra  cette  différence 


:p. 


a— £/ 


=  1/  — v'....  (i5). 


résultat  qui  donne  une  règle  connue. 

Supposons  que  les  deux  fractions  soient  de  dénominadc 
Afférente^  ou  qu'on  ait  les  égalités 

on  pourra  multiplier  les  deux  membres  de  la  première  par 
et  ceux  de  la  seconde  par  b  j,  opération  qui  donnera 

puis  ajoutant  et  soustrayant^  on  trouye 

le  double  signe  db  indiquant  l'addition  et  la  soustraction  i 
divisant  de  part  et  d'autre  par  hV  pour  avoir  la  somme  et 
la  différence  cherchée  vihv^^  on  trouvera 


ah'  ±1  dh 

'    bV 


=  v:+:v'...,(ï6). 


d'où  l'on  tire  la  règle  connue  pour,  l'addition  et  la  soustractioii 
des  fractions  non  réduites  au  même  dénominateur. 

n  serait  sans  doute  plus  simple  de  recourir  à  la  propriété 
(4)  pour  réduire  au  même  dénominateur  les  fractions 

a  CL         f 

mais  nous  avons  pour  but  de  faire  voir  que  le  principe  de 
l'égalité  suffit  pour  établir  toute  la  doctrine  des  fractions. 

Nous  avons  doimé  la  règle  pour  multiplier  une  fraction  par 


f 
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1^  entier  m ,  laqueUe  convient  encore  à  la  multiplication  d*un 
^er  par  une  fraction.  Nous  allons  supposer  maintenant  qu'on 
^  deux  fractions  à  multiplier  Tune  par  l'autre. 

'  Soient  les  deux  égalités 

h  les  multipliant  membre  à  membre ,  les  deux  produits  seront 
gaux^  c'est-à-dire  qu'on  aura 

t  divisant  par  bV  de  part  et  d'autre  pour  avoir  le  produit 
\f  qu'on  cherche,  on  obtiendra 

^  =  vv'....(i7): 

"Dono  le  produit  de  deux  fractions,  est  unefiaction  ayant  pour 
umérateur  le  produit  des  numérateurs,  et  pour  dénominateur 
^lui  des  dénominateurs. 

Reste  à  divber  un  entier  par  une  fraction  et  jdeux  frac* 
ons  l'une  par  l'autre. 

Soient^  pour  le  premier  cas,  les  deux  égalitéi 

L  on  les  divise  l'une  par  l'autre ,  on  aura  les  deux  quotient 

gaux 

ni        TU 

9 


.V 

t  multipliant  de  part  et  d'autre  par  b,  pour  avoir  l'exprei^ 
ion  cherchée  de  —  ,  on  trouvera 

Z2*=i!i (18); 
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Tkme  pour  diviser  mn  entier  par  une  fraction,  il  fiait  m 
tôlier  Rentier  par  la  fraction''  diviseur  renversée. 

Pour  traiter  le  second  cas^  on  partira  deè  deux  égâSta 

a:=:b,v,     a'  =  b\v\ 

lesquelles  divisées  membre  à  membre ,  donnent  les  ^otii 

égaux 

a b.v 

SBidtipIiant  de  part  et  d'jautre  par  b*^  et  divisant  par  i^  a 
d'en  revenir  à  l'expression  de  --rr  ^  on  parviendra  i 

X)onG  pour  opérer  la  division  de  deux  fractions ,  ilfi 
Wtultiplier  la  fractionr-dividende  par  la  fraction-diviseur  n 
versée. 

N  O  T  E    V  I  I, 

6UR  LES  CHAPITRES   XII,  XIII,    XV,  XVIIl 

XIX  ^  P^^  SECTION. 

Des  Radicaux» 

L  A  puissance  de  Tordre  m  d'une  quantité  ^  m  étant 
nombre  entier  et  positif ,  est  le  produit  de  cette  quantité  m 
tiplié^  7ft-^i   £oi»  de  suite  par  elle -même  >  ou  le  prod 
de  cette  quantité  m  fois  facteur.  Ainsi  on  a 

(aP)'^  =:  oP";  ÇaFbtc')"'  =  aP"'b^"'d'^  =  (aP)"*'  X  (*0"*  X  (^')' 

/?V_  ^  .    /(f'b^Y^af^b^  _  (flP  b^T 
\b)  ~  W'   \  c^'d'  )  ~  c*''d"'\  "^  {c'd'Y  '  ®  ^' 
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WoitU  jndssunet  de  degré  pair  d'une  quantité  positive  ou 
égative ,  est  nécessairement  positive.  En  effet  àm  étant  la 
annule  des  nombres  pain ,  on  a 

ji^.  Toute  puissance  de  degré  impair  d'une  quantité  est  de 
%ênie  signe  que  cette  quantité.  La  formule  générale  des 
icjmbres  impairs  est  ^m  -f-  1  >  et  on  a 

±  se  prononçant  *f>-  ou  -^. 

La  quantité  qui  a  été  élevée  à  une  puissance ,  se  nomme 
racine  de  cette  puissance  ;  ainsi  la  racine  du  degré  m  d^une 
fnissance  ,  est  cette  quantité  qu'il  a  faUii  multiplier  m —  1 
fm  par  eBe-même,  pour  avoir  la  puissance  en  question.  La 
lacine  de  l'ordre  m,  ou  la  racine  m^^  de  eH^^  sera  donc  ef^ 

puisque  (aP)"*  =  a'"'',  de  a^fb'^f  sera  a^'i^;  de  -5755  ^^* 

*^.  Dans  ces  exemples^  Texposant  de  la  puissance  est  exacte- 
ment divisible  par  l'indice  m  de  la  racine  à  extraire.  On  conclut 
de  cette  définition  d'une  racine  et  des  exemples  donnés  >  i^.  que 
la  racine  d'un  produit  est  le  produit  dé  cette  méine  re^me 
de  chacun  des  facteurs  ;  a®,  que  la  racine  d^une  fraction  est 
k  quotient  entre  les  ratines  êe  même  ordre  du  numérateur  et  du 
dénominateur. 

Supposons  maintenant  qu'on  ait  à  esitraire  la  racine  m^*^ 

ie  aP  y  Texposant  p  de  la  puissance  n'étant  plus  exactement 

divisible  par  t'indice  m  de  la  racine  à  extraire.  Puisque  dans 

ie  cas  où  l'exposant  p  de  a  est  divisible  par  m ,  la  racine 

p 
rïi'"»'  de  «P  est  eT,  il  paraît  fort- naturel  d*employer  encore  cette 

notation  dans  l'hypothèse  présente  :  alors  la  racine  ne  pourra 

plus  s'obtenir  exactement  ,  on  ne  Taura  qu'approchée.  Ces 


^^%  ir  o  T  £  s: 

exposans  fractionnaires  indiqueront  âoi;ic  des  racines  de  piif* 
lances  imparfaites.  Pour  éckircir  cette  notation  ^  snpposoni 
qu'on  ait  à  extraire  la  racine  quarrée  de  a'  ou  de  8  ;  on  pourra 
du  moins  regarder  8  comme  le  quarré  d*un  nombre  «;  car  si 
ce  nombre  ce  ne  peut  être  assigné  exactement  ^  il  pourra  l'être 
ayec  une  approximation  telle  que  l'erreur  entre  8  et  ^ 
8oit  moindre  que  tout  nombre  donné  ,  quelque  petit  jqa*il 

soit  {Arith,  )  :  on  aura  donc  sensiblement  pour  racine  a*,  ou 

remettant  a'  pour  «t*,  on  aura  la  racine  a*.  Nous  verrons 
plus  loin  que  ces  sortes  de  racines  ne  peuvent  être  exprimées 
ni  par  des  entiers ,  ni  par  des  fractions  ,  et  qu'elles  sont  né^ 
cessairement  des  fractions  décimales  qui  ne  s'arrêtent  pas^ 
et  qui  sont  incommensurables. 

Pour  indiquer  une  racine  à  extraire  >  on  est  convenu  (  note  5) 
d'employer  ce  signe  i^  qui  n'est  autre  chose  que  la  lettre  initiale, 
du  mot  racine ,  déformée  ;  on  le  place  en  avant  de  la  puis- 
sance ,  et  on  écrit  dans  l'ouverture  l'indice  m  de  la  racine  à 
extraire.  On  a  donc  ces  deux  expressions  sjmonimes 

p 

m  . 

S'il  ne  s'agissait  que  d'une  racine  quarrée- ,  on  écrirait  simple- 
ment l/aP  sans  l'indice  a  ,  ainsi  que  nous  l'ayons  déjà  fait. 

On  aura  donc  généralement ,  d'après  les  conventions  faitei 
ttla  règle  donnée^  qui  s'étend  alors  aux  deux  cas , 

l^aP.  bi.  c^  =  ydP  X  V^  X  l/C  =  a"»  X  *"*  X  c?; 


1/ 


"»  m  n  £.  L 


à^h'i  __  {/aF, b^ _\/aF  X  Vb^  _a'^Xb 

%^    d*  «M.  ffA  flH.  T  S 

\/7d'       VC  X  Vd\      (f^X,^ 


On  déduit  de  là  cette  décomposition 


I 

I 


NOTES.                                     \      4^5 
S  S  s  

V^378ooo=  /a3.3^5^a.7  ?=a.3.5  KÎ4  =  3o  \/i4; 

ce  qui  fait  voir  que  l'opération  arithmétique  pour  extraire  la 
racine  troisième  de  378000^  se  réduit  à  celle  de  la  même 
racine  du  nombre  i4  >  et  que  préliminairement  on  a  décomposé 
le  nombre  proposé  en  ses  facteurs  nombres  premiers.  On  aura 
de  même 

3 s  __^ 

1/378000  a»»  A»^  c»3  =  3o  o^i^d  V^  14  oc. 

Deux  ou  plusieurs  radicaux  de  même  indice ,  sont  dits  dd 
même  dénomination  ;  et  ils  sont  réputés  de  dénominations 
différentes  quand  ils  portent  des  indices  difFérens.  Dans  ce 
dernier  cas  ^  on  peut  quelquefois  les  rappeler  à  ime  même 
dénomination  ;  ce  qui  a  lieu  à  l'égard  des  deux  suiyans  ^a?&* 

4  6     4  3      ft  ft  _____  ___ 

et  i/a«M=  of.AÎ  =  a».  Jî—  y/a3i»=  \/(^b\ 

Les   radicaux  sont  de    nouvelles  quantités  sur  lesquelles 

nous  aurons  à  pratiquer  toutes  les  opérations  précédemment 

effectuées  sur  les  quantités  rationnelles  :  nous  commencerons 

donc  par  l'addition  et  la  soustraction.  Généralement  ces  opé^ 

rations  ne  peuvent  qu'être  indiquées ,  ainsi  qu'il  arrive  si  l'on 

s 
a  à  faire  la  somme  de  i/a,  aj/i,  5  i/c,  qui  est  ]/a  +  a  \/b 

3  ■  ^ / 

+  5  |/c.  Mais  l/a»6  +  J/a^i  +  av^o^i  =  4^/?^;  5  ]/ab 

4  i 

—  3  yab  =  a  ^ab.  Dans  ces  deux  derniers  exemples  ,  on 
a  pu  pratiquer  la  réduction  ,  parceque  les  radicaux  ont 
même  indice  ,  et  qu'ils  couvrent  les  mêmes  quantités ,  au- 
quels  ils  sont  dits  semblables  :  souvent  cette  similitude  ne  sa 
découvre  qu'après  qu'on  a  simplifié  les  radicaux ,  et  elle  est 
indépendante  des  coelHciens.   C'est  ainsi  que  dans  l'exemple 

3  3 s  ' 

suivant ,  5b  y/ao^i'  +  8  a  v/aa»i^  — 706  {/sa^'b^  on  a 


4g4  R  O  T  B  8. 

S  3  3 

3  3  3  

3  

etpoor  somme  efFectire  4aiV^aa*A*.  On  a  àt  même 
On  a  démontré  (io8)  cette  fonnule 

dans  laquelle  on  lit  cette  règle  y  ppur  multiplier  entre  eux  tin 
nombre  quelconque  de  radicaux  d*un  même  indice  :  faites  le 
produit  des  lettres  qui  sont  sous  hs  radicaux  facteurs ,  et 
couvrezr-le  du  radical  commun. 

Supposons  que  les  radicaux  portent  des  indices  différens, 


m  m 


et  qu*on  ait  à  £aire,  par  exemple ,  le  produit  ycf  par  yh\ 

t  î 

ou  celui  de  a"*  par  b"^^  :  on  fera  rentrer  ce  cas  dans  le  pré- 
cédent.  en  réduisant  au  même  dénominateur  ks  fractions-^, 

m 

a 

-"Vi  et  on  aura 

m 


m  m'  ^-  -^  -E^  -^         »«"»'  ""»' 

\/aP  X  \/bi  =  a"**^  =  a"""'  X  6"""'  =  V^o^'  X  |/i^ 

ffim  ^ 


in 


On  aura  de  même  le.  produit  des  trois  radicaux 

m  ■   m'  |y|  p  <j  T  pm  m  fitm  Tmm 

yaP'X,  y  b^'^Ç^c^ = a"*X^'"'^Xc'"'~=  a'n"»''n"xi'""*''""Xc'^'^ 

m  mwi 
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Nous  ne  rekteroBfi  pas  ici  la  règU  «  parcéqaa  renoncé  en 
nrait  fort  compliqué  ,  et  que .  d'ailleurs  elle  est  donnée  par 
die  qu'on  suit  pour  réduire  plusieujrs  fractions  à  une  corn- 
xnne  dénomination. 

La  règle  pour  diviser  deux  radicaux  d'une  même  dénomi-' 
ation ,  se  Ut  dans  cette  formule  trouvée ,- 


m  m 


fc  il  rwte  à  Tétesidre  a»  quotient  de  denx  ra^anx  qm  &*ont 


fR 


même  dénomination.  Soit  donc  à  diviser  |/aP  par  i/b^f^ 

'L  L 

Wi  a~  par  b"^^,  en  passant  des  radicaux  aux  exposans  frac^ 

Lcnnaires.  On  a 


'Ht  tntn  nn 


m ^  ^m  m 


^n  peut  d'ailleurs  supposer  sous  les  radicaux  mi  nombre 
[uelconque  de  facteurs,  et  il  sera  facile  d'assigner  le  quotient, 
m  opérant  d'après  ce  qui  a  été  dit. 

Faisons  maintenant  a  =  &  dans  la  formule 


m  m  ^ 


y/oF  X  ybf  =:  X^Qi',  bi  : 

lie  deviendra ,  en  passant  des  radicaux  aux  exposans  firac'- 
îonnaires , 

a"»X  a"»=  v/a'"^^  =  a  *"   =  a*    "». 
^onc  la  règle  démontrée ,  à  l'égard  des  exposans  entiers  pOii- 

^ii,  s'étend  aui:  exposaas  ficactlQBnaires  positifs*. 


43^  NOTE  s; 

Dans  I4  même  hypothèse  bz=za,  le  résultat 


m 

l/of 


devient 


û"» 


antre  extension  de  la  règle  donnée  aux  exposans  firacti 
naires  positifs. 

Dans  la  supposition  permise  de  p  =  o^  la  formule  ] 
précédente  devient 

_f 


1 
f 


=;a   ", 


transformation  démontrée  dans  le  cas  de  Fexposant  ent 
et  qui  convient  encore  à  Fexposant  fractionnaire.  Qi 
pose  maintenant  les  deux  égalités 


et  qu^on  les  multiplie  membre  à  membre  ^  on  aura  les  { 
duits  égaux 


11       1^1 
ou  bien 


:=û  "*^a  "*, 
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On  Toit  donc  que  les  exponentielles  à  exposons  entiers  et  à 
exposans  fractionnaîres  négatifs ,  suivent  la  même  règle  dans 

leur  multiplication.  La  division  de  a  "*  par  a  "*  donne  pour 
quotient 


Or  l'exposant  du  quotient ,  —  £-  -f-  i,  est  l'exposant  du 

771  771 

dividende  moins  celui  du  diviseur ,  ce  qui  est  une  généralité 
•  de  la  règle  relative  à  la  division  des  exponentielles. 

L'exposant  étant  un  nombre  tel  que  i/a  qu'on  ne  peut 
assigner  exactement ,  on  pourra  du  moins  supposer  qu'on 
ait  extrait  cette  racine  avec  une  approximation  suffisante  et 
telle  que  l'erreur  soit  négligeable ,  ensorte  que  cet  exposant 
sera  une  fraction  décimale  terminée  qu'on  pourra  remplacer 
par  une  fraction  ordinaire;  alors  ces  exponentielles  suivront 
en  tout  les  règles  précédemment  démontrées. 

Passons  à  l'extraction  des   racines  des  radicaux^  et  soit 

n 

|/a'  dont  on  demande  la  racine  tti''*";  ce  qu'on  indiquera  de 

m     » 

cette  manière  y'  ya*  :  on  posera 


^    n 


V/l/a*  =  x,  d'où  i/û*  =  ^"*>  et  a»  =  a?"*", 

en  élevant^  i^«  à  la  puissance  tti^  a!*,  à  la  puissance  n.  Extrayait 
la  racine  77171*"'  des  deux  membres  de  la  dernière  égalité ,  00 
reviendra  à  cette  autre  énonciation  de  x , 


m 
mn 


y  a'  =  X  =  K       l/à'. 

li 
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On  trouverait  par  un  semblable  calcul  ïs*. 


Ainsi,  par  exemple ,  la  racine   123'  d*an  nombre  a^  peut 

3     a    ^ 

être  transformée  eny  \^  \/a ,  c'estrà-dîre  qu'après  avoir  dé- 
composé le  nombre  12  en  ses  facteurs  nombres  premiers, 
3 ,  a ,  a ,  on  prendra  la  racine  carrée  du  nombre ,  du  résultat 
la  racine  carrée ,  et  de  celui-ci  la  racine  cubique.  L'extrac- 
tion d'une  racine  36^"*'  exigera  donc  au  plus  celle  d'une  ra- 
cine cubique ,  puisque  le  plus  gi:anâ  facteur  nombre  premier 
de  36  est  3. 

Nous  verrons  bientôt  que  tout  radical  imaginaire  le  devient 
par  1/ —  1  qui  s'introduit  en  facteur  ;  il  nous  suffira  donc  de 

donner  la  règle  pour  multiplier  [/  —  1  par  ^  —  1.  Or  mul- 
tiplier l/— 1  par  1/— 1 ,  c'est  prendre  le  carré  de  \/ —  1; 
c'est  donc  repasser  à  la  quantité  qui  est  sous  le  radical.  Oa 
a  donc 

V— 1  X  v/— 1=— 1. 

Ainsi,  quoique  les  facteurs  soient  imaginaires,  le  produit  est 
cependant  réel ,  c'est-à-dire  qu'il  est  un  nombre  de  l'espèce 
de  ceux  que  nous  connaissons.  Nous  avons  déjà  remarqué  que 
l'imaginante  disparaissait  dans  la  somme  des.nombres  6-f-l/-"4 
et  G  —  !/■ —  4*  On  ne  peut  pas  d^re  qu.e 

K'—  1  X  l/—  1  =  /TT  =  ±  i , 

comme  on  pourrait  le  conclure  de  la  règje  pour  multiplier   ^ 
deux  radiçapx  d'un  même  i^idice  ;  car  supposant  a?z=:  ^/—  1 
soit,  s'il  est  possible^ 


on  aurait  en  prenaijt  Iç  signe  supérieur ,  et  extrayant  la  ra- 


' 


K  0  T  Ë  g*  4^ 

ciâe  canrée  de  part  et  d'autre , 

ce  qui  est  absurde ,  puisqu'un  nombre  imaginaire  serait  égal 
à  un  nombre  réel. 

Soit  l'égalité  parfaite  , 

en  extrayant  la  racine  carrée  de  part  et  d'autre  ,  on  aura 
celle-ci 

et ,  sous  la  relation  6  ]>  c  ^  ou  dans  Thypothèse ,  par  exemple , 
i  =  c.-f- 1 ,  elle  devient,  (note  â  )  , 


transformation  utile ,  et  qui  fait  voir  que  toute  racine  imagi- 
naire n'^est  telle  que  par  le  facteur  ^ —  i .  On  en  dédu^ait ,, 
en  y  écrivant  a&  pour  a, 

résultats  qu'il  faut  bien  retenir^ 

Que  Ton  divise  par   yô  les  deux  membres  de  l'égalité 
absolue 

•n  aura 


j^î 


5oo  ir  o  T  E  s; 

et  conséqnemment  de  la  première  à  la  dernière  trflnsformadon» 

EnBa  -pr  -  K  F   _ 

t/— a_  l/g  l/— 1  _  y/g  _  1  >^g 

On  voit  que ,  dans  cet  exemple ,  Timaginaire  |/— i  dispa- 
raît encore ,  ou  qu'elle  ne  passe  pas  dans  le  résultat  qui 
est  réel.  Ainsi  les  imaginaires  ne  doivent  pas  être  rejetées. 
On  conclut  encore  de  ce  qui  précède  qu'il  n'y  a  en  Algèbre 

que  la  seule  imaginaire  V^— i. 

Tous  les  nombres  entiers  et  positifs  sont  évidemment  compris 
dans  l'une  de  ces  quatre  formules  : 

parceque  tout  nombre  divisé  par  4  >  ne  peut  donner  que  l'iin 
des  restes  o,  i  ^  a  où  3.  Si  l'on  désigne  i/-— i  par  x, 
toutes  lès  puissances  de  V^'^i  seront  donc  représentées  pv 
l'une  de  ces  quatre  formules  : 

(|/— .1)4»     —0:4»    =(x4)«    =  (4-1)»  =-4.1 

(|/_l)4n+3_3;4«-^3=  X^.X^=      OT*       =— l^— I. 

On  pourrait  dire  aussi  que  tous  les  nombres  entiers  et  posi'  1 
tifs  sont  pareillement  représentés  par  les  formules 

flTi,    3/1+ 1;    5n,    5/1+1,    3/t  +  a; 
5/1,    5/1+1,    5/i+a,    5/*+3,_    5/i  +  4; 

etc. 

mais  on  a  fait  choix  des  précédentes,  parcequ'll  n'y  a  plus 
à  distinguer  dans  les  résultats ,  entre  n  nombre  pair  ou  impair»  L 


NOTE  S.  5a« 

'Ainsi  pour  connaître  une  puissance  donnée  de  )/-«-i  ^  il 

faudra  diviser  l'exposant  de  la  puissance  proposée  par  4  i  et 

la  puissance  de  V^— x  indiquée  par  le  reste ,  sera  celle  qu'on 

therche. 
Soient  p  et  p'  denx  nombres  premiers  avec  ir  y  je  dis  qae 

chacun  de  ces  nombres  n'étant  pas  divisible  par  'jr ,  leur  pro-. 

duit  ne  le  sera  pas  non  plus.  En  efiPet  ^  soit^  s*il  est  possible  ^ 

—  —  9,       a  ou       — =-7, 
^         ^  V      p 

s 

q  étsmt  y  par  h3rpothèse  ^  un  nombre  entier.  Or  p  et  ^  étant 
des   nombres   premiers  entre  eux    et  inégaux^    la    fraction 

-  est  réduite  à  sa  plus  simple  expression  ;  donc  les  termes 

de  la  fraction  -^  sont  respectivement     égaux  à  ceux  de  la 

première  ^  ou  ils  en  sont  les  mêmes  multiples  :  or  p'  ne  peut 
être  multiple  de  ^^  donc  il  ne  peut  que  lui  être  égal;  donc 
n  vr  I  diviseur  de  pp\  n'est  pas  égal  à  p  ^  il  est  nécessaire- 
ment égal  à  p^.  On  étendrait  de  proche  en  proche  k  proposi- 
tion à  un  produit  pp'p" d'un  nombre  quelconque  de 

nombres  premiers: 

n  suit  de  ce  théorème  dû  à  M.  Maurice  de  Genève  ^  con*« 
sidéré  dans  le  cas  où  les  nombres  p ,  p\  p**,  etc  ^  deviendraient 
égaux ^  que  si  deux  nombres  a  et  b  sont  premiers  entre  eux, 

les  fractions  Tm»  TS^  ^^  pourront  se  réduire  à  des  nombres 

entiers.  Car  tout  facteur  de  6  ne  pourra  l'être  de  a  ^  serapre-- 
mier  avec  a,  et  conséqueniment  ne  pourra  diviser  a"*  ;  ensorte 

que  la  fraction  «rp  ne  pourtà  devenir  un  nombre  entier  ;i  d'après 
lerthéoWgne  précédeiiit.  Je  dis  maintenant  qu'il  en  sera  de  p-  ; 
m  effet  ^  si  Ton  pouvait  avoir  j-'=zq  ^  comme  on  en  déduirait 
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^^zsiqh,  a**  serait  donc  exacte  mept  divisible  par  &j  ce  qn 


a"» 


b 

n*a  pas  lien.  De  là^  non  ditisibiHté  de  ^  résidte  de  celle  de 

^9j-r I^  »  %«•    AppKquons    maintenant    ces  consé- 


t 


qiiences.  Par  exemple ,  l/â  étant  ]>  i  et  <[a  ^  et  ne  ponTaot 
conséquemment  être  un  nombre  entier^  supposons  ^2  =  79 

â*où  â  =  7^ ,  ^  étant  une  fraction  réduite  à  sa  plus  simple 

i^ression  :  dans  rhjrpothèse  actuelle  et  d'après  la  conséquence 

précédente f  t^  ne  peut  être  un  nombre  entier;  donc  v^a  ne  T 

peut  être  une  fraction  ;  elle  est  donc  nécessairement  une  fractioi- 
décimale  infinie  et  non  périodique.  On  ferait  voir  de  la  même 

■"         a 

manière  qu'il  y.  aurait  absurdité  à  supposer  |//is=:x  j.  n  ti'étl^t 

pas  une  puissance  de  l'(»:dre  m.  On  peut  encore  démontrer, 
d'après  ce  principe,  qu'une  fraction  Ordinaire,  ne  peut  êtn 
réduite  en  une  fraction  décimale  terminée ,  que  lorsque  son 
dénominateur  est  un  multiple  de  2  ou  de  5 ,  ou.de  âparS.  Car 

aoit  ceKe  fraction  réduite  â  sapins  simple  expremonr;  (aI; 
aura,  pour  exprimer  la  condition  énoncécf,^  S  ^^"75  %^  ^f 

étant  des  nombres  entiers  et  positifs;  donc  tkbc-^^^^.DooI 

pour  que  n  soit  entier^  il  fatit  que  lo'^  soit  divisible  par it 
or  10?  ne  peut  avoir  que  les  dîviseuïs  a  et  5,  ou  des  mut  j^ 
tiples  de  9  et  5>  ou  de.  9  par  5.;  donc  6.  doit  être  un  di 

ces  diviseurs. 

Les  racines  des  puissances   imparfaites ,   sont  dçnc  cbi 
fractions  décimales  infinies  et  non  périodiques.   Ces  sortes  de  ||> 
membres  sont  dits  irrationnels  ou  incommensurables^  parce* 
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^*ils  n^ont  pas  de  commune  mesure  avec  Tunité.  Nous 
observerons  ici  qu'une  fraction  est'  iin  nombre  commen- 
surable;  car^  que  l'unité  soit  divisée  en  neuf  parties  égales  ^ 
et  qu'on  prenne  ;  par  exeiàpie^  cinq  àe  ces  parties^  on  aura 
la  fraction  f  qui  a  un  neuvième  pour  commune  mesure  avec 
l'unité.  Telle  est  donc  la  notion  qu'on  doit  se  former  dea 
nombres  commensurables  «t  incommensurables. 

NOTE    VIII, 

SUR  LES  CHAPITRES  XX,  XXI,  XXII  ET  XXIII; 

p''SE€TION. 

Sup)^osons  d'àjpord  x  =  b,  on  SLvra  y=  i  ;  à  a:=  i  cîor-* 
respôndjr  =  a;  donc,  î^.dàns  tout  système,  lé  logarithme  d^ 
Puruté  est  zéro  ;  2^.  le  logarithme  de  la  Vase  est  tunité.  Cei 
propriétés  appartiennent  essentiellement  à  tous  les  systèmes  de 
logarithmes. 

Changeons  -f-^  ^^  —«a:,  da^s  l'équation  fondamental» 
o*  =^ ,'  et  nous  aurons  . 

1  

or  l'exposant  x  augmentant  continuellement ,  la  fraction--^ 

« 

diminuera,  si  cependant  la  base  a  surpasse  l'unité;  cette 
Fraction  tendra  vers  zéro  qui  en  sera  la  limite  ;  à  cett& 
limite  correspond  une  valeur  de  .^,  {^us  grande  qu'aucun 
Kiombre  donné  y  quelque  grand  qu'il  soit. 

.  Ainsi ,  ta  hetsè  SLétaMplàs  grande  qak  VurAé}  té'làga^ 
rithme  de  zéro  sera  l'infini  négatif. 

Si  la  hase  10  et  le  nombre  dont  on  cherche  le  lùgarithme^ 
^ont  des  nombres  premiers  entre  eux ,  je  dis  que  le  loga^ 
rithme  est  incommensurable. 

D'abord  ce  logarithme  ne  peut  être  un  nombre  entier  ; 
puisque  le  liombx^  ^oni^  n*<Bit  pias-une  piHiràncfè  exèpte  dô  \q:^^ 
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il  reste  donc  à  démontrer  qu*il  ne  peut  être  fractionnaire , 
c'est-à-dire  qu  on  ne  peut  avoir 

m 

(loy  =1»  : 

car  en  élevant  de  part  et  d'autre  à  la  puissance  p,  on  aurait 

(io)"*=:  nF; 
et  divisant  par  lOj 

or  —  étant  une  fraction  irréductible,  d'après  l'hypothèse ,  —  f 


ne  peut  être  (note  précédente)  un  nombre  entier  (lo)' 
Donc  l'exposant  de  lo^  ou  le  logarithme  de  n  ne  peut  être 
fractionnaire;  cependant  ce  logarithme  e^te;  il  est  donc 
nécessairement  incommensurable. 

La  conclusion  précédente  a  encore  lieu  lorsque  le'  nombre  n 
tt*a  de  commun  avec  lo  que  les  facteurs  a  ou  5. 

Soit  donc  nzzzQ^x.n^  »'  étant  premier  avec  lo ,  ou  ne 
renfermant  plus  les  facteurs  a  et  5  ;  si  on  posait 

m 

(io)p=a'Xiri', 
on  aurait 

(io)«=  a"  X 5*  =  aP»"  X  n^, 

et  divisant  par  a^^  X  5,  on  aurait 

0 


n 


Si  m  est  >  pr^  comme  5  est  premier  avec  n',  la  fraction  -r- 

ne  pourra  pas  être  un  nombre  entier  a"*""'"'  X  5"^'.  Si  mszpr, 
l'égalité  précédente  devient 

et  elle  est  encore  impossible.  Enfin^  sous  la  relation  m  <prj 
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on  a 

5"* 


aP 


^— m 


=  »>, 


et  comme  a  et  5  sont  des  nombres  premiers  entre  eux,  la 
fraction  ne  peut  donner  le  nombre  entier  n!^  {idem). 

Donc  les  logarithmes  des  nombres  qui  ne  sont  pas  des  puis-* 
sances  exactes  de  lô  ^  sont  incommensurables. 

II  resuite  de  la  relation  10^=^  que  les  logarithmes  des  frac^ 
tions  décimales  0,1  ;  0,01  ;  0,001 ,  etc.  sont  — 1 ,  —a,  —3,  etc. , 
et  on  remarquera  qu'ils  indiquent  par  le  nombre  d'unités , 
le  rang  du  premier  chiffre  significatif  à  droite  de  la  virgule. 
Prenons  le  logarithme  d'une  fraction  entre  o  et  1 1  celui  de  f^: 
on  aura,  d'après  une  des  propriétés  précédemment  démontrées, 
ïogCly)  — logfli— logfl7 

logai  =  i^SaaaigS 
loga7=i,43i3G38 

différ.=  7,8908555. 

Le  trait  horizontal  qui  est  au-dessus  de  l'unité  ou  de  la  ca« 
ractéristique  ,  indique  que  cette  caractéristique  seule  est  néga- 
tive ,  ensorte  que  la  partie  décimale  est  positive.  Si  la  carac- 
téristique était  zéro,  la  partie  entière  du  nombre  correspondant 
ne  serait  que  d'un  chiffre  ;  si  on  le  divisait  par  10,  ce  chiffre 
indiquerait  des  dixièmes ,  mais  alors  il  faudrait  soustraire  une 
unité  du  logarithme ,  et  en  effet 

i,8go8555  =  0,8908555  — 1,0000000 

=  log  7>77778  —  log  1  o  =  0,7777778 , 

mombre  cherché. 

Généralement ,  désignons  par  n'  le  nombre  de  zéros  qui  se 
trouvent  entre  la  virgule  et  le  premier  des  chiffres  sig^ificatifs 
d'une  fraction  décimale  comprise  entre  o  et  1,  ensorte  que  n'^^i 
indique  le  rang  de  ce  premier  chiffre  significatif  à  la  droite  de 
la  virgule  :  si,  i  partir  de  celui-ci  inclusivement ^  le  nombre 
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total  des  chiffres  restans  est  n  ,  on  aura  pour  logaritbms  de 
cette  partie  considérée  comme  nombre  entier  ,  n  —  i,  d, 
la  lettre  d  désignant  la  partie  décimale^  et  n  —  i  la  caracté- 
ristique :  retranchant  de  ce  logarithme  celui  de  (lo)*''^*,  ce 
qui  revient  à  divisei^par  (lo)"'"*"" ,  ion  trouvera  —  n'  —  i ,  +  ^ 
pour  logarithme  de  la  fraction  décimale ,  dont  la  caractéris- 
tique n^  +  i  >  considérée  numériquement,  indique  effective- 
ment le  rang  du  premier  chiffre  significatif  à  la  droite  de  la 
virgule.  Au  moyen  dé  bes  caractéristiques  négatives  ;  on  évite 
remploi  des  complémens  arithmétiques  dont  nous  n'avons  pas 
parlée  par  cette  raison,  dans  le  Traité  d'Arithmétique. 

Pour  faire  le  carré  ff,  on  prendra  le  double  de  son  loga-* 
rithme  qui  sera 

a  x'î,89o8555=  r,78i7iio=log  (0,604938), 

Pour  Textraction  de  la  racine  cinquième ,  on  préparera  b 
logarithme  ainsi  qu'il  suit  : 

1,8908555  =  5  +  4,8908555, 
«nsorte  que 

I  xT,89o855!r=  ^978171 1  =  log  (0,95098). 

Si  deux  nombres  net  n^  sont  décuples  l'un  de  l* autre f  kurs 
logarithmes  ont  même  partie  décimale,  c'est-^^^re  qu'Us  n» 
diffèrent  que  par  la  caractéristique. 

Soit  n'  ^nX  10'  :  on  aura 

logn'  =  log  7ï  +  log  (  10') 

=  log7i-f-rl6g  io  =  log7i-f-r, 

log  10  étant  =  1 .  Donc  pour  passer  du  logarithme  de  n  à  cM 
de  7i';  il  faut  au  premier  ajouter  l'exposaïit  de  la  puissance 
de  10  qui  multiplie  n  :  comme  cet  exposant  est  entier,  l'a^ 
dition  ne  porte  que  sur  la  caractéristique  de  log  n  dont  h 
partie  décimale  reste  la  même.  Cette  propriété  abrège  encoft 
le  travail  des  tables* 


:i. 


ici 


U 
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,  La  difflérence  entre  les  ïogàrUhmes  de  deux  nombres  suc^ 
cessifs^  est  d^ autant  pkt»  pèike^que  ces  nombres  sont  plus 
grands. 

Soient^  pour  le  démontrer,  les^déi^  é^^^lionÉ 

.  •  * 

a   =11,    a        =11+  1  : 
divisant  la  seconde  par  la  première .,  on  trouvera 


or  plus  le  nombre  n  est  grand,  plus  la  fraction  -  eçt  petite, 

«t  moins  log  (  ^  H~  "  J  diffère  de  log  i  ou  de  zéro  ;  conséquem* 

ment  plus  la  différence  entre  ^log  (  ti  -f-  i  )  ^t  log  n  devient 
petite.  C'est  pour  cette  r^aison  que,  dans  les  Tables  de  Loga- 
rithmes par  Collet ,  les  petites  t^Ies  de  différences  sont  très- 
multipliées  dans  les  premières  pages  ,  et  qu'elles  deviennent 
plus  rares  par  la  suite. 

Lorsqu'on  a  le  lofgarilhiûè  d'un  ûombre  n  pour  une  base 
particilliète  À ,  il  est  febik  d'en  délire  le  logarithme  du 
même  nombre  n ,  pour  ùûe autre  base  6.  A, cet  effet,  soient 

c*  =  ii,  e^'ni'Ji;  d'où  x  =  logii,.a:' z=/.ii, 

en  désignant  par  log  et  /  leè  logarithmes  de  n,  rapportés  aux 
bases  a  et  e;  on  aura  doâc 

et  prenant  les  logarithmes  dé  part  eï  d^autiredans  le  système 
dont  la  base  est  a,  il  viendra 

loga*  =  loge*',  ou  a;rog<z  =  iÈ^loge; 

tf  où  tisvUte,  à  catisé  dé  log  é  i&  ï  , 

*  •  •  • 

ap=a/logc,  ou  logn==rj?.»xloS«#^  A»^.|gj^ 


.»  < 
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D*où  l'on  conclut  que  pour  avoir  le  logarithme  dun  cei 
nombre  dans  le  système  dont  la  base  est  e,  il  faut  divis^ 
logarithme  de  ce  nombre ,  rapporté  à  la  base  a  j  par  le  h 
rifhme  de  e ,  calculé  sur  a. 

De  la  relation  précédente  ,  on  déduit 

; 

c^est-a-dire ,  qu'il  existe  un  rapport  tonstant  entre  Us  k 
rithmes  de  deux  nombres ,  pris  dans  deux  systèmes. 

Proposons-nous^  par  exemple,  de  trouver  le  logarit 
du  nombre  -^  dans  le  système  dont  la  base  est  9  y  ayant 

des  tables  de  logarithmes  pour  la  base  10.  Reprenon 
relation 

d'après  l'éi^oncé 

KySj  logg  logg  log(3») 

~~        alogS  —      *■ 
Ou  biea  encore,  on  a 

relation  qui  ne  peut  avoir  lieu  qu'autant  qu'on  prendra  pom 
des  nombres  négatifs  :  on  posera  donc 

On  trouvera  aisément  —  a  pour  logarithme  de  0,81  dam 
système  doqt  la  base  est  •—.  Ces  exemples  sont  plus  que  M 
isans  pour  ImtelligeBce  de  la  règle. 
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NOTE    IX, 

SUR   LE  CHAPITRE  V,  IP  SECTION. 

Cette  composition  constante  des  formules  successives  données 
agi  du  texte ^  est  ce  qu'on  nomme  ime  loi.  Cette  manière  de 
îleyer  aux  lois  générales  par  la  considération  des  cas  particu- 
krs^  se  nomme  induction.  Elle  est^  ait  Laplace,  la  source  de 
resque  toutes  les  découvertes  dans  l'analyse  et  dans  la  nature 
knt  tous  les  phénomènes  sont  les  résultats  mathématiques  d'un 

Stit  nombre  de  lois  invariables.  C'est  ainsi  que  Newton, 
suivant  la  loi  des  coefficiens  numériques  dans  le  carré, 
pcube^  la  quatrième  puissance ,  etc.  d'un  binôme ,  parvint 
pentôt  à  la  loi  générale  ;  c'est  -  i  -  dire  ^  à  la  formule  gé- 
bérale  qui  porte  son  nom,  et  qui  sera  démontrée  dans  l'un 
bs  chapitres  suivans.  Ce  géomètre  a  soin  d'ajouter  que  ^  dans 
t«tte  méthode  à^ induction  ^  il  ne  faut  pas  généraliser  trop 
feiromptement^  car  il  arrive  très-souvent  qu'une  loi  qui  se  sou- 
ient  dans  un  assez  grand  nombre  de  cas  ^  est  démentie  dans 
e  cas  suivant. 

D'après  ce  qui  a  été  obsarvé  sur  les  résultats  successifs , 
►n  peut  poser  ]généralement 

1  ....o.r.  ...    a*^' 


=:i-f-a-|-o*+a^+a*+ -f-a"  + 


1 — a  .....  .        .    i_fl 

^  étant  im  nombre  entier  positif  qui^  augmenté  d'une  unité, 
lonne  le  rang  du  terme.  En  effet;  faisant  71  =  3 ,  a"  dé- 
tient o^y  qui  est  le  quatrième  terme  du  quotient;  pour  7i=:4» 
ï"  devient  a^y  qui  est  le  cinquième  terme.  Mais  comme 
^en  n'empêche  d'éloigner  indéfiniment  le  terme  fraction- 
laire  qtii  termine  la  suite,  c'est-à-dire,  d'ajouter  toujours  un 
terme  â'ia  paitie  entière,  nous  pourrons  supposer  que  ceile^ 
le  se  termine  pas  ^  et  alors  on  écrira 
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irri+a  +  a^  +  c'+û^  +  etc. 


Nous  allons  éclaircir  ce  qui  précède  par  la  considératioA 
de  quelques  cas  particuliers. 

Supposons  d*abord  a:=ç  i ,  et  alors  le  quotient  général  do* 
viendra  un  quotient  paiticitlier  con}ej»pondaiit  à  la  fractiot 


La  suite ,  prise  indéfiniIiie^t ,  sera 


1— i  *  p 

-z=i-f-i  +  i  +  i  +  i  +  etc. 

Pour  interpréter  ce  résultat ,  supposons  qu*on  ait  à  diviser 
l'unité  successivement  parles  rj»  îtj*  tôVô>,  rsiôôj  etc.,  odi 
aura  des  quotiens  continuellement  croisaàns,  puisque  les  din- 
seurs  sont  décroissans  :  m^is  ces  diviseurs  tendent  vers  zérd 
qu'ils  ne  peuvent  atteindre ,  quoiqu'ils  en  appiroclient  sans  cesse» 
ou  qu'ils  en  diffèrent  de  moins  en  moins;  et,  en  même  temps, 
la  valeur  croissante  de  la  fraction  tend  vers  celle  qui  cor- 
respond au  diviseur  zéro,  et  il  est  autant  impossible  que 
la  fraction^  dans  ses  augmentations  successives,  atteigne  ^, 
qu'il  l'est  que  le  dénominateur,  dans  ses  diminutions,  ai- 
rive  à  zéro.  Ainsi  ^  est  le  terme  ou  là  limite  des  accroisse" 
mens  de  la  fraction:  à  cette  époque,  elle  ne  peut  plus  être 
augmentée  :  telle  est  la  notion  qu'on  doit  se  faire  de  ce  ré- 
sultat ^  que  les  géomètres  appellent,  par  ^réviation,  l infini ^ 
et  qu'ils  notent  par  ce  caractère  oo  :  il  est  souvent  donné 
comme  réponse  à  une  question  impossible^  ainsi  qu'on  le  verra, 
et  en  effet ,  il  e^t  très  -  propre  à  annoncer  cette  circon»»  3 
tance  ^  puisqu'on  Ae  peut  assigner  le  nombre  npté^  par  c«  ^ 
signe. 

On  remarquera  encore  que  si  l'on  veut  ne  prendre  de  U 
^érie  que  les  six  '  premiers  termes ,  il  f^ut  clorre  le  déve- 
loppement par  le  reste  cprrespon^nt  divi#é  piuc  le.divi<eitf  1 
ce  qui  donne  f  < 


V 


ta  o  t  E  Si  Sii 


=  -.=  1+1+1  +  1+1  +  1+1; 


1—1       o  ••''•'   o 

ce  qui  prouve  que  six  termes  de  moins  n*empéclient  pas 
que  la  série  ne  soit  indéfiniment  prolongée  ou  ne  s'arrête 
pas.  Et  en  effet,  si  après  avoir  ôté  six  termes  de  cette  se* 
rie  y  elle  cessait  d*être  infinie ,  ou  devenait  terminée ,  en  loi 
restituant  ces  six  termes ,  elle  serait  composée  d'un  nombre 
défini  ou  assignable  de  termes,  ce  qui  n'est  pas.  Donc  le 
surplus  de  la  série  doit  avoir  même  somme  que  la  totalité. 
En  Arithmétique ,  nous  avons  rencontré  une  circonstance 
semblable  dans  la  sommation  des  fractions  décimales  périor 
Siques^  lorsqu'après  avoir  fait  passer  toute  une  période  de  la 
droite  à  la  gauche  de  la  virgule,  nous  disions  que  le  reste 
^tait  une  fraction  décimale  périodique  encore  infinie  et  la 
2iême  que  la  fraction  totale. 

Qu'on  fasse  la  diviâon  indiquée  r  :  on  trouvera 


a 


ab   .  ai*    .   ai? 


=  -+rr  +  -rr+-a-  +  etc. 


X — i       X      oc^        j^        a^ 


apposons  a':==:mb:  cette  substitution  donnera 


m 


X— i  a>— i 


Unei,  lorsque,  le  dénominateur  d'ime  fraction  sera  peu  aa^ 
i^ssons  de  10,  de  loo,  de  looo,  etc.  ^  on  obtiendra  par  Lt 
êrie  précédente  sa  valeur  en  décimales,  plus  rapidement  que 
«r  les  moyens  arithmétiques,  en  posant  x=io,^  =:ioO', 
S:  looo,  etc. ,  et  prenantpour  i  la  différence  du  nombre  à  lO , 
oo^  lOoo,  etc.  Pour  avoir  le  nombre  7»,  facteur  dé  la  suitè^^ 
^  comparera  mh  avec  le  numérateur  de  la  fraction  propo*^ 
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sée  9  et  comme  déjà  le  nombre  &  est  connu  ^  il  sera 
facile  d*aYoir  le  nombre  m ,  qui  doit  être  tel  que  multipi 
le  produit  soit  mb.  C'est  ce  que  les  deux  exemples  s; 
feront  mieux  entendre. 

Soit  i  réduire  en  décimales  la  fraction  =.    Je  d( 

9993 

**    A.    .•  56  8.7 

pose  cette  traction  en    '  =3 —  :    comi 

^  10000—7        10000—7  * 

cette  dernière  avec  r,  on  trouve 

or— 6' 

m=8,      i  =7>      x=:iooôo; 
donc 

56  87  r 

^  ~  10000I-7  ~^  i  *^'*^^  "*■  (^'^^7)'  +  (0,0007)*  -^  (0,0007)*  + 

Si  on  veut  se  borner  à  7  décimales  dans  l'évaluation  de 
fraction ,  on  ne  prendra  que  les  deux  premiers  termes  i 
yeloppement^  qui  sont,  0,0007  +  0,00000049 ,  ou  0,00071 
qu'il  faut  multiplier  par  8 ,  ce  qui  donne  o,oo56o3g2. 

/o 

Si  on  avait  à  évaluer  la  fraction  --^,  on  la  mettraii 

991 

la  forme  -^ 2-    pour  la  comparer  avec y. 

1000—9    ^  ^  X — b 

NOTE    X, 

SUR  LE  CHAPITRE  VI,  U'  SECTION. 

Supposons  un  polynôme  tout  ordonné  suivant  les  puissj 
descendantes  d'une  même  lettre,  de  a,  par  exemple;  e 
ce  polynôme 

j4a^  4.  jBa«-»  +  Ca"^-^  +  etc. 

j4,  B  ^  C ,  etc.  étant  des  coefficiens  en  nombres  «■ 
lettres.  Pour  l'élever,  soit  au  carré ^  spit  au  cube,  0Qr< 
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dera  tous  les  termes  qui  suivent  le  premier  ,  comtQe  ,un  seul 
terme  ^  et  alors  on  n'aura  plus  à  "faire  que  le  carré  ou"  le 
cube  d'un  binôme.  ' 

Dans  le  carré  ^  le  terme  de  plus  haute  puissance  de  la 
lettre  a^  ne  peut  être  que  le  carré  du  ternie  analogue  de  la 
racine^  et  ce  terme  ne  peut  ni  se  réduire  ;  ni  disparaître. 

Si  donc  on  s'adresse ,  dans  ce  carré ,  au  terme  de  plus  baute 
puissance  de  a,  et  qu'on  en  prenne  la  racine,  on  aura  déjà 
le  premier  terme  de  la  racine  ordonnée  ;  on  en  fera  le  carré 
qu'on  soustraira  dti  polynôme  donné. 

Le  plus  haut  exposant  de  a  dans  le- reste,  ne  pourra  se 
trouver  que  dans  le  double  produit  des  deux  termes  d'expo- 
sans  plus  élevés  de  la  racine,  puisque^idans  tout  produit  sem-^ 
bl^le  de  deux  termes  quelconques  de  cette  racine,  l'expo-* 
sant  de  a  serait  nécessairement  moindre;  il  eh  serait  de  même 
dtt  carré  d'un  terme  quelconque  de  Iji  l'acine.  Si  donc  on 
divise  le  terme  de  plus  haut  exposant .  de  a  dans  le  reste , 
par  le  double  de  celui  qu'on  vient  d'obtjEinir  àrU  T^çine,  on 
aura  nécesisairement  celui  de  second  exposant  de  cette  ra- 
cine, c'est-à-dire,  son  second  terme.  0ii  fera  le  double  pro- 
dtiit  de  ces  deux  termes ,  et  le  cairé  du  second ,  puis  on 
retranchera  cette  sonime  du  premier  reste. 

n  est  clair  que  le  terme  de  plus  haut  exposant  dans  ce 
second  reste,  ne  peut  être  que  le  double  produit  du  terme 
de  plus  haut  exposant  de  la  racine  par  celui  de  troisième 
exposant ,  ensorte  que  le  divisant  par  le  double  du  premier 
terme  de  la  racine ,  on  en  obtiendra,  le  troisième  terme ,  et 
ainsi  de  suite. 

On  voit  donc  qu'en  ordonnant  le  polynôme  suivant  les 
puissances  décroissantes  d'une  certaine  lettre  prise  d'ailleurs 
à  volonté ,  les  termes  qui  doivent  servir  de  dividende ,  se  pré-* 
sentent  les  premiers  dans  les  restes  successifs. 

Il  peut  arriver  que  le  terme  de  plus  haut  exposant  dans 
l'un  des  restes  ^  ne  soit  pas  divisible  par  le  double  du  premier 

^     Kk 
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terme  de  la  racine  »  ce  qiu  aurait  lieu,  paf  exemple ,  si  ce 
terme  avait  été  combiné  par  voie  d'addition  ou  de  soiistrac- 
tion  ayec  un  carré  parfait  ;  dans  ce  cas ,  on  s'adresserait  aa 
terme  suivant^  c'est-à^re^  à  celui  d'exposant  immédiate- 
Aient  moindre^  et  si  celui-ci  n^était  pas' encore  divisible , 
on  essaierait  le  stiivant.  Ces  Sortes  de  termes  qui  ne  sont  pas 
divisibles  y  doivent  faire  partie  du  dernier  reste ,  puisqu'ils 
forment  l'excédant  du  polynôme  proposé  sur  le  plus  grand 
carré  qu'il  contient. 

Si  les  coefHciens  j4,  B ,  C ,  etc.  sont  dés  polynômes^  ce 
qui  revient  évidemment  à  supposer  dans  la  racine ,  plusieurs 
termes  des  différens  exposans  de  a  ;  dors  l'opération  8*exéc<ï- 
tera  toujours  d'après  le  principe  posé  précédemnient  ;  mais 
on  observera  que  la  racine  dé  A^c^^  exigeta  celle  àxL  poly- 
nôme A^^  qu'H  faudra  ordonner  suivant  les  puissances  d'tioe 
lettre  prise  arbitrairement ,  pour  faciliter  l'exû-action.  Cepre* 
mier  tenue  Aà^  obtenii ,  on  aura  >  pour  trouver  le  second  terme 
^û"^%  à  diviser  a.rfAi*"^'  parâ^o^,  ce  qu'on  fera,  quant  aux 
coef&ciens ,  suivant  le»  règlesdonnées  au  chapitre  de  la  Division. 
La  recherche  des  autres  termes  n'aura  pas  plus  de  difficul- 
tés que  celle  du  second.  Il  est  inutile  de  rappeler  que  les 
termes  qui  auraient  été  ajoutés  au  carré  ^  composeront  ensemble 
le  dernier  reate  ^  et  qu'ils  ne  seront  employés  qu'autant  qu'on 
voudra  obtenir  une  racine  approchée  ou  en  série. 

Nous  appliquerons  ces  principes  à  deux  exemples.  Sbiti 
d'abord  le  polynôme 

(a*  —  aai  +  aA*)^:*  -^^{ac  —  ad  —  hc)x^ 

+  a  (cm  '^cn — dm + dn)x^  (m*—  am» + 3»*)> 

If 

dont  on  demande  la  racine  carrée.  Il  faut  d'abord  extraire 

celle  du  terme  de  plus  haut  exposant  de  x\  mais  comme 
son  coefficient  est  un  poljrnome ,  il  conviendra  d'extraire  sé- 
parément sa  racine  carxie  qu'on  multipliera  par  celle  de  x*  : 
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)n  trouve  aisément  .qu'elle  est  (a— 6)x^^  dont  le  carré  retran- 
ché donne  le  reste 

l  faut  diviser  le  terme  de  plus  haut  exposant  dans  ce  reste, 
>ar  s|(a — ;&)ar*^  mais  h^x^  nest  pas  divisible;  on  essaiera 
lonc  de  diviser  le  suivait  2(jac'^ad^^bc)j?  :  lé  quotient 
le  ii(ac— £Z£2 — ic)  par  a(a— A),  est  c— d  avec  le  reste 
-ySiid;  ainsi  le  second  ternie  de  la  racine ,  ^era  (c — il)x. 
Taisant  maintenant  le  double  produit  de  ces  deux  termes , 
avoir ^  aCac— ad— 6c  — W)a:';  puis  le  carré  du  second, 
pii  est  (c*— -a<2c-f^)^>  et  retnùichant  cette  somme  du 
:arré  donnée  on  aura  ce  second  reste 

i6iic^-|-(fla7ii— -aon— aim+aA/i+c*)a:*+  a  (cm-cn-dm-j-dn^x- 

bnt  le  terme  de  plus  haut  exposant  nbdx^  n*  estpas  divisibU . 
»ar  le  double-  a(a— 6)x*^  du  premier  terme  de  la  racine.  Ca 
erme  doit  donc  aussi  faire  partie  du  reste  total  ^  et  on  es-? 
aiera  la  division  du  suivant  par  a(a-— 6)x^;  à  cet  effet  on 
livisera  le  coefficient  aa/n  —  2ah  —  nbfn  '-}-  Sibn  +  c* ,  par 
i(a— fr),  et  on  trouvera  le  quotient  m-^u,  avec  le  re^te 
*.  Ainsi,  on  aura  déjà  ces  trois  termes  de  la  racine  : . . , . 
a — ^6)a;*+(c— £/)x+(m— »).    Mais  on  a  jusqu'ici  retranché 
-u   carré   proposé,    celui   de  (a  — i)x*  +  (c — d)x',   reste, 
onc  à  faire  le  double  produit  de .  ces  deux  premiers  termes 
ar  le  troisième ,  plus  le  carré  de  ce  troisième  terme,  somme 
ni  sera  (aam^aan — a6m4-a&/i)a;*-|-a(cm— c/i— rf/n+^i/i)* 
k(/n*— am7i+ II*),  laquelle    retranchée,  donne   le  resta* 
'op^-f-a/i*.  Ensorte  que   la  somme  des   restes,   est 


â 


5l6  NOTE  9< 

NOTE    XI, 

SUR  LES  CHAPITRES  X,  XI  ET  XII,  II'  SECTION. 

Démonstration  du  binôme  dans  le  cas  de 
V exposant  entier  positif. 

Nous  avons  annoncé  une  formule  générale  qui  doitconn 
prendre  tous  les  déyeloppemens  particuliers  des  puissances  suc- 
cessives j  entières  et  positives  d'un  binôme  a;  -f-  a.  Nous  fe- 
rons précéder  la  recherche  de  cette  formulé  de  quelques  no- 
tions qui  d^ailleurs  trouveront  leur  application  par  la  suite. 

Deux  lettres  a  et  &  ne  peuvent  être  disposées  ou  arrangées 
que  de  ces  deux  manières  : 

ah  ^   ba\ 

et  ces  deux  arrangeméns  ne  donnent  qu'un  produit.  Pour  en 
déduire  tous  les  arrangeméns  de  trois  lettres  a,  &^  c,  il  ne 
faut  que  donner  à  la  troisième  lettre^  c,  toutes*  les  places  pos^ 
siblesdans  chacun  de  ces  deux  arrangeméns;  d'où  résultent  ces 
six  arrangeméns  de  trois  lettres 

abc  I  <zc6  j  cab ,  bac  ^  bca ,  cba> 

Pour  passer  aux  arrangeméns  dé  quatre  lettres ,  a^  b,  c,i, 
il  faut^  dans  chacun  des  précédons ,  écrire  la  quatrième  lettre 
à  toutes  les  places  possibles^  ce  qui  donnera  4  arrangeméns 
pour  un  ,  et  4  X  6 ,  ou  24 ,  pour  quatre  lettres.  Cinq  lettres 
admettraient  5  X  ^4^  ^^  ^^^  arrangeméns  et  ainsi  de  suite. 

Passons  à  une  autre  question^  et  supposons  ,  par  exemple, 
qu'on  ait  à  arranger  quatre  lettres  a,  b,  c ,  d,  trois  à,  trois, 
de  toutes  les  manières  possibles  :  on  peut  distraire  la  première 
lettre  a ,  arranger  les  trois  suivantes  b,  c,  d,  deux  à  deax, 
de  toutes  les  manières  possibles ,  ce  qui  donne  pour  b,  clts 
deux  arrangeméns  bc,  cb\  pour  b,  c{  les  deux  arrangeméns 
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bd,  db,  et  enEn  pour  c,  dles  deux  arrangemens  cd,  de;  puis 
écrire  la  lettre  a  en  tête  de  tous  ces  arrangemens ,  ce  qui  en 
donnera  six  qui  sont 

abCf  €icb,  abdy  adb  ^  acd,  ode  \ 

et  qui  commencent  tous  par  la  lettre  a  :  on  arrangera  les  trois 
autres  lettres  deux  à  deux  de  toutes  les  manières  possibles, 
puis  on  écrira  &  à  la  première  place  dans  tous  ces  arrange- 
mens^ et  on  trouvera 

hac^  bca,  bad,  bda,  bcd,  bdc: 

on  obtiendra  de  la  même  manière  ces  deux  autres  lignes  d*ar- 
rangemens  commençant  par  les  lettres  c  et  d!^ 

cab,  cba ,  cad,  cda^  cbd,  cdb, 
dab ,  dba,  daCy  dca^  dbc,  dcb: 

ee  qui  fait  en  total  24  arrangemens.  Si  l'on  propose  d'arran- 
ger cinq  lettres  trois  a  trois  ^  on  verra  que,  pour  chacune  d'elles 
écrite  à  la  première  place ,  les  quatre  autres  doivent  être  ar^ 
rangées  deux  à  deux  :  or  ces  arrangemens  9  à  a  de  4  lettres , 
sont  au  nombre  de  4X3 ,  car  pour  les  obtenir ,  il  faut  arranger 
trois  de  ces  lettres  une  à  une ,  ce  qui  donne  3  arrangemens , 
et  écrire  en  avant  de  chacun  la  lettre  distraite ,  et  en  faire, 
autant  pour  chacune  des  quatre  lettres  qu'on  sépare  successi- 
vement. D*après  cela,  ceux  qu'on  cherche  seront  en  nombre 
.5X4X3. 

Lorsqu'on  veut  passer  de  la  somme  des  produits  dif" 
férens  que  donnent  trois  lettres  a,  b ,  c ,  multipliées  â  à  a 
(  produits  qui  sont  ai ,  ac ,  Ac  ,  et  qu'il  île  faut  pas  confondre 
avec  les  arrangemens  dans  lesquels  les  mêmes  lettres  se  repro- 
duisent plusieurs  fois  )  à  la  somme  des  produits  a  à  a  qu'on 
peut  faire  avec  quatre  lettres  a^  b ,  c,  d,ilne  faut  que  mul- 
tiplier chacune  des  trois  premières  lettres,  par  la  nouvelle  lettre 
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introduite,    et  ajouter  ces  produits   ad,  bd ,  cd  aux  pre^ 
miers,  6e  qui  donne 

ah  ^  aCj  oc ,  ad ,    bd ,  ca  •       - 

Généralement ,  ayant  déjà  la  somme  des  produits  s  à  a  qu'on 
peut  faire  arec  m  —  i  lettres ,  pour  avoir  la  somme  analogiie 
pour  m  lettres,  il  ne  faut  qu'ajouter  à  la  première  scHmne 
celle  des  produits  des  m  —  i  premières  lettres ,  par  la  no»- 
Telle,  ou  par  la  m'*' lettre.  De  même ,  pour  passer  de  la  somme 
des  produits  différens  qn*on  peut  faire  avec  trois  lettres  mul- 
tipliées 3  à  3  (et  elles  ne  peuvent  fopmir  qu'un  de  ces  produits) 
à  la  somme  analogue  pour  quatre  lettres ,  il  faut  à  la  première 
somme  ajouter  celle  des  produits  a  à  a  des  trois  première! 
lettres  par  la  nouvelle  lettre  introduite  ;  et  pour  obtenir  lei 
produits  analogues  pour  cinq  lettres,  il  faut  augmenter  lei 
précédens ,  des  produits  a  à  a  des  quatre  premières  lettres  par 
la  nouvelle  lettre  introduite.  En  général,  pour  passer  dei 
produits  differens  de  m— -i  lettres,  n  kn,  aux  produits anft- 
logues  pour  m  lettres ,  il  faut  faire  les  produits  n—- 1  a  n^i 
des  m — 1  premières  lettres,. les  multiplier  par  la  nouvelle 
lettre ,  et  ajouter  ces  produits  aux  précédens. 

Supposons  donc  qu'on  ait  eflFectué  les  produits  des  fao 
teurs  des  binômes  (x-f-a)  (x+i)  ;  {jc>^d)  ipc-^b)  (x-f-c)  ; 
(or+a)  (x+i)  (x+c)  (x-HO,  etc.  lesquels  sont 

1*..  .x*-f-(a-f-J)x-f-a& 

Z\,  ,ocA^{a  +  b+c+d)oc?+{ab+ac  +  ad+bc+bd+cii3^ 

-f-  {abc  -f-  abd  -|-  acd + bcd)  x + abcd, 
etc. 

on  fera  sur  ces  produits  les  remarques  suivantes  : 

1®.  Le  plus  haut  exposant  de  x  dans  un  produit ,  est  égal 
au  nombre  des  facteurs  binômes  multipliés,  et  il  diminue 


ia 


1 1 


\ 
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constamment  d'une  unité  en  passant  d'un  terme  à  l'autre.^  jus- 
qu'à devenir  zéro. 

â^.  Les  coefficiens  de  x  sont  ^  pou!r  le  premier  terme  y  Fimité  ; 
pour  le  second ,  la  somme  des  seconds  tempes  des  binômes  ; 
pour  le  troisième  ^  la  somme  des.  produits  différens  deux  à 
deux  de  ces  seconds  termes  ;  pour  le  quatrième^  ]a  somm)» 
des  produits  difTérens  trois  à  trois,  etc.  ;  enfin  le  dernier  termo 
eiX  le  produit  de  tous  les  seconds  termes  des  Unomes. 

L'analogie  ^conduirait  à  dire  que  ces  remarques  s'étendent 
au  produit  d'un  nombre  quelconque  de  binômes  ;  mais  tme 
telle  induction  doit  être  écartée  (*),  Nous  allons  prouver 
que  les  lois  observées  ont  lieu,  quel  que  soit  le  nombre  des 
facteurs  binômes. 

Si  on  représente  par 

a:"  +  Px«-»  +  Çx"-*  +  Rx«-3^, _  ,^jr 

le  produit  d'un  nombre  quelconque  m  (de  facteurs  x-f-a, 
a:-f-i,a:+c,a;4-^i  etc. ,  et  qu'on  les  multiplie  par  un  nou-t 
veau  facteur  x  -f-  '>  il  viendra 


o^+Q 


af^^+R   rx"-* 4.r 


+  P/  +Ç/1  +Xl 


X 


0 

n  est  évident  que ,  i^.  si  jP  est  la  somme  des  m  seconds  terpies 
des  facteurs  binômes  a,  b,  c  y  d  ^  etc. ,  P^l  sera  cel]e  des 

TTi  +  1  seconds  termes  a^byCyd /  ;  parconséquent  la 

composition  assignée  à  ce  coefficient,  sera  vraie  pour  le  produit 
du  degré  m  Hh  ^  >  comme  elle  l'est  pour  celui  du  degré  m. 

â^.  Si  Q  est  la  somme  des  produits  diiFérens  a  à  s  des 


(*)  Pour  se  conTaîncre  ^u^ane  loi  qui  se  iqdnifeste  daqs  les  prexaiers  tenues  > 
àPan  résultat,  peut  changer,  qu'on  réduise  Hj^js  ^n  fraction  dccimalè,  et 
c^ii^tronvera  o,  17  i<7  17  49  49  ^^*  ^^°'  '*  vcûritable  période  est  49 >  et  noir 
pm  17  coDUue  on  ranrait  cru  d^abord.. 
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m  seconds  termes  a,  b,  c,  etc.,  Ç  +  P/  exprimera  la 
somme  des  produits  analogues  des  m -f- 1  lettres  a,  byC.l; 
car  P  étant  la  somme  des  m  prenûers  seconds  termes  a,  b, 
c,  d^  etc.  PI  sera  celle  de  leurs  produits  par  la  nouyeHe 
lettre  introduite  ;  donc  la  composition  assignée  sera  yraie  pour 
le  degré  m^j-  i  ,si  elle  l'est  pour  le  degré  m. 

3^.  Si  R  est  la  somme  des  produits  differens  des  m  lettre* 
a,  b  f  c ,  d,  etc«  prises  3  à  3,  A -f"  Q^  sera  celle  des  produits 
analogues  des  m-^-i  lettres  o,  è^  c  ^  c{ .  •  « . . .  l,  prises  anan 
3  à  3^  puisque  Ql ,  d'après  ce  qui  précède ,  exprime  la  somme 
des  produits  diiTérens  des  m  premières  lettres  prisos  a  à  â  par 
la  nouvelle  lettre  introduite  ,  somme  à  aj(kiter  à  R  pour  passeï 
aux  produits  diiTérens  de  m-f- 1  lettres  prises  3  à  3  {idem)* 
Donc  la  composition  assignée  sera  yraie  pour  le  degré7n-|-i> 
si  elle  Test  pour  le  degré  m. 

On  voit  que  cette  manière  de  raisonna  s'étend  à  tous  les 
termes,  d'après  leur  mode  de  composition/ et  qu*enfin  le  dernier 
terme  lY  sera  le  produit  des  /n+i  seconds  termes  desfiacteui» 
binômes. 

Les  remarqués  énoncées  étant  vraies  pour  le  produit  du 
quatrième  degré ,  le  seront ,  suivant  ce  qu'on  vient  de  voir , 
pour  celui  du  cinquième ,  pour  celui  du  sixième ,  et  puisqu'elles 
auront  lieu  en  passant  d'un  produit  au  suivant  ^  elles  seront 
donc  toujours  vraies. 

En  supposant  les  m  seconds  termes  des  facteurs,  égaux 
entre  eux,  le  produit  devient  la  puissance  m  du  binôme  x-f-fl; 
il  prend  alors  la  forme. 

les  coefficiens  A  ^  B  ^  C,....X,  K  représentant  les  nombres 
des  produits  dilFérens  que  l'on  peut  former  avec'  m  lettres 
prises  deux  à  deux,  trois  à  trois ,  quatre  à  quatre ,  etc. 

La  recherche  des  coefficiens  du  développement  du  binoms 
(x  4-û)"'j(  se  réduit  donc  à  la  solution  de  cette  questioa; 
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Étant  données  des  lettres  en  nombre  m^  déterminer  combien 
il  peut  en  résulter  de  produits  différens  composés  de  n  lettres^ 

Et  la  solution  de  cet  énoncé  est  comprise  dans  celles  des 
deux  problêmes  qui  suivent. 

-  1^  Etant  données  m  lettres ,  a,  b^  c,  d^  etc. ,  déterminer 
le  nombre  des  arrangemens  qui  en  peuvent,  résulte^,  en  ne 
faisant  entrer  que  n  lettres  dans  ch<ique  arrangement. 

Soient  y  le  nombre  chercbé ,  y^  c.elui  des  arrangement» 
de  TO  —  i  lettres  prises  n— i  à  n  —  i  :  nous  chercherons, 
comme  dans  la  question  précédente^  à  faire  dépendre^  ^^y'* 
£n  plaçant  la  lettre  a  en  avant  de  chacun  des  arrangemens , 
des  m  —  1  autres  lettres  prises  n^-i  à  n— i^on  aura  tous 
les  arrangemens  de  n  lettres^  dans  lesquels  la  lettre  a  occu- 
pera la  première  place ,  et  leur  nombre  sera  y'  ;  de  même 
en  plaçant  la  letbe  b  en  avant  de  chacun  des  arrangemens 
formés  avec  les  m  —  i  lettres  a,  ic,  d,  etc.  prises  aussi  Ji— i 
à  71— 1^  on  aura  tous  les  arrangemens  possibles  de  ti  lettres, 
dans  lesquels  b  occupera  la  première  place ,  ce  qui  donnera 
le  même  nombre  y'  d*arrangemens.  En  faisant  le  même  rai- 
sonnement pour  chacune  des  lettres  c ,  d,  etc. ,  onr-'obtien- 
drait  à  chaque  fois  y  termes  ou  arrangemens.  Doxic ,  puisque 
le  nombre  total  des  lettres  est  m,  on  aura  en  tout  my  ar- 
jangemens ,  et  conséquemment  la  relation 

En  représentant  par  y",  y",  etc.  les  nombres  d'arrangemens 
de  m— '2  lettres  prises  /i— s  à  Ji  — a,  de  m— 3  lettres 
prises  n — 3à  7i-^3,  etc.,  on  aura  ces  autres  relations  con- 
fiéculives,  , 

y  =  (m~0/ 
/  =  (m-^-Q^y" 
/'==(^-3)y^         , 
etc. 

{Ui  passant  de  la  première  relation  à  la  seconde,  de  celle-ci 
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à  la  troisième,  là  difficulté  se  réduit  contiouellemeiit,  car  le 
nombre  total  des  lettres  à  arranger^  mnsi  que  celui  des  lettrei 
qui  entrent  dans  les  arrangemens,  vont  toujours  en  dimi- 
nuant; mais  comme  le  nombre  71  est  <^  tu ^  ce  nombre  n  sera 
réduit  à  Tunité  plutôt  que  m ,  ce  qui  arrivera  lorsque  de  n 
lettres  on  en  aura  retranché  n  —  r  ;  alors  m  sera  réduit  a 
m  —  (n —  1).  Si  donc  on  représente  par  jK"^0  (parceque  dan» 
la  notation  employée,  le  nombre  dés  accens  de^  est  tou- 
jours égal  au  nombre  retranché  de  m)  le  nombre  des  arrao- 
gemens  de  m— (« — i)  lettres  prises  /i— (a— i)  ài»— (n—i), 
ou  une  à  une^  on  aura 

\  y»-'>=m  — (/i  — 1), 

•  *  • 

puisqu'alors  le  nombre  des  arrangemens  est  précisément  égal 
à  celui  dés  lettres  à  arranger.  Ensorte  que 

y  =  my  ==  m  (m — i)y'=m(m-— 1)  (m — a) y* 

=  m(m — i)(m — 2)(7ii— 3)j^'^i 

=  771(7» — 0(^ — 2)  (711 — 3) (7» — (n,— i)V 


On  peut  déduire  de  cette  formule  le  nombre  des  arrange- 
mens de  n  lettres ,  en  les  faisant  entrer  toutes  dans  chaque 
arrangement  :  Si  suffit  d'y  faire  n=r:m,  ce  qui  donne 

y  1=  x'=:zm(m —  i)(/7i  — 2) 1. 

D'où  Ton  voit  que  la  question  précédente  est  comprise  dana 
celle-ci. 

â®.  Etant  données  m  kttres ,  trouver  combien  elles  donnent 
de  produits  differens  de  n  lettres. 

Si  ces  produits  étaient  connus ,  en  donnant  aux  lettres  qui 
entrent  dans  chacun  d'eux,  toutes  les  dispositions  possibles, 
on  aurait  encore  tous  les  arrangemens  de  7n  lettres  prises 
n  à.  n.  Puisque  chaque  produit  est  composé  de  n  lettres, 
pour  un  produit ,  on  aurait ,  d'après  ce  qui  vient  d'être  dé- 
montré^ i.a.3 71  arrangemens  :  donc  si  l'on  représente 
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par  P  le  nombre  des  produits  difiPérens^  on  aura  Fégalité 
PXi  .a. 3. 4. .  •  .n=:m(m— i)(7îi— 2) (m— (/^— 1))  ; 

d*où  Ton  tire  cette  expression  de  P  qui  est  ici  Finconnue 
de  la  question , 

m{m — 1  Xm — 2) ......  (m^— (n — 1  )) 

'  Tous  les  cas  particuliers  se  déduisent  facilement  de  cette 
formule,  en  observant^  1^.  que  ^  pour  les  valeurs  particulières 
n=i ,'  =rfl,  =3 , . .  =  m  y  le  coefficient  général  P  devient  suc- 
cessivement celui  du  a',  du  3%*du4'>  du  (w-f- 1)'"'  terme  du 
développement;  a®,  que  son  numérateur  doit  être  limité  par 
les  valeurs  du  dernier  facteur  m  — (»  —  i),  correspondantes 
à  celles  qu*on  donne  à  nr  3*.  que  son  dénotninateur  doit 
être  terminé  par  ces  valeurs  de  n.  Ainsi  pour  n  =  1  ^  le 
coeOicient  général  devient  m^  c*est  celui  du  second  terme  ; 

pour  7tr=a;  il  se  change  en  — ^ ^,  c*est  celui  du  troi- 

X  *  J 

nème  terme ,  et  ainsi  de  suite.  Enfin,  pour  n=::m,  P  de- 
vient =  1  ^  qui  est  le  coefficient  du  dernier  terme ,  ou  du 
terme  de  rang  m+i  nombre  qui  indique  celui  des  termes 
de  la  formule. 

Le  développement  général 

(jî+û)"'  =ix^+  max^'~^  A — ^  ^  à^x^"* 

*        1.2 

,  TnCwi— 1  jf/îi— — aj    •  «.  •  ,  ... 

+  .        ^  ^^  5 '  i^af^+ +a«, 

s'arrête  de  lui-même  pour  m  nombre  entier  et  positif,  et  il 
se. change  dans  les  développemens  particuliers  de  (x-f-a)*, 
(x+ay,  etc.,  en  y  faisant  tu  =:  2 ,  =3,  etc.  Mais  cette 
fonnnle  générale  peut  être  représentée  p^r 
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m(m^— i)  (m— a)  (/n— 3) (m^— (n— i)) 

i.a.3.4 • ^ 

qui  en  est  le  n-^'i^'  terme  et  le  torme  général ,  puiaqa'fl  de- 
vient le  a*,  le  3',  le  4%  etc. ,  en  y  faisant  11=1,  =  a ,  =3,  etc. 
Considérons  maintenant  le  terme  qui  suit^  ou  celui  de  rang 
]i-f*2i  et  qui  est 

7n(m — i)(m — 2) (m— 3). .  .(m^(n — i)Vm— n) 

en  divisant  celui-ci  par  le  précédent^  on  obtiendra  le  nqn 
port   entre  deux  termes  consécutifs^  qui  est  exprimé  par 

— ; —  •  -  ;  il  indique  de  quelle  manière  chaque  terme  se  dé- 
n  '^-  IX 

duit  du  précédent. 

Il  nous  reste  â  démontrer  que,  dans  le  développement 
de  (a:-f-a)"',  deux  termes  également  distans  des  termes  ex« 
trêmes^  ont  même  coefficient,  numérique.  Prenons  en  effet 
le  terme,  qui  a  pour  coefficient  numérique 


m 


(m — 1)  (m— a) (m — (n — 1)) 


i.a.3 n  ' 

ce  terme  sera  le  («+1)'"**,  à  partir  du  premier  inclusive- 
ment,  c'est-à-dire  qu*il  y  aura  n  intervalles  entre  le  pre- 
mier et  celui  qu'on  considère;  le  nombre  total  des  termes 
étant  m  -f- 1  >  puisque  l'exposant  du  binôme  est  m  ^  le  terme 
placé  an  intervalles  du  dernier^  et  conséquenmient  à  m— n 
intervalles  du  premier,  aura  pour  coefÇcient  numérique 


m 


(wi— i)(7ii^^a) ^.  .(m— ^ (m — n — i)) 


1  .a  .3 c (m — h) 

m{m — i)(m-2) (^"hO 

i.a,3 '. ,.  (m — nY 
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"eii  observant  que  le  nombre  des  intervalles ,  diminué  d*une 
unité ,  est  ce  qu*il  faut  retrancher  de  m  dans  le  dernier  fac- 
teur du  numérateur ,  et  que  le  dernier  facteur  du  dénomi- 
nateur est  ce  nombre  même  d'intervalles.  Il  s*agit  donc  de  dé- 
montrer qu'on  doit  avoir  cette  identité, 

m(/n— 0  (m— 2)...(m-(n— 0)      m(m— i) (m— a)... (71+ 1) 
1  .â.3 71  1 .2.0 (tu— n) 

on,  après  avoir  fait  dispar^tre  les  dénominateurs  1  que 

1 .  a .  3 (m — n)7n(m — i)  (m— a) (m — (n — 1)) 

=r  i.a.3 n.7n(m— i)(m — a) (n-J-i). 

Or  le  premier  membre  est  le  produit  de  la  suite  des  nombres 
naturels  depuis  m  jusqu'à  m-^-^n  —  i  ) ,  multiplié. par  la  suite 
des  nombres  naturels  depuis  m— it  jusqu'à  1^  ouïe  produit 
de  tous  les  nombres  naturels  depuis  1  jusqu'à  771  inclusive- 
ment ;  le  second  membre  offre  également  le  produit  des 
nombres  depuis  1  jusqu^à  n ,  par  celui  des  nombres  depuis 
n-f-i  jusqu'à  7n.  Donc  etc. 
Reste  à  faire  voir  que  la  formule 

.(r+x)"=l+mx+'■!i^îSZ2)a;.■^<"'-0("'-^^x3+etc. 

s'étend  àtix  cas  de  771  nombre  fractionnaire  positif  et  négatif  : 
nous  en  emprunterons  la  démonstration  d*Euler  lui  -  même. 
Pour  771  et  71  nombres  entiers  positifs^  on  a  le  développement 
précédent  et  celui-ci 

(i+xy=i^-nx+— ^x*+— ^-~ ^x'  +  ctc. 

'         '       i.a  i.a.o 

«t  conséquemment 

(i-f  x)'«(i+a7)«  = 

{,           ,  7n(77i — 1)    -1        f      ,          ,  11(71—1)    4  ,     ^     ) 
i+7nx4---^ ^oifYXU+nX'^ — ^ ix*+ctc.  |; 
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mais 

"*"  i.â.3 

si  donc  on  pose  (  i  -f-  a?  )**  =f(ni) ,  (i  -j-  x)"  =f(n) ,  on  aura 
cette  propriété 


/•(Trt)  X/(n)  =  /(m  +  n) (i) 

caractéristiqae  de  la  fonction  ou  de  l'expression  désignée  par  f, 
qui  consiste  en  ce  que  des  polynômes  tels  que  ceux  qui  sont 
repré^ntés  ici  jfarf(m)  etf{n),  étant  multipliés  entre  enZi 
donnent  un  produit  composé  enm-^'ii  exactement  delà  même 
manière  que  chacun  des  facteurs  Test  en  m  ou  en  n.  SiVoa 
change  dans  (i)  m  en  n  -^  p  ^  on  aura 


.1 


ou 


nm)Xf(^nyxfip)=:f(m  +  n+p) (a). 


On  aurait  une  semblable  équation^  quel  que  fût  le  nombre  dei 
fonctions  multipliées  entre  elles  :  comme  elle  s'établit  entre 
le  produit  fait  et  le  produit  indiqué ,  elle  aura  donc  lieu  ^ur 

un  nombre  k  de  facteurs  tels  que/* f  7  )  >  ensorte  que 

/(î)x/(î)>^(î)--=/(5+M-)=^«' 

I 

puisque  t  X  ^  =  ^  i  donc 


et  tirant  de  part  et  d'autre  la  racine  k ,  on  obtient 


notes;'  Sa/ 


/(!)=[/(*)?• 


3Iais  h  étant  un  nombre  entier  et  positif,  /(&)  =  (  i  +  ^)*; 
donc 


/(J)=(»+^)^; 


^  comme  le  signe  /*,  qui  indique  la  forme  du  développement, 

«tt  sa  composition  en  exposant , .  n*a  pas  changé ,  on  conclut 

h  ^ 

que  la  formule  de  la  puissance  t  de  (  i  -|-^)  ^st  co  que.de- 

^e&t  celle  de  la  puissance  m'*"' ,  en  changeant  dans  celle-ci 

m  en  r.  On  a  donc 
k 

Passons  au  cas  de  l'exposant  négatif.  On  a  trouvé 

/•(m  +  «)=/-(m)x/(«); 

»our  »  =  — m,  on  a/(m+7i)=(i -f-x)'""""*=:(i+xy=a; 
lonc 

/(-m)  x/"(/n)  =1,  d'où/(-m) =7^  =  (i  +x)-». 

Ensorte  qu'en  changeant  m  en  —  m  dans  le  développiSment 
\^f(.^)  9  OD  a  celui  de  (  1  +a?)~"*.  La  formule  générale 
^étend  donc  à  tous  les  cas^  même  à  celui  de  l'exposant  irra- 
i-onnel  auquel  on  peut  toujours  substituer .  une  fraction  telle 
[lie Terreur  soit  phis  petite  que  tout  nombre  donné. 
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SUR  LE  CHAPITRE  VII,  HP  SECTION. 

Recherche  du  plus  grand  commun  dwiseur  entré 

des  nombres. 

Quoique  ce  procédé  ait  été  démontré  dans  les  ÉlémEOSi 
d'Arithmétique ,  cependant  nous  croyons  devoir  l'exposer  ici,] 
en  l'étendant  au  cas  de  plusieurs  nombres ,  et  en  partant  df  j 
principes  qui  conviennent  également  aux  polynômes. 

Pour  trouver  le  plus   grand  commun   diviseur  entre 
nombre  quelconque  de  nombres  A,  B ,  C ,  etc.,  il 
•avoir  le  trouver  entre  deux  nombres.  A  cet  eiFet^  on 
chera  d'abord  le  plus  grand  commun  diviseur  D  entre  les  ne 
bres  AetÊ,  puis  le  plus  grand  commun  diviseur  ZX  entrB< 
et  C,  et  ainsi  de  suite  ,  et  enfin  ce  dernier  plus  grand ç( 
diviseur  sera  celui  qu'on  demande.  Soient ,  pour  le 
trer^  trois  nombres  A,  B  ^  C  :  on  aura 


2". 


•••  \b  = 


d'où 


=  mriy , 
=znriy , 


m 


m  et  71  sont  nécessairement  des  nombres  premiers  entre 
autrement  D  ne  serait  pas  le  plus  grand  commun  divi 
entre  ^  et  B',  il  doit  en  être  de  même  des  nombres  r  Bt(l 
pour  que  Z/  soit  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  D  et 
Donc  1/  est  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  A^Bet 
Comme    la  question   de  trouver  le  plus    grand  conuni 
diviseur  entre  deux  nombres ,  revient  à  celle  de  réduire 

fraction  —  à  sa  plus  simple  expression ,  puisque  divisant 

et  B  par  ce  plus  grand  commun  diviseur  ^  on  a  les  denz 
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^ptdts  quotiens  possQ}Ies .,  nous  poserons  ce  <lemier  énoncé  ^  en 
supposant  A^  B. 

^  Le  pIiM  grand  commun  diviseur  ne  peut  excéder  B  ;  il  peut 
Itre  B  lui-même  ,  ce  qu'on  reconnaîtra  en  faisant  la  division - 
^i  donne 

^  —  9  "n*^*^  •  •  •  •  v*y  > 

4j  étant  le  quotient  en  nombre  entier  ^  et  R  le  reste ,  si  la  di- 
vision ne  se  fait  pas  exactement.  La  fraction  ^  ne  peut  sa 

j^éânire  sanè  que  la  fraction  ^  ou  son  inverse  ^ue  se  réduise^ 

puisque  q  est  un  nombre  entier  toujours  irréductible  :  or  B  étant 

^  A,  ie  nombre  qui  doit  réduke  ^  ne  peut  excéder  R  ;  il 

peut  être  R  lui-même ,  ce  quon  reconn^tra  par  la  division  qui 
•donne 

l=<+î w. 

Y  étant  le  quotient  en  nombre  entier^  et  /T  le  reste  K,R\ 
en  dira  encore  que  la  réduction  de  -^  dépend  de  celle  de  -^  ^^ 

OU  de  l'inverse  -^  ^  parceque  q*  est  un  nombre  irréductible  ; 

ansorte  que  continuant  de  cette  manière ,  on  auora  les  décom^^ 
positions  suivantes  : 

—  —  q  -r  d7/ W  > 

etc. 

,        -A 
Ou  voit  bien  clairement  ici  que  le  nombre  qui  doit  réduire  r^^^, 

Ll 


-\ 
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R        B  If      'M 

cit  celui  ipii  doit  réduire  —  ou -^j  qui  doit  réduire^ ou ^, 

qui  doit  réduire  ^  ou  •^.  Si ,  par  cxeniple,  iTrzio ,  Ce  nombre 
ne  peut  excéder  R"  :  /T  est  donc  le  plus  grand  nombre  qui 
puisse  réduire  la  fraction  -^  ;  conséquemment  il  est  le  plus 

grand  commun  diviseur  entre  A  et  B. 

i>*où  Ton  déduit  cette  règle  :  //  faut  diviser  te  plus  grand 
des  deux  nombres  par  le  plus  petit  y  le  plus  petit  par  le  pr^^ 
mier  reste,  le  premier  reste  par  le  second  et  ainsi  desidte, 
jusqu'à  ce  qu'on  soit  arrivé  à  une  division  exacte;  alors U 
dernier  diviseur ,  celui  qui  fait  sa  division  exactement ,  est 
le  plus  grand  commun  diviseur  cherché.  Les  décompositions 
faites  (pag.  4^8  et  46g)  rentrent  dans  cette  règle ,  ensorte 
qu'il  sera  bon  de  revenir  sur  ce  numéro. 

Soient  iî^=  o  et  /l"  =  1  :  Tunîté  sera ,  d'après  ce  qui  .a 
été  démontré  plus  haut ,  le  plus   grand   commun  divisenr 

entre  ^  et  ^  ;  la  fraction  -^  sera  donc  sa  plus  simple  expteh 

eion,  c'est-à-dire  qu'elle  sera  irréductible.  Réciproquement ^W^ 
le  dernier  diviseur  étant  l'unité  ,  on  conclura  que  la  fracAf^ma 
proposée  est  irréductible. 

Si  on  découvre  dans  le  nombre  A   des   facteurs  qui  se] 
soient  pas  communs  à  i^ ,  et  dans  B  des  facteurs  étrangers  ai')] 
«n'peut  les  effacer  sans  craindre  d'altérer  le  plus  grand  coBf 
mun  diviseur.  En  effets  ces  deux  nombres  étant  de  la  forDij 
mha  et  pqa,  on  peut  supprimer  dans  l'un  le  facteur  mn, 
dans  l'autre  pf,  et  a  est^  après  comme  avant,  le  plus  gra 
commun  diviseur.  Si  les  nombres  étaient  mncN,  pqctf  t  ^\ 
pourrait  encore  ,    pour  simplifier  l'opération  ,  supprimer  fj 
quoique   facteur  commun ,  en  observant  cependant ,  aj 
avoir  trouvé  le  plus  grand  commun  diviseur  a ,  entre  les 
quotiens  N  et  N\  de  le  multiplier  par  ce  facteur  c  qui 
f«^e  p^e  du  plus  grand  commun  diviseur  total.  Si  on  int 
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âuisait  un  facteulr  d  dans  les  deux  nombres^  il  fâtidralt  diviser 
le  plus  grand  commun  diviseur  par  ce  facteur  introduit. 

NOTE    XII  Ij 

SUR  LE  CHAPITRE  XI,  III'  SECTION. 

Considérons  la  progression  décroissante  qui  résulte  de  la 
propràée,  en  y  changeant  b  en -;  alors  le  tenue  de  rang 
n,  que  nous  désignerons  par  u,  devient 

u 

U=4-.      et      S::^''"'        ^'-"^ 


r 


Supposons  que  la  progression  soit  continuée  indéfiniment» 
c*est-à-dire^  quelle  ne  s*arrête  jamais;  alors  u  sera  plus  petit 
qa^aucun  nombre  donné ,  quelque  petit  qu*il  soit ,  puisque  u 
Âminue  toiqours  en  s'éloignant  du  premier  terme  ;  il  s*agit 
d^examiner  ce  qu'on  doit  entendre  par  la  somme  totale  des 
termes  de  cette  suite.  Pour  cçla,  nous  supposerons  que  Iç 
nombre  n^  qui  est  le  rang  du  terme  u^  ait  été  successivement 
sd»  '^=3,  =4>  c^  AÛisi  de  suite  indéfiniment;  à  ces  va- 
leurs de  71  correspondent  celles-ci  de  u^ 

"  — -j  —  y..^  — ;j*  — ^*  =751   e^c. 
fractions  qui  sont  de  l'espèce  des  suivantes  : 

[iii  s'approchent  de  plus  en  plus  de  zéro  saos  pouvoir  jamais 
atteindre.  £n  eflfet^  qu'on  divise  une  ligne  prise  pour  unité 
^  a  y  S,  4i  ^^c*  parties  égales»  on  ne  peut  jamais  animer 
.  ime  sous-division  zéro,  puisqu'on  reprenant  cette  s6ut- 
Livitton  autant  de  fois  qu'elle  est  dan,»  la  Hgne»  on  conclu- 
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l'ait  qilç  la  ligne  entière  est  zéro;  mais  plus  on  âyance  c 
ces  fractions^  plus  la  squjb -- division  correspondante  dey 
petite ,  plus  on  approche  de  zéro  qui  est  la  limite  de  l 
décroissemens  (not.  9).  On  jsonçoît  que  oie  tte  conclusion  n'a! 
qu*à  regard  des  décroissemens  par  voie  de  division.  En  ap 
quant  qe  que  nous  venons  de  dire  aux  valeurs  successi 
de  u ,  qui  sont  aussi  des  fractions  décroissantes  ^  on  aura 
algorithme^ 

o  =ii  limite  de  Uy 

ce  qui  signifie  que  la  différence  entre  u  et  zéro  est  plus  ] 

tite  que   toute  quantité  ^s^nable.    Reprenons    mainten 

l'expression 

^        ar           u 
S^= ; 

r — 1      r — 1 

'le  premier  tenue  de  S  est  indépendant  du  nombre  des  ten 
qu'on  somme ,  c'est-à-dire  qu'il  reste  numériquement  le  m© 
pour  toutes  les  valeurs  de  /i;  donc  la  somme  S  s'approc 
d'autant  plus  de  ce  premier  terme  que  le  nombre  n  est  p 

pmiy  «t  à  la  limite  o  dç correspond  la  limite  de 

quK  est :  ainsi n  est  pas  la  somme  des  terme 

^  r— 1  r — 1  *^ 

la  progression  indéfiniment  prolongée ,  çiais  une  limite  su] 

rieure  que  cette  somme  ne  peut  atteindre^  C'est  pour  cara 

tériser  cette  circonstance ,  que  nous  écrirons 

limite  S  =  (1). 

Ainsi est  un  terme  dont  on  approchera  d'autant  R 

qu'on  prendra  une  plus  grande  portiw  de  I4  pro^esiioai^ 
servant i>ien  qu'il  ne  peut  être  pris  pour  S  qu'autant  t 
s'agit  de  la  totalité  4^  la  suite  qu'on  ae  peufî  iomsier* 
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Solt^  pour  exemple^  la  pi^grissiaiidn  inâéfitiiizretif  prolongé? 

^>    i#    il    h    1%'*'    •««' 
on  a  a  =  i  et  r=fl;  donc 

limite  5  =  a.  , 

En  eiFet ,  si  on  étend  bout  à  bout  ieu±  Vipitt  pfBBéi^  d&âctnré 
pour  unité,  et  qu'à  la  première  on  ajoute  la  moitié  de  la 
«econdie^  puis  à  la  somme  la  moitié  du  resite ,  à  cette  seconde 
lomme  là  moitié  âeTezcédant,  et  ainâde  snile^  cb'qoir&A 
Tient  à  ajouter  52 ,  3 , 4  >  ^^c*  >  termes  de  la  progression^,  tovtas 
ces  longueurs  approcheront  de  plus  en  plu»  de  la  longueur 
totale  des  deux  lignes^  sans  pouvoir  jamais  lui  devenir  rigou-» 
reusement  égales ,  ce  qui  fait  bien  voir  que  22  est  là  limit» 
vers  laquelle  ces  sommes^  tendent  san^  cesse ^  sans  cependant 
!»^uvoir  jamais  Fatteindre. 

,Ce  qpi  vient  d*être  dit  aurait  encore  lieu  dans  le  cas  où 

^  facteur  serait'  toute  autre  fracitioti  -^  ^   part^qu*alors  onr 

murait 

^        tôt  w  ^ 


t.  * 


r— w         r— iiiî' 


u 

mais  la  limite  de  ai .étant-  zkoV  ceQà^de  S  est 

'^  t — m 


limité;  S  ziss^-^'. 


r — m 


Jus<pi'ici  nous  avons  considéré  la  progression  dont  tous 
be  termes  sont  positifs  ;  mais  il  peut'  arriver  que  les  signes 
Mient  alternatifs^  ce  qui  a  lieu  lorsque  le  facteur  q  est  né- 
pKtif  ^  car  alors  Ié$  termes^  sont 
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le  signe  4"  du  dernier  terme  se  rapportant  au  cas  où  nei 
impair ,  et  le  signe  —  à  celui  de  n  nombre  pair.  Pour  lem 
mer  cette  progression  qao  nous  supposerons  croissante,  oi 
posera  encore 


et  multipliant  de  part  et  d'autre  par  -^f ,  parcecjaele  bo* 
tour  eat,  négatif,^  on  aura 

Si  on  retranche  la  première  égalité  de  la  seconde,  la  diSi* 
rence  sera 

d*où  Von  tire 

V 

OÙ  Ton  remarquera  ta  même  correspondance  entre  tes  signa 
«4*  et  —  du  terme  uq ,  et  l'indice  p^r  ou  impair  du  rang  di 
dernier  terme. 

Dans  le  cas  de  la  progression  décroissante  à  signes  alter- 
natifs» dont  le  nombre  de  termes  surpasse  tout  nombre  donn^ 
on  trouve 

limite  S  =:  — ; — f3), 

r+i  ^  '» 

après  avoir  fait  dans  (9,)  ^  =r-  et  supprimé  le  terme  vaiiabk 

r 

suivant  la  notion  de  limite  donnée  plus  haut. 

Proposons-nous  de  sommer,  par  exemple,  la  suitt  de 
termes 

ffist^  indé{I^im>ent  ;  en  1^  comp^r^t  a^çc  k  fQnnuiCi  fl^- 


i.  ' 


t 

r    » 

i    '  ^  O  T  B  «.  335 

g  ^  taie  des  progressionB  à  signes  alternatif»^  on  trouve  a=:i  ^ 
r=i*f-â;  donc 

limite  S  =  |y^ 

£n  eSTet  la  progression  proposée  équivaut  à  la  somme  de9 
deux  suivantes  : 

Faisa|t  pour  la  première  a=:i  et  r=4>  ^  pour  la  seconde 
o= — ï  et  r=4,  dans  Texpression  limite  (i),  on  trouve  le» 
Suivantes  : 

limite  «S  =  | ,  limita  S -=1  —  §, 

et  les  ajoutant^  on  a  |  pour  sonune  des  limites^  résultat  trouvé 
plus  haut. 

NOTE    XIV, 

INTRODUCTION  A  LA  SECTION  IV'. 

Dans  ce  qui  précède ,  les  signes  -{-et  —  ont  toujours  indi- 

qné^  le  prenûer  une  addition  ^  le  second  une   soustraction  : 

c'est  le  seul  emploi  qu'ils  avaient  à  remplir  lorsqu'il  n'était 

question  que  d'opérations  à  faire  sur  des  représentations  de 

Bombres  :  -f-  ^^  ~  9ont  des  signes  de  corrélation  :  une  quan-  , 

tité  isolée  est  celle  que  l'on  considère  en  elle-même  ^  et  sans 

'  aucune  relation  avec  d'autres  quantités  ;  ainsi  une  telle  quan* 

*  tité  précédée  soit  du  signe  -f*  %  soit  du  signe  —  ^  implique 

'  contradiction.  Cependant  on  est  souvent  conduit  dans  la  solu- 

~*  tion  des  questioAS,  à  un  résultat  tel  que  celui-ci  X'=^ —  n^ 

9  étant  un  nombre. 

Que^  par  exemple^  on  ait  de  5  à,  retrancher  5 ,  ce  qui 
revient  au  cas  de  & ^ a^  distingué  (not.  a);  la  soustraction 
*  n'est  pas  possible  ;  on  la  remplace  par  celle  de  3  ôté  de  5 ,  et  la 
"^-^dUFi^^ce  &  est  préc^dé^  du  aigae  — ^ ,  pour  ùm  qu'on  a 
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changé  l'ordre  des  nombres ,  à  VéSét  d*eir  yenk*  à  une  opéra*^ 
tion  exécutable.  Le  reste  â  est  ce  dont  il  s'en  £aiit  ^e  U 
nombre  3  soit  tel  qu'on  puisse  e&  retrancher  5  ;  c'est  ce  qm 
manque  au  nombre  3 ,  pour  qu'on  en  soit  à  la  limite  des  sons* 
tractions  possibles  lorsqu'on  à  5  à  retrancher.  En  effet  la  der- 
nière de  ces  soustraction?  est  5  —  5=  o. 

C'est  dans  ce  sens  qu*il  faut  interpréter  l'exposant  négatif 
— rf,  trouvé  (pag.  472)  *,  il  avertit  qu'on  est  sorti  des  limites  de 
la  division^  ce  qui  a  lieu  en  effet  ici^  puisque  le  diviseur  est  a^ 
gébriquement  plus  grand  que  le  dividende.  L'exposant  ducpo» 
tient  ayant  fonction  d'indiquer  Texcédant  du  nombre  de  fac- 
teurs a  du  dividende,  sur  celui  des  facteurs  a  du  diviseur, 
doit  être  noté ,  dans  cette  hypothèse ,  d'après  la  conventioa 
faite  (not.  2).  On  observera  d^ailleurs  que  la.  division  n'est  qa'nne 
soustraction  abrégée. 

Prenons  pour  second  exemple  ,  cette  question  :  7>ouver  un 
nombre  qui  soustrait  de  %,  laisse  h  pçw  mste.  Désignant  ce 
.Rorïibre  inconnu  par  x ,  on  a  cette  traduction 

a — ^x  =  by  d'où  x:zza  —  i.. (1), 


•T 


en  ajoutant  x  et  retranchant  b  de  part  et  d'autre.  Qu'on  sup- 
posa a=io,  b  =  4i  on  aura  a:  =16  :  alors  la  sonstraction 
est  arithmétiquement  exécutable.  Mais  qu'on  ait  a=  1  o,  ô  =  i4» 
il  faut  de  10  retrancher  14  >  ce  qu'on  ne  peut  faire  qu'en  partie, 
ou  que  par  rapport  à  la  portion  dé  i4>  égale  à  10.  L'excédant 
4  ne  peut  être  soustrait,,  puisque  cette-  opération  emporte 
l'idée  de  deux  nombres  •,  mais  un  tel  résultat ,  en  tant  qu'il 
existe  soustractivement ,  indiquera  que  le  nombre  x  dont  il 
est  la  représentation ,  doit  entrer  soustractivement  dansPénoncé 
où  il  est  déjà  retranché  du  nombre  a  ;  ensorte  que  par  là 
l'énoncé  se  trouve  corrigé  et  ramené  à  ces  termes  :  trouver  un 
nombre  qui  ajouté  â  a ,  donne  h  pour  somme-.  <3e  nombre  né- 
gatif isolé  ramène  donc  à/  la  véritable  position  de  la; question; 
il  avertit  que  l'énoncé  doit  être  pris  dans;  un  sens. opposé-,  ilfe 
redresse  dans  ce  qui  est  inexact;  Te]leS'S«rnt  âonr  lorigisé  tt  L 
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Tacception  de  ces  quantités  négatives  isolée».  On  voit  bien 
clairement  ici  que  ce  signe  —  n'affecte  qu'en  apparence  le 
nombre  4  >  et  qu'en  dernier  résultat ,  îl  indique  de  quelle  ma- 
nière ce  nombre  ou  sa  représentation  doit  emtter  dans  ta  com^ 
bina^ison  énoncée  ^  ce  qui  est,  ainsi  qae  nous  l'ayons  obserté  » 
la  véritable  fonction  des  signes^ 

Cette  incertitude  âe  l'opération  sous  laquelte  le  nombre 
inconnu  doit  être  combiné  dans  renoncé ,  tst  dé  même  espèce 
dans  la  queefHon  suiyante  ;  seulement  elle  a  lieu  de  la  mulfipli-^ 
cation  à  la  di>'ision  :  trouver  un  nombraqui  multipliant  5,  donne^ 
pour  produit  Vurdté  :  on  a  donc 

,  5  X  X  =  1 ,  d'où  a:  ==  J  : 

ensorte  qu'il  faudrait  dire  :  trouver  un  nombre  qui  divisant  S^ 
donne  l'unité  pour  quotient  Mais  conune  diviser  par  5  revient 
à  multiplier  par  \ ,  l'énoncé  peut  être  maintenu. 

Un  homme  place  pour  une  année  un  capital  à  raison  de 
5^*  pour  i-oo^-  d'intérêt;  aa  hxmt  de  Vannée,  en  su^  du^^cpitat 
et  des  intérêts ,  on  doit  lai  remettre  pco'  convention  faite ,  une 
som;me  h  y  et  le  tout  dbit  fcdre  le  àapital.*  on  demande  ce 
qu'est  ce  capital? 

Soit  X  le  capital  :  puisque  loo^''  deviennent  au  bout  de 
Tannée  rcS^''*  ^  on  auta  Te  capital  à  la  même  épo({ae  ^  pax  U 
proportion 

ioo  :  io5  ::  q:  :  y = — ~— . 

-^  ïOo 

io5x  .         ■  ,  îl" 

La  somme J-  b  doit  être  cr  ;  on  a  donc  l'équatiott 

IQO  .  ^ 

io5x     ■  ,    , 
100 

prenant  xco  fois  l'un  et  l'autre  membres,  en  aura  encore  une 
équation  qui  sera 

io5x  4"  1006  ==  looxi 
«t  retranchant  départ  et  d'aide  li^oj:  et  lOQ&j  on  obtic&dm 


Vi 
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les  différence!  égalet 

tt  diyifant  par  5  >  ,  1 

Ainsi  le  agitai  serait— iK)^.  Cette  réponse  ne  paraît  pu 
d'abord  intelligible ,  et  cependant  si  on  reporte  cette  Talenr 
— "  aQ&  de  X  dans  l'équation  trouvée  ^  on  obtient 

io5xao*   ,   2,_^  , 

lOO 

et  faisant  lès  opérations  indiquées  dans  le  premier  menibre, 
liaient 

ce  qui  est  yrai.jCette  valeur  de  or,  toute  négative  qu'elle  est» 
satisfait  donc  à  l'équation  ^  puisque  ses  deux  membres  de* 
viennent  identiquement  égjàxtx  par  le  fait  de  la  substitution. 
En  remontant  à  l'énoncé  >  on  découvre  qu'il  est  impossible 
qu'un  capital  augmenté  d'un  intérêt/  reste  égal  à  lui-même, 
et  qu*à  plus  forte  rai^n  cette  impossibilité  a  Ueu  »  si /outre  les 
intérêts  on  lui  ajoute  une  somme  b\  qu'il  faut  que  de  ces  deux 
parties ,  ce  qui  résulte  de  l'intérêt  à  raison  de  5  pour  cent| 
ou  b\  l'une  soit  soustraite.  En  effet»  si  on  reporte  dans  la 
première  équation  cette  circonstance  —  x  ^  qui  B*est  qn^ 
^  =  —  ipi  noxnbre  ^  on  ^ouve 

io5      ,  . 

ICO 

et  changeant  les  signes  de  part  et  d'autre , 

loSa: 


lOO 


—  i  =  a?, 


t(ad\tctian  de  renoncé  ^  en  supposant  Hntérêt  additif  ^^ 
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capital  I  auquel  cas  la  somme  b  doit  être  retranchée.  Celte 
«quatîon>  traitée  comme  la  précédente^  donnerait 

x=zaob. 

Si  Tintérêt  de  5  pour  cent  est  soustrait  de  100 ,  auquel 
cas  100  se  réduit  à  96  ,  on  a  le  capital  x  au  bout  de  l'année, 
par  la  proportion 


conséquemment 


^  â5  j? 

100:  û5  :ix:y  =  ^ — ; 

2 1-  ô  =  or . 

100 


multiplianf  par  100,  retranchant  de  part  et  d*autre  960:,  il 
vient 

ioo&  =  5j7,  ou  a;=:âo&. 

Le  résultat  négatif  isolé ,  valeur  de  x ,  annonçait  une  rec* 
tification  ou  une  correction  dans  les  termes  de  l'énoncé ,  et 
la  question  proposée  pouvait  être  rétablie  de  deux  manières. 
La  résolution  des  questions  dont  nous  nous  occuperons  plut 
particulièrement  dans  la  suite ,  nous  fournira  de  fréquente» 
occasions  de  revenir  sur  ces  considérations  et  de  les  compléter? 

On  lit  dans  quelques  ouvrages  élémentaires,  que  les  quaa-* 
tités  négatives  ou  soustractives  ne  sont  pas  moindres  que  zéro , 
parcequ'il  ny  a  rien  au-dessous  de  zéro,  parceque  zéro  est 
la  limite  des  quantités  décroissantes,  ce  qu'il  faut  cependsQit 
enteiiidre  des  décroissemens  par  voie  de  division.  Quoi  qu*il  en* 
eoit  de  eette  opiilion  qui  n'est  pas  celle  des  géomètres  les  plut 
distingués  de  nos  jours,  qui  notent  une  quantité  négative  telle 
que  — a,  par  exemple,  de  cette  manière,  a<  o,  on  peut  com- 
parer lès  nombres  négatifs  aux  positifs ,  et  les  premiers  entre  eux 
tous  la  relation  des  grandeurs,  A  cet  effet,  posons  l'identité 

ft  retranchons  4  âe  part  et  d'autre  ^  en  faisant  cette  soustrac- 


54^  NOTES. 

tion  de  4  des  nombres  3  et  a^  afin  d^avoir  de  ces  re«te%négatî&; 
on  trouvera 

or  4  est  ■<  5;  donc  par  compensation  —  i  est  ^  — a.  On 
démontrerait  de  cette  manière ,  que  de  Jeux  noires  négatifi, 
le  plus  grand  est  le  plus  petit  considéré  numériquement  ^  ou 
abstraction  faite  du  signe.  Dans  les  deux  membres  de  l'égaUté 
précédente ,  les  nombres  négatifs  ne  sont  pas  \solés. 

Si  des  deux  membres  de  la  première  égalité  on  retranche  4i 
4m  aura  celle-ci 

w  4^t'^a\  il  faut  donc  que ,  par  compenaation ,,  en  ait 
<-—  1  <^  -f*  1  '  j^insi  un  nombre  négatif  est  plus  petit  que  Un4 
nombre  positif,  ou  que  tout  nombre  absolu^ 

On  démontre  dans  la  muUipHcatioii  qut  •—  par  — «  donne  *f^ 
ce  qaiest,.eonuneon  le  sait,  une  manière  abrégée  de  s*e& 
primer  :  pour  ceb,,  on  part  de  deux  facteurs  tels  que  a^ 
pacc-— <2,  dans  lesquels  les  quantités  b  et  d  sont  retran-» 
chées-  des  ({uantités  a  et  c  respectivement  plus  grandes  :  ^insi 
cm  ne  prouve  pas  directement  que  -— &X-^cI  =  -f-&i> 
ou  que  (  —  &)f  =  6^.  Cependant,,  la  prenûière  irèg}e  jme  £ui& 
étaSlie,  quWposa 

tf  ^—  X  =2=  i ,  d'bnÛL  a?  •—  cr:=  — ^  6 , 

et  qu'on  élève  chacune  de  oeS' égfJités.  a^i  car^e  ;.  puifiUfae  Is 
produit  de  a— -•a?' par  a--^*^.^ estvle.ni.âmetq|2e  celuî^  de  j^— -4 
par  oc — a,  on  aiura- 

Les  mêmes  principes  serviront  i  efxplîquer  la  sîgniEcatibn 
des  racines  imaginaires.  Posons  de  suite  cette  question  :  trouver 
fe  nombre  dont  le  carré  soustrait  de  3 ,  donne  7  pour  reste^ 
Ona 

3— x*==r7j,  donc  a^  =  3  —  7=.— ^Jv 
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Ici  se  manifeste  une  contradiction  dans  Ténoncé  ,  et  noui 
sommes  avertis  que  le  carré^  au  lieu  d*être  soustrait  ^  doit  être 
ajouté.  On  est  conduit  par  cette  question  à  extraire  la  racine 
carrée  du  nombre  négatif  —  4*  ^^  ^^^  donne  l'imaginaire 
û  v/ — 1.  Mais  en  redressant  d'abord  l'énoncé,  on  a  la  trar» 
duction 

3-}-a?*  =  7,  d'où  a:»:=:7  — 3  =  4,  et  a:=V/4  =  fl. 

Ainsi  les  résultats  négatifs  isolés  viennent  de  ce  qu'on  est  con-** 
duit  à  soustraire  un  nombre  plu9  grand  d'un  plus  petit ,  et 
les  imaginaires  sont  données  par  une  nouvelle  opération  à 
e3^écuter  sur  ces  sortes  de  restes  qu'on  ne  devrait  pas  rencon- 
trer. C'est  effectivement  de  cette  manière  que  nous  avons  in- 
troduit l'imaginaire  (pag.  499)  P^^"^  démontrer  deux  transfor- 
mations très-usitées.  Par  là  nous  donnons  uneorig^le  commune 
aux  restes,  aux  exposans  tiégatifs  et  aux  imaginaires. 

Soit  encore  proposé  de  trouver  deux  carrés  dont  la  sommé 
sait  un  carré.  On  aura  l'équation 

a:*+y:=:a*,  d'où  ar*z=:â»— ^^: 

cette  équation  sera  visiblement  possible  tant  que  Ton  aura 
y^^^a^;  mais  sous  la  relation  ^  >  a* ,  l'énoncé  renferme 
visiblement  une  contradiction  ,  et  on  n'a  pas  besoin  d'en  être 
averti  par  l'imaginaire  qui  est  le'  résultat  du  calcul.  Le  signe 
—  ne  se  trouverait  donc  jamais  sous  le  radical  du  second  de^ 
gré ,  si  l'énoncé  était  toujours  ce  qu'il  doit  être.  (^FoyezPou^ 
vrage  de  Camot ,  Géométrie  de  position ,  page  63.  ) 
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187.  Considérons  deux  points  M  e^lW  rapportés  successif 
vement  aux  points  A  et  A'  origines  communes  des  distances  \ 
et  désignons  par  x  celles  des  points  JRf  et  M'  au  point  A^ 
par  x'  celles  des  mêmes  pointa  au  point  A' ,  et  par  Alskdxi* 
tance  AA'  :  on  aura 
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AM'^AA  —  jf  —  A-^od  ^x. 

On  Voit  donc  que  û  l'on  yeut  rendre  la  thème  formule  aiUh 
tytMpie 

applicable  aux  points  situés  à  droite  et  à  gauche  du  pomt  if, 
il  faut  regiarder  pour  ceux-ci^  les  valeurs  de  s!  comme  né« 
gatives  ;  ensorte  que  les  changemens  de  signes  répondent  aux 
cliangemens  de  position  des  points  par  rapport  au  point  A 
origine  des  distances.  Lorsque  les  deux  origines  A  tt,  A  ut 
confondent  au  point  jf ,  on  sl  A  Al  z=zAz=io,et 

A'M=  +  3cf,  ,A!M'  =  —  x' , 

ce  qui  rend  plus  évidente  la  conclusion  ci-dessus.  Si  de  plai 
on  suppose  le  point  jf  en  M\  on  trouve 

et  si  ^  se  transporte  en  M, 

A'M'zizMM'zii  —  a/.    . 

Ainsi  deux  distances  comptées  à  droite  et  à  gauche  d*une 
même  origine  jt ,  et  sur  une  même  droite  ^  doivent  être  af-- 
fectées  l'une  du  signe  -)-  et  l'autre  du  signe  — .  Il  en  est  de 
même  des  deux  distances  JkFM,  MM'  comptées  des  deux 
origines  M  et  M!  sur  la  ligne  qui  le  joint ,  et  en  allant  de  l'une 
vers  l'autre.  Les  signes  -|-  ^t  -—  indiquent  donc  deux  manières 
d'être,  ou  deux  sens  absolument  opposés.  Telle  est  la  signifi- 
cation qu'ils  conservent  dans  l'application  de  l'algèbre, à  la 
géométrie,  laquelle  n'est  pas  une  convention  nouvelle,  et  ne 
répugne  pas  à  celle  qu'ils  ont  dans  l'algèbre ,  puisque  la  pre- 
mière dérive  de  la  seconde. 

Cette  acception  des  signes  -f-  ^^  *"*  bien  entendue  ,  nous 
passerons  à  quelques  observations  sur  les  inégalités ,  à  l'efTet 
de  prémunir  les  commençans  contre  quelques  erreurs  dans 
lesquelles  il  leur  arrive  quelquefois  de  tomber. 
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On  a  vn  qu'on  n'altérait  pas  une  égalité  en  atlgmentanf  ^ 
diminuant  également ,  multipliant  ou  divisant  de  part  et  d*autre , 
en  un  mot ,  en  pratiquant  la  même  opération  sur  Tun  et  l'autre 
membre.  L'inégalité  ne  se  comporte  pas  tout'^à-fait  de  la  mjème 
manière ,  au  moins  dans  plusieurs  cas.  Nous  rappellerons  d'a- 
bord cette  conclusion  obtenue  plus  haut ,  que  le  plus  petit  de 
deux  fiombres  négatifs^  est  le  plus  grand  pris  numériquement, 
ou  abstraction  faite  du  signe ,  et  que  tout  nombre  négatif  est 
plus  petit  que  tout  nombre  positif. 

ZéCs  inégalités  continuent  à  avoir  lieu  dans  le  même  sens  , 
lorsqu'on  ajoute  de  part  et  d'autre  des  nombres  positifs  ou 
négatifs^ 

Soient  ks  inégalités , 

elles  auront  encore  lieu  dans  le  même  sens  >  soit  qu'on  mul- 
tiplie ou  qu'on  divise  les  deux  membres  par  un  nombre  positif. 
Mais  qu'on  les  multiplie  ou  qu'on  les  divise  par  —  a ,  et  on 
aura  ces  produits 

— 16<  — 8,    i6>8,    — 16<8, 
et  ces  quotiens 

—  4<— a,   4>«*   — 4<a- 

s^  Donc  les  inégalités  ont  lieu  dans  le  même  sens,  lorsqu^on 
les  multiplie  ou  qu'on  les  divise  par  un  nombre  positif  ^  et  elles 
ont  lieïi  en  sens  contraire  lorsque  le  facteur  ou  le  diviseur 
est  négatif.    , 

Une  inégalité  n'a  plus  lieu  dans  le  même  sens ,  lorsqu'on 
change  les  signes  de  part  et  d'autre ,  puisqu'alors  en  multi-^ 
plie  de  part  et  d'autre  par  ^  i . 

Qu'on  ait  les  inégalités 
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il  est  aisé  de  voir  qa*en  les  élevant  à  des  puissances  imp^rel) 
elles  auront  lieu  dans  le  mânie  sens»  puisque,  dans  ce  cas, 
la  puissance  conserve  le  signe  de  la  racine;  que  si  on  les 
.élève  à  des  puissances  paires ,  il  y  aura  lieu  par  rai^xnt  à  la 
première,  à  distinguer  les  cas  de  a  numériquement  plus  petit 
et  plus  grand  que  6.  Ces  indications  suffiront  à  Télève  qoi 
voudra  compléter  ces  considérations. 

En  cherchant  la  condition  d*où  dépendent  les  intersec- 
tions de  deux  cercles  dont  a,  r  et  /  sont  la  distance  des 
centres  et  les  rayons,  on  est  conduit  à  cette  inégalité, 

aor  >  ff*  +  r*  —  /* 
de  laquelle  on  déduit 

/•  >•  a*  —  î^ar  -f-  r*, 

fl'où  résulte ,  en  «xtrayant  la  racine  carrée  de  part  «t  d'autre , 

Mais  le  trinôme  a*  —  aor-f-r*  a  pour  racine  a  —  r,  ou  r — ^«, 
ensorte  qu'il  faut  qu'on  ^t  en  même  temps 

Ou  bien 

*qui  sont  les  conditions  énoncées  livre  II  de  la  Géométrie  de 
Legendre.  Si  Imégalité  précédente  se  change  dans  FégaHté 

««JIL  trpuve  9lors  ces  racines 

"Conditions  dont  la  première  annonce  que  deu2  cercles  le 

touchei^ 
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touchent  extérieurement ,  et  la  seconde  qu'ils  se  touchent  in- 
térieurement. 

Voyez  page  49  de  l'excellent  ouvrage  qui  a  pour  titre  : 
Essais  sur  la  Géométrie  analytique ,  par  le  François ,  Offi- 
cier d'artillerie. 

NOTE    XV, 

SUR  LES  CHAPITRES  l",  II'  ET  III',  lY'  SECTION. 

Nous  avons  donné  dans  les  préliminaires  (note  2)  quelques 
préceptes  généraux  dont  on  pourra  s'aider  dans  la  traduction 
algébrique  d'une  question  proposée ,  préceptes  dont  l'applica- 
tion est  plus  pu  moins  facile  ,  suivant  la  nature  des  questions , 
la  capacité  et  l'exercice  de  celui  qui  entreprend  de  les  ré- 
soudre. Nous  avons  dit  que  l'expression ,  en  symboles  algé- 
Iwiques,  des  deux  phrases  équivalentes  contenues  dans  l'énoncé 
de  la  question,  est  ce  qu'on  nomme  une  équation,  laquelle 
diffère  de  l'égalité  en  ce  que  la  première  renferme  un  nombre 
inconnu  combiné  avec  des  nombres  donnés,  tandis  que  la 
seconde  n'a  lieu  qu'entre  des  nombres  connus. 

On  distingue  deux  sortes  de  questions ,  les  unes  détermi- 
nées y  et  les  autres  indéterminées  ;  les  premières  sont  celles 
qui  fournissent  une  équation  à  une  inconnue  ,  ou ,  plus  gé- 
néralement, plusieurs  équations  entre  le  même  nombre  d'in- 
connues, et  alors  on  peut  évaluer  toutes  ces'  inconnues , 
ainsi  qu'on  le  verra  dans  cette  note  ,  les  secondes  comprennent 
plus  d'inconnues  qu'elles  ne  fournissent  d'équations  :  dans  ce 
cas,  une  ou  plusieurs  de  ces  inconnues  restent  indéterminées 
ou  arbitraires;  cependant  on  peut  être  assujéti  à  certaines 
conditions  qui  restreignent  le  nombre  de  leurs  valeurs  (2'  sect.)v 

Les  équations  déterminées  à  tme  inconnue,  sont  de  dif- 
férens  degrés,  du  premier,  du  second,  etc.,  selon  que  la 
plus  haute  puissance  de  Fincoimue  est  im ,  deux,  trois,  etc. 

Mm 
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Les  puissances  de  llnconnue,  subordonnées  à  h  plus  haute  J 
n'entrent  pour  rien  dans  le  degré  de  l'équation.  ^ 

Dans  la  solution  d'une  question ,   il  y  a    quatre   choses  ^ 
à  distinguer  :  i®.  les  données  >  c'est-à-dire  les  nombres  con-   ' 
nus  énoncés  dans  la  question ,  et  le  nombre  qu'il   s'agit  de    * 
découvrir.  Il  importe   en  effet  de  bien  examiner  d'avance  à   ^ 
on  a  tout  ce  qu'il  faut  pour  parvenir  à  la  connaissance  da 
nombre  inconnu  :    ces  élémens  nécessaires  sont  les  nombres 
qui  influent  sur  la  grandeur  du  nombre  cherché^    ou  qui  le 
font  varier  lorsqu'ils  varient  ;  ils  doivent  tous  entrer  dans  la 
traduction;  a®,  la  traduction  de  la  question  en  langage  algébrique, 
laquelle  se  compose  des  traductions  des  deux  phrases  équi- 
valentes, séparées  Tune  de  l'autre  par  le  signe  =  ;  3**.  la  réso- 
lution de  l'équation,  c'est-à-dire,  la  suite  des  transformations    i 
à  faire  subir  à  la  traduction  immédiate ,  à  l'effet  d'arriver  à 
une  équation  qui  contienne  dans  un  membre  l'inconnue  seule 
élevée  à  la  première  puissance,   et  dans  l'autre  la  formule 
d'opérations  à  faire  sur  les  représentations  des  nombres  don- 
nés ;  4**  enfin  l'évaluation  numérique ,  ou  la  construction  géo* 
métrique  de  cette  formule. 

Pour  ne  parler  que  des  équations  du  premier  degré  à 
une  seule  inconnue,  on  suivra  dans  leur  résolution  les  règles 
suivantes  :  i"*.  on  fera  disparaître  les  dénominateurs ,  s'il  s'en 
trouve  dans  l'équation,  en  multipliant  de  part  et  d'autre  par 
le  produit  de  ces  dénominateurs;  of*,  on  transposera  tous  les 
termes  sans  x  dans  un  membre ,  et  tous  ceux  affectés  de  r 
dans  l'autre  ;  5^.  on  rassemblera  les  coeificiens  de  x ,  qu'on 
écrira  en  facteur  de  cette  inconnue ,  puis  on  divisera  de 
part  et  d'autre  par  ce  facteur.  Après  toutes  ces  opérations 
qui  n'ont  pas  altéré  l'équation,  et  qui  correspondent  aux.  dif- 
férentes parties  d'un  raisonnement  difficile  à  faire  et  à  suivre  ^ 
on  parvient  enfin  à  la  conclusion 

x  =  N, 

ff  étant  un  nombre/  ou  une  formule  d'opérations  conanes  à 
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ntétmterstir  des  nombres.  Ce  nombre  iV  étant  substitué  pour  x 
kns  réquation  primitive,  jouit  de  la  propriété  de  rendre 
«  premier  membre  égal  au  second.  Cette  valeur  de  Tin- 
Bonnue  est  dite  racine  de  l'équation,  ce  mot  n'ayant  pa» 
■ême  acception  qu'en  Arithmétique. 

NOTE    XVI, 

SUR   LE   CHAPITRE  IV>  IV'  SECTION- 
Des  deux  équations 

m  déduit 

^  ^  cV — Je'  flc' — cet  . 

^'^ ^— ai'— èa''        y-  aV^b(^  ....... 

hBor  parvenir  aux  valeurs  des  inconnues  x^y,  si  données 
pr  les  trois  équations 

Qx  +  by  ^  aii  :=i  d 
•  a'x-^byj^e^z^d' 

a"x+by+c'zz=2d% 

^  multipliera  là  première  par  m,  la  seconde  par  n^  m  et  n 
■mtdes  quantités  indéterminées,  et  de  la  somme  de^-ces  pro- 
fits retranchant  la  troisième  équation ,  on  aura 


+  u'n^a!')x  +  ibm+b'n'^b")y  +  {cm'^€'n—c'')z 

ïiz:  dm  -}-  d  n  •— •  d  • 

Hl  disposera  de  m  et  de  n  de  manière   à  faire  disparaître  les 
es  de  X  et  de  j^  :  à  cet  effet  on  posera 

.1  restera , 

(tfm  +  d^yt  — <r 


/ 
( 
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er  des  deux  équations  en  m  et  en  n  on  déduit 

Substituant  ces  valeurs  dans  celle  de  s  ^  on  trouvera  ce  n 
sultat 


f  \* 


c  (t'a"— a'6")  +  c'  (oA*— Aa")  -^-d'^bd  ^aV  ) 
En  posant 

c/ti  +  c/ti  — a*  =  pv.  cm-f-c'n-y— c'ssso, 
on  trouverait,  après  avoir  opéré  comme  ci-dessus, 

__â(^dce-d(!'yA-aC^ac'  —  cd'^  +  d!\cd  —  a(!) 
y  ~  bi^c'd'--dc")  +  VÇ<id'—cd'y  +  b" (ca'— oc')' 


!■• 


Eôfin  les  deux  hypothèses 


bm-\~Vn  —  J'  =  o,  cm-\-c'n — <f:=0 


donnent 


^~'a  ic'b''—b'c'')+a:{bc'-^cb'")+a"  {cf  -  bc')' 

Si  on  développe  ces  valeurs  de  x ,  y  et  z ,  et  qu'on  chai 
^es  signes  dans  les  deux  termes  de  x  et  s ,  on  trouvera 
formules  générales 


dVc'  —  dc'b"  +  cdfb'  —  b^c',  -I-  bed"  —cb'd'        fn 
ab'c'  —  ac'b"  +  cdb'  —  bdc"  +  bda"  —  c/>V  '  '  '  "  ^  ^ 

ojXc"  -  m! 31'  +  cd^  —ddc"  +d(/a'' - cdfa'       ^«, 
ab'c'  —  a<fb"  +  ca'b" — bdc"  +  bc'a"  —  cb'd'  "' "  ^ 

_  ab'd"--  ad:b''  +  ddb''—bdd''+bdrd'-dfba'       ,«  i 
'" ab'c"  -  ae'b" + co'i*  —  ia'c"  +b</d'—cb'd' ""^  ^ 


«  = 


J'  = 
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Nous  n'étendrons  pas  Tanalyse  précédente  an  cas  do 
quatre  équations  entre  quatre  inconnues ,  parceque  la  marche 
que  nous  venons  de  tracer ,  est  facile  à  suivre  :  nous  recher- 
cherons plutôt  s'il  existe  une  loi  au  moyen  de  laquelle  on  puisse 
former  immédiatement  les  termes  des  fractions  valeurs  des 
inconnues.  A  cet  effets  nous  reprendrons  celles-ci: 

cV  —  bc'  ac^  —  ec^ 

^~ ob'-^hd'     y^ab'  ^ba!' 

dont  le  dénominateur  ne  se  compose  que  des  lettres  qui  mul- 
tiplient les  inconnues  ;  pour  le  former ,  on  fait  d'abord  deux 
arrangemens  ab  ,  ba  ,  on  affecte  le  second  du  signe  — ,  et 
on  accentue  une  fois  la  seconde  lettre  de  chaque  arrangement. 
^  la  seule  inspection ,  on  remarque  que  les  numérateurs  se 
forment  du  dénominateur  <  commun  ,  en  changeant  a  en  c 
pour  X j  et  b  en  c  pourjf,  ou,  plus  généralement,  en  chan- 
tant pour  X  son  coefficient  dans  le  terme  tout  connu  ^  et 
pour  j^  celui  de^  dans  le  même  terme. 

Passons  au  cas  de  trois  équations  entre  trois  inconnues  : 
pour  obtenir  le  dénominateur ,  on  forme  tous  les  atrangemeas 
cle  trois  lettres  a,b ,  c,  qui  sont  les  coelficiens  des  inconnues^ 
«t  on  trouve  d'après  la  règle  donnée  (pag.  5i6  ), 

abc,  acb  y  cab ,  bac  y  beet^  cba; 

les  affecte  alternativement  des  signes  -f-  et  -^,  en  commen- 
it  par  -|- ,  puis  on  accentue  une  fois  la  seconde  lettre  de 

<^liaque  arrangement,  et  deux  fois  la  dernière  à  droite,  co 

^3^  donne  le  dénominateur 

ab'c"  —  ac'b"  +  ca'b''  ~  ba'<f  +  bç'cf  ^  cVelf. 

rs  numérateurs  se  conchir^nent  dé  c«  dénonônâteur  commun 

changeant  pour  x  son  coeiEieii^nt  a  dans  le  terme  to«j^ 
>nnu  d,  pour  y  son  coefficient  6  en  d,  et  pour  z  son  coeffi-^ 
int  c  en  <2. 
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Passons  maintenant  à  la  discussion  des  racines  ^  et  goi&| 
mençons  par  Texamen  de  celles-ci  : 

Dans  les  hypothèses 

a::sa^ ,      6  =  ^^      c  sss  c^  ^ 


on  trouve 


G         -^  o 


c*est  par  ce  signe  -  que  se  manifeste  TindéterminatioD  deb 

question ,  ainsi  qu'on  l'a  déjà  vu  souvent.  En  effet ,  sous  cet 
deux  hypothèses,  les  deux  équations 

ax  +  byz=zc;        dx  -f-  Vy  =  d\ 

se  réduisent  à  celle-ci  : 

or  +  6y  =  c, 

qui  admet  une  infinité  de  solutions ,  parce  qu*on  peut  se  don' 
ner  Tune  des  inconnues  à  volonté  ,  comme  on  le  verra  dans  Is 
seconde  partie  où  il  est  question  de  l'analyse  indéterminée. 

Réciproquement ,  si  les  valeurs  de  x  et  de  y  se  présenten 
•ous  la  forme  -  ,  la  question  est  indéterminée.  En  effet,  0 
a,  dans  ce  cas,  les  trois  équations 

ci'— Jc'  =  o,      ac'  — ca'r=o,       ai'  — ia'r=:o, 

dont  Tune  quelconque  est  la  conséquence  des  deux  autres  ;  c« 

cV 
de  la  première  on  déduit  c'  =  -r* ,  valeur  qui  substituée  dai 

la  seconde  ^  donne  la  troisième 

cy  — i<«^  =  o. 
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Qu'on  prenne  dans  la  première  la  valeur  de  h\  et  qu'on  la 
reporte  dans  la  troisième^  on  trouvera  la  seconde  ;  qu*on  prenne, 
dans  la  seconde  d ^  pour  en  substituer  la  valeur  dans  la  troi- 
sième^ et  on  retombera  sur  la  première.  Gela  posé^  les 
deux  premières  de  ces  conditions  donnent 

c  c 

reportant  ces  valeurs  dans 

dx  +  Vy  =  c^, 
on  aura,  après  les  réductions , 

ax  -J-  6y  =  c  : 

Les  deux  proposées  se  réduisant  à  une  seule  qui  est  la  pre^ 
mière ,  la  question  reste  donc  indéterminée* 
Examinons  le  cas  de 

c  =  o,      c'  =  o, 

ic*est-à-dire  celui  où  les  termes  tout  connus  viennent  à  man-r 
''  ^er;  alors  les  deux  équations  sont  de  la  forme 

aa:  +  6y  =  o,      dx  +  Vy=o^ 

«t  on  a  les  deux  conditions 

ci'— Ac'=o,      ac'— a/  =  o^ 
dont  la  conséquence  est  encore 

Men  effet  si  l'on  divise  les  deux  proposées  par  x,  et  qu'oui 
J^se  ^  =Pj  on  aura 

a  -f-  dp  =:  o  /      i/  +  6'/i  s=  o  : 
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éc  la  première  on  déduit  p  =:-—?>  Trieur  qui^    snbstitaée 
dans  la  seconde,  donne 

Jfl^— a4'  =  o,      ou      ay  — ia'  =  <x 

Donc  encore 

G  o 

0-^0 
Dans  ce  cas  aussi  ^  si  on  substitue  dans  fl(^j:-f-6^=:o,  sa 

ah' 

yaleur — ,  déduite  de  ai'  — 6û^  =  o,  cette    équation  dc- 
c 

vient  la  première ,  ensorte  que  les  deux  n'en  font  qu'une,' 

Nous  remarquerons  encore  que ,  dans  les  h3rpothèses  actuelles, 

on  ne  peut  déterminer  que  le  rapport  p  «  ou 

y a </ 

ensorte  qu'il  suffit  de  prendre  pour  x  ety  les  mêmes  md- 
tiples  de  i  et  de  a,  ou  de  V  et  de  c^ ,  ce  qui   explique 
autrement  Tindétermination  de  ces  inconnues. 
Il  peut  arriver  que  les  deux  équations 

soient  incompatibles ,  ou  qu'elles  expriment  deux  conditions 
contradictoires,  ce  qui  aurait  lieu  sous  ces  relations: 

fl^=:pa,      y=:pô,       c'  =  qc; 

car  alors  les  proposées  deviennent 

ax-f.iy  =  c,       pax  +  pby=:qc: 

la  seconde  est  en  opposition  avec  la  première,  puisqu'elle 
exprimé  une  égalité  entre  les  produits  de  deux  facteurs  éganx 
par  des  facteurs  ia4gaiuz«  L'izitroductioa  de  ces  lijpothèses  sur 
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^ i  V i  c\  dans  les  formules  des  racines^  donne 

c(p'^q)  c(q — p) 

o  "^  o 

et  ici  ce    caractère  oo   se  produit  évidemment  comme  an^ 
nonce  d*UBe  contradiction  dans  les  termes  de  Ténoncé. 

Réciproquement^  lorsque  les  valeurs  de  a:  et^  sont  infi* 
nies ,  les  deux  équations  sont  en  contradiction  :  on  a  pour 
exprimer  cette  circonstance^ 

ci'  —  6a' =o,      d'où      a'=-T-> 

et  substituant  pour  a  cette  valeur  dans 

o'x  -}-  by  =  c'  I 

il  vient,  après  la  multiplication  par  b^ 

bXax  -f-  6y)  =  bc\ 

équation  en  contradiction  avec 

ar+  byz=:c, 

puisqu'on  ne  suppose  pas  bc^  =zVc^y  car  alors,  à  cause  de 
ab'  =  a'6 ,  on  aurait  la  conséquence  ac'  =  a'c ,  et  de  ces 
trois  équations  résulteraient,  comme  on  Ta  vu   ci-dessus, 

a: =-,  j'  =  - ,  résultats  qui  ne  sont  pas  x^eux  qu'on  a  sup- 
posés. 

Toutes  les  fois  donc  qu'un  problêms  à  deux  inconnues  du 
premier  degré ,  est  possible ,  impossible  ou  indéterminé  ;  on 
est  vonduit  à  des  valeurs  de  x  i^y ,  finies  ou  infimes,  ou  dm 
la  forme  | ,  ç'tst^^dire  indéterminées ,  et  la  féciproque  a  lieu* 

Ét^ndoB»  cet  ^aj^m^  aux  raciqes  de  trois  équations  entre 
trpi#  inconnues.  En  àésignai^t  par  ZV ,  iV' ,  iV'  les  avmérateuct 

des  valeurs. à»  ^^yi^tp^^t^P  U 4énojwAateiu:  çqdubua i 
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si  l'on  suppoee 

rf=o;    cr=o,    £r  =  o; 

on  aura  Ar=o,    iV'=o,    iVczo, 

et  la  conséquence  de  ces  trois  équations  est  D  =  o.  Pour  I0 
démontrer  «  supposons  qu'après  avoir  fait  dans  les  équations 
proposées 

cIr=o^    <2^  =  o^    d''  =  o> 

on  diyise  chacune  d'elles  par  x ,  et  soient 

y  ^ 

^  =  Pi    T  =  9* 
8es  équations  se  transformeront  dans  les  suivantes 

a  +  bp  +  cq  =  o  , 
d  +  ¥p  +  c'ç  =  o  , 
4i''+b''p+c''q=zo^ 

dont  les  deux  premières  donnent 


ac 


f       ^^f 


ccL         hcl  —  aV  , 

P  —  cV  —  bd'   ^~cV  —bd* 

et  substituant  ces  valeurs  dans  la  troisième ,  on  trouvera 
aVe  —  adb'  +  cdV  —  6aV  +  bdd  —  cVd  =  Z> = 0. 
On  conclut  de  ce  qui  précède  que  y  dans  Thypothèse  actuelle, 

T"  —  i         «#  — .  £         ^  ^— jSL 
**'— o>      y  o>       *  — ■  o  J 

et  qu'on  ne  peut  évaluer  en  particulier  chacune  des  inconnues^ 
mais  seulement  les  rapports  qui  existent  entre  elles. 

Lorsque  des  équations  déterminées  du  premier  degré  man^ 
quent  du  terme  tout  connu,  on  ne  peut  ctssigner  que  les  rofh 
ports  entre  l'une  des  inconnues  et  toutes  les  autres^ 
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Supposons  une  question  qui  ait  conduit  aux  trois  équations 

on  trouvera  par  Félimination  de  x ,  les  deux  suivantes 

5^^  —  32  =  — 3,    5^^  —  32  =  4.6, 

lesquelles  étant  en  contradiction^  donnent 

y:=iQO  ,    2  =  00,    donc  a:  =  oo  ; 

et  en  eiFet  la  troisième  équation  est  incompatible  avec  les 
deux  premières. 

On  peut  observer ,  en  général ,  que  les  symboles  |  et 
00  s'introduiront  dans  toutes  les  racines^  lorsqu'ayant  éli- 
miné toutes  les  inconnues  moins  deux ,  on  tombera  sur  deux 
équations  qui  se  répéteront  ou  qui  seront  en  contradiction^ 
ce  qui  ne  pourra  arriver  qu'autant  qu'il  y  aura  répétition  oa 
contradiction  dans  les  conditions  de  la  question  proposée. 
Ainsi  ces  caractères  ont  tout  le  degré  de  généralité  desirabie. 

On  aura  un  exemple  d'indétermination  dans  la  questioik 
suivante  :  Trouver  trois  nombres  tels,  i**.  que  si  de  la  somme 
du  premier  ajouté  avec  le  dernier,  on  retranche  le  double  du 
second,  le  résultat  soit  5;  a°.  que  si  au  double  du  premier  on 
ajoute  la  différence  du  second  au  dernier ,  le  résultat  soit  7; 
3°.  que  si  au  triple  du  second  on  ajoute  le  premier ,  et  que  de 
la  somme  on  retranche  le  double  du  troisième ,  on  ait  pour 
résultat  a.  ^ 

Les  équations  correspondantes  aux  trois  conditions  énon- 
cées sont  : 


X 


—  ay-(-a=z:5;    ax-f-^  — 2=7;    a;-f-3y  — 22  =  2; 


Si  on  élimine  x  entre  cee  trois   équations ,   on  trouve  le$ 
deia  suivantes: 

5y  — 3»==— .3,      5^—3»  =— 3^ 
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qjai  donnent 

j^  =  5,      2=2,      doù      cr=f. 

En  effet ^  qu'on  examine  ces  trois  équations,  et  on  découvrira 
que  la  troiàième  n'est  que  la  diiFérence  entre  la  seconde  et 
la  première ,  qu'ainsi  elles  se  réduisent  à  deux  entre  trois  in- 
connues, ce  qui  rend  raison  de  Tindétermination  que  donne 
l'algèbre,  puisqu'alors  il  faut  se  donner  Tune  de  ces  incon- 
nues pour  conclure  les  deux  autres  ^  ainsi  qu'on  le  yerra  dans 
le  chapitre  suivant. 

NOTE    XVII, 

SUR  LES  CHAPITRES  YI  ET  IX ,  IV'  SECTION- 

L'équation  qui  se  présente  la  seconde  dans  l'ordre  de  la  com- 
plication^ est 

a:*-f-pa:  =  o,       où      a:(j7-|-p)  =  o, 

p  étant  un  nombre  donné  par  la  question,  et  x  la  repré- 
sentation de  l'inconnue  :  on  voit  sur-le-champ  que  les  valeurs 
de  X,  propres  à  rendre  le  premier  membre  égal  au  second  « 

sont 

X'^Oy      aî=— p. 

En  effet ,  pour  chacune  d'elles ,  l'un  des  deux  facteurs  du 
premier  membre  devient  nul ,  et  par  là  le  produit  est  égal 
à  zéro.  La  question  suivante  conduit  à  une  équation  de  cette 
seconde  classe  :  Partager  un  nombre  p  en  deux  parties  telles 
que  le  produit  soit  égal  à  zéro.  Soit  x  l'une  des  parties , 
p  —  X  sera  l'autre  ^  et  on  aura  pour  Texpcession  de  la 
condition 

X  (^p  —  a')=o,     ou    px  — x*  =  Ob 
X  comporte  deux  valeurs ^  qui  sont  x:;::;:o«tx=:p.  En  effet 
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l!une  des  deux  parties  étant  nulle  ^  l'autre  est  p\  la  somme 
<les  deux ,  est  p ,  et  le  produit  est  nul.  Pareillement  Tune  des 
deux  parties  étant  le  nombre  tout  entier ,  Tautre  sera  zéro  ; 
la  somme  sera  encore  p,  et  le  produit  encore  zéro.  L'énoncé 
est  donc  vérifié  par  ces  deux  valeurs  de  l'inconnue . 

On  peut  se  convaincre  ,  à  priori  ,  que  dans  l'équation 
complète  du  second  degré ,  l'inconnue  admet  deux  valeurs. 
Supposons ,  en  effet ,  une  première  racine  x'  •,  s'il  en  existe 
une  seconde  ,  elle  sera  x'  -f-  J",  en  représentant  par  ^  l'excès 
soit  positif  I  soit  négatif  de  la  seconde  racine  sur  la  première. 
Substituant  a/  -^^  f  pour  x  dans  la  proposée 

a7'*  +  pa/  +  9  =  o, (1) 

on  aura 

équation  qui  se  réduit  à 

à  cause  de  a/*  +  px'  +  fl  =  o  •  on  déduit  de  la  précédente , 
d'après  ce  que  nous  venons  de  dire , 

J^:=o,    et    flx'  +  <r+p  =  p. 

<r=  o  ramène  à  la  première  racine  :  on  tire  de  la  seconde 
équation 

J'rzr  — 2x'— p,    et    x'+J",     OU.   X^zr:  — a:'— p. 

L'équation  du  second  degré  ne  comporte  donc  que  les  deux 
racines 

SI  on  les  ajoute  ^  on  obtient 

x'  +  x*  =  — p; 
si  on  les  multiplie  l'une  par  l'autf  e ,  il  vient 

d'après  (1). 
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On  a  donc  prouyé ,  indépendamment  de  la  résolution  de  U 
proposée  ^  i^.  que  l'équation  du  second  degré  comporte  deux 
racines;  a,^.  que  la  somme  de  ces  deux  racines  est  égale  au 
coefficient  de  la  première  puissance  de  l'inconnue ,  pris  en 
signe  contraire;  3^.  que  le  produit  de  ces  deux  racines,  est 
éged  au  terme  tout  connu  de  l'équation  ;  4**  ^z^e  la  seconde 
racine  se  déduit  de  la  première  en  prenant  celle-ci  en  signe  ^ 
contraire ,  et  retranchant  le  coefficient  de  x  dans  le  second 
terme ,  ce  qui  revient  à  dire  :  que  la  seconde  racine  ne  dif- 
fère de  la  première  que  par  le  signe  du  radical^  et  qu'ainsi 
il  faut  prendre  le  radical  avec  le  double  signe  -f*  et  — *. 

On  déduit  de  (â°.)  cette  condition  de  l'égalité  des  racines 


ax 


'=— p,d'oùx^=— 2; 


reportant  c^tte  valeur  dans  (i**.)  *  o^i  ^  cette  relation  entre 
les  coeificiens 


^-^H.<7  =  o,d'oùÇ=o, 


sous  laquelle  les  deux  racines  de  la  proposée  deviennent  égales 
entre  elles  ,  ce  qui  est  évident  à  l'inspection  des  formules  des 
racines  données  précédemment ,  car  alors  le  radical  par  lequel 
diffèrent  les  racines  devient  nul. 

Dans  le  cas  général  où  les  deux  racines  a/  et  x"  ne  sont 
pas  égales  entre  elles  ^  on  peut  supposer 

,    t    •    - 

af  '^x"'=zm\ 

cette  égalité  combinée  par  voie  d'addition  et  de  soustraction 
avec  la  propriété 

à/  -(-  ^'  =  —  P 
donne 

a  '   4  1  a      a 
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telle  est  donc  la  forme  des  deux  racines.  Pour  déterminer  m, 
nous  aurons  recours  à  la  propriété 

^  4       4' 

de  laquelle  résulte 

^onséquemment 

[ci  nous  ayons  déduit  les  expressions  des  racines  des  propriétés 
le  ces  mêmes  ^  découvertes  à  priori. 

Nous  ayons  rassemblé  dans  le  tableau  suiyant  les  for- 
xiules  des  racines  pour  toutes  les  hypothèses  qu'on  peut  faire 
xir  les  signes  des  termes  de  T équation  du  second  degré. 

a?^  +  P^  +  9^=o ^^^  —  ~  — 1/^    /""^» 

a^+px  —  9=0 a:  =  — -itr/^    /"^9' 

—  P^+9  =  o x  =  +  ^±.[/^  ^---q, 

ac^ — px  —  9  =  0 a:=:;-f"-  — l/^    a'^^' 

Reprenons  la  formule  des  racines 


x* 


— f*i/?+" 


4 

fin  de  la  discuter  relativement  aux  relations  entre  les  coefE-* 
iens  et  aux  signes  de  ces  coefficiens. 

ai  ^  -f  9  ^^^  un  carré  parfait ,  les  deux  yaleu^rs  de  x  seront 
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Gommensnrables  :  il  est  clair  qu'elles  ne  penyent  l'être  que 
dans  ce  cas,  à  moins  que  l'on  ait  q  négatif  sous  le  radical, 

et=Ç,  parcequ'alors 
4 

x=z  —  £-dt  o  , 

c'est-à-dire  que  les  deux  racines  deviennent  égales  entre  eDes. 
En  effet ,  pour  qf  =Ç ,  le  polynôme  x*  +  po?  -f-  9  devient 

«*  +P^  "f"  /  '  ^^"^®  parfait  dont  la  racine  est  x+^,  Lorsqu« 

^+q  n  est  pas  un  carré  parfait ,  les  racines  sont  incommeiH 
4 

surables  ,  et  on  conclut  de  là  que  le  problême  n'a  pas  de  so- 
lution numérique  exacte  ;  mais  alors  on  peut  toujours  trouver 
deux  nombres  aussi  approchés  qu'on  voudra  des  racines  de 
la  proposée. 

Il  faut  surtout  remarquer  le  cas  où  la  somme  ^  -f-^  est  néga- 

4 
tive  y  ce  qui  a  lieu  lorsque  q  est  positif  dans  le  premier  membre 

de  la  proposée ,  et  que  d'ailleurs  ^  est  ^  ^  ;   on  est  alors 

4 

conduit  à  extraire  la  racine  carrée  d'une  quantité  négative. 
On  voit  qu'à  cause  du  double  signe  -{-et  —  dont  le  radical  est 
affecté ,  la  racine  imaginaire  est  double;  ensorte  que  les  racines 
d'une  équation  de  second  degré  sont  toutes  deux  réelles^  ou 
toutes  deux  imaginaires. 

Pour  mieux  connaître  en  quoi  consiste  l'impossibilité  des 
questions  qui  conduisent  à  des  racines  imaginaires ,  nous  nous 
proposerons  le  problême  suivant  :  Partager  un  nombre  p  en 
deux  parties  dont  le  produit  soit  égal  à  q.  En  désignant  Tune 
de  ces  parties  par  x ,  l'autre  sera  p  —  x^  et  leur  produit 
px— X*;  on  aura  donc 

px  —  x^zzq,  ou  oc^  —  px  -{-  qznzo. 

Cette 


\ 
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Cette  équation  renferme  toutes  celles  dont  les  racines  peuvent 
être  imaginaires  :  en  la  résolvant ,  on  trouve 


3C 


=?-l/Ç-'. 


valeurs  qui  seront  réelles ,  tant  que  ^  surpassera  q,  c^est-à-dire  ^ 

4 
tant  que  le  carré  de  la  moitié  du  nombre  à  partager,  sera  plus 

grand  que  le  produit  qu  on  demaade  des  deux  parties  qui  le 

composent.  Or,  de  quelque  manière  qu'on  partage  le  nombre 

donné ,  les  deux  parties  pourront  être  représentées  par  -  +  <£ 
ct^  — rf,  dont  le  produit  est 

la  plus  grande  valeur  de  ce  produit  sera  ~  ;  et  elle   corres- 

4 

pond  à,  d-^o,  auquel  cas  chacune  des  parties  devient  -»  Il 

est  donc  absurde  de  demander  que  ce  produit  soit  plus  grand 

p» 
que  ~  >  et  l'algèbre  avertit  que  ce  qu'on  cherche  n'existe  pas. 
4 

Lors  donc  que  ^  sera  plus  grand  que  q ,  les  racines  dû 

1  équation 

a;*  +  p  j?  +  (/  •=  o , 

seront  réelles,  et  je  dis  qu'alors  il  sera  toujours  possible,  à 
l'inspection  des  signes  des  coefficiens ,  de  reconnaître  ceux  des 
racines.  En  effet  le  coefficient  q  étant  égal  au  produit  des 
deux  racines,  elles  seront  de  même  signe,  lorsque  q  sera  po- 
sitif; et  comme  p  est  égal  à  cette  somme  prise  en  signe  con- 

Na 
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traires^  elles  seront  tontes  deux  positives  ou  négatives,  suivant 
que  p  sera  négatif  ou  positif.  Si  q  est  négatif,  les  racines  au- 
ront des  signes  diiFérens ,  et  la  racine  positive  sera  plus  petite 
ou  plus  grande  que  la  négative ,  suivant  que  p  sera  positif  ou 
négatif.  Comme  les  racines  imaginaires  sont  de  la  forme 
fl  ± ft v^— 1 ,  le  terme  tout  connu ,  sera  a*  +  fc*,  c'est-à-dire, 
essentiellement  positif ,  etpsera=  — aa;  donc  le  coefficient 
de  X ,  pris  en  signe  contraire ,  reprg^ntera  le  double  de  la 
partie  réelle  de  chacune  des  racines  imaginaires. 


Fin  des  Notes, 
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Observation  sur  la  Note  XVI* 

Je  croîs  BeceMAÎre  de  faire  observer  que  pour 

c  =  o,  c^=Oj  J=o,  <ff=iOf  <i*=:a» 
ftn  n'a  pas  toujours 

^ne  ces  de'terminations  n'ont  lien  qu'autant  que  le  dénominateur  commnn 
ries  valeurs  de  x ,  jr  j  r ,  y  et  z  est  nul  en  même  temps  :  que  cette  condi- 
tion n'étant  pas  satisfaite,  les  racines  sont 

*  =  o»/  =  0  5  x=:o,/  =  o,  «  =  0. 

Ainsi,  de  «e  que  des  équations  déterminées  du  premier  degré,  manquent 
tiu  terme  tout  connu ,  il  ne  Jaut  pas  inférer  que  les  valeurs  des  in* 
r^cnnues  sont  indéterminées;  il  faut  Vexistence  d'une  condition  sans 
laquelle  ces  racines  sont  nulles. 


Oo 


Fautes   à  corrlget. 


tdem, 
553 


4  en  remonc. 

Titre. 
Titre. 

16 
4  en  remont. 

la 

3  en  remont. 


6  et  7 


Chap.  IV 

Chap.  IV 

du  premier  nombre 

a  —  b 

m  eari'^p 

hx  k        , 

-r-=* 

afx  -4-  &y= o ,  sa  va- 
leur  — 


-h  — --. 

I — a 

Chap.  XI. 
Chap.  VI. 
du  premier  membre. 

m  en  m  •+•  p. 

i4ii  =  & 


a'x 


valeur 


b^jr  =  o  pour  a  ta. 


